Studio 4: Dubbel- och trippelintegral.

Analys och Linjar Algebra, del C, K1/Kf1/Kbl, vt03
6 februari 2003

Samtliga integrander nedan antas vara Lipschitzkontinuerliga funktioner pa
sitt integrationsomrade.

1 Repetition av enkelintegral och my_int

Betrakta differentialekvationen

u;gg i féf)’ a<zx<b, (1)

Enligt Analysens Fundamentalsats ges 16sningen till (1) av
u(x):ua+/ fy)dy, a<x<b. (2)

I ALA-B skrev du en MATLAB-funktion som heter my_int vilken loser (1)
numeriskt genom att berdkna integralen i (2) med kvadratur (numerisk integ-
ration). Funktionsfilen my_int.m kan t.ex. se ut som foljer:

function [x, ul] = my_int(f, I, ua, h)

a=1I(1);
b =1I(2);
N = ceil((b-a)/h);
x(1) = a;
u(l) = ua;
for i = 1:N % loop 6ver samtliga delintervall
xi = a + i*h; 7 delintervallets hégra &ndpunkt
x(i+1) = xi;
u(i+1) = u(i) + feval(f, xi)*h; 7% “right-hand rectangle rule”
end
X = x7;
u=nu’;

Funktionen ovan anvidnder kvadratur baserad pa integrandens virde i hoger
andpunkt av delintervallen I, = [a + (i — 1)h, a + ih], ¢ = 1,2,...,N. Den
returnerar tvi (kolonn)vektorer:



x, vars element innehéller nodpunkternas koordinater:
x(1)=a, x(2)=a+h, x(3) =a+2h, ..., x(N+1)=a+ Nh =1,
dér vi for enkelhets skull antagit att b — a &r delbart med h (d.v.s. b—a = Nh).
u, vars element innehller motsvarande (approximativa) funktionsvirden:
u(1) = e = u(a),

a+h
u(2):ua+f(a—|—h)h’»:tua+/ f@)dz =u(a+ h),

a+2h
u(3) :ua—i—f(a—&—h)h—i—f(a—l—?h)hmua—i—/ f(@)dz = u(a+ 2h),

N b
u(N—|—1):ua—|—Zf(a+ih)hzua+/ f(x)dz = u(b).
i=1 @

Ifall vi endast ar intresserade av vardet pa den bestdmda integralen

Kﬂmm, (3)

valjer vi alltsd u, = 0, varpa (3) approximeras av element u(N+1):

b N
/ f@)de~ fla+h)h+ fa+2m)h+...+ fO)h =3 fla+ih)h (4)

a i=1
Notera att f(a+ih) h ar arean av en rektangel med basen h och héjden f(a+ih),

s& att summan i (4) &r en approximation till arean under kurvan y = f(x) mellan
x=aochz=0

f(x)

X1 X2 X3 ! X

Figur 1: Approximation av integralen genom kvadratur



For att direkt approximera (3) genom att berdkna summan i (4) kan my_int.m
forenklas till my_quad.m:

function q = my_quad(f, a, b, h)
N = ceil((b-a)/h);

q=0;
for i = 1:N % loop 6ver samtliga delintervall

xi = a + i*h; 7 delintervallets hégra &ndpunkt

q = q + feval(f, xi)*h; % ‘“right-hand rectangle rule”
end

Exempel 1: >> q = my_quad(’cos’, 0, 1, 1/100) berdknar en approxima-
tion till fol cos(x) dr baserad pa en indelning av [0,1] i 100 delintervall.

2 Dubbelintegral

Vi skall nu utvidga ovanstéende till berdkning av dubbelintegral 6ver en rek-
tangel @ = [a,b] X [¢,d] = {z = (z1,22) : a < 21 < b, ¢ < x3 < d}, och utgar

fran approximationen
b pd
/ / f(ﬁl, {EQ) d(Egd:El =~
a c

fla+h,c+h)h?>+ fla+2h, c+h)h*+ ...+ f(b, c+ h) h*+
fla+h, c+2h)h? + f(a+2h, c+2h) h*> + ... + f(b, c + 2h) K>+

.+
fla+h, d)h?+ fla+2h, d)h* + ...+ f(b, d) h? =
N M
> > fla+ih, ¢+ jh)h?, (5)
i=1 j=1

dér vi nu anvénder kvadratur baserad pa integrandens virde i det 6vre, hogra
hornet av delkvadraterna Q;; = [a+ (i — 1)h, a+ih] x [c+ (j —1)h, ¢+ jh], i =
1,2,...,N,j = 1,2,..., M. Notera att f(a + ih,c + jh)h? &r volymen av ett
ritblock med basarean h? och hdjden f(a +ih,c+ jh), sa att (dubbel)summan
i (5) ar en approximation till volymen under ytan x3 = f(x1,x2), (v1,22) € Q.

Uppygift 1: Skriv en funktionsfil my_quad2D.m

function q = my_quad2D(f, a, b, ¢, d, h)
% oo

som approximerar dubbelintegralen av f = f(x1, z3) dver rektangeln Q = [a, b] x
[c, d] genom att berdkna (dubbel)summan i (5).



Tips:
i) Utg fran funktionen my_quad.

ii) Du kan inféra ett nytt index j, och istillet for variabeln xi t.ex. anvinda
variablerna x1i och x2j.

iii) Du behdver nu tva stycken for-loopar. Idén &r att i den yttre loopen g
igenom alla viarden pa x1 “for i = 1:N” och i den inre (for varje fixt x1)
gé igenom alla véarden pd zo “for j = 1:M”. (Du kan f6rstas ocksé gora
tvirtom!) Detta kallas att “néstla” loopar. Resultatet blir en dubbel-loop®.

iv) Téank pa att f nu &r en funktion av tvd variabler, s& du far &ndra rad 6 i
my_quad.m till exempelvis q = q + feval(f, x1i, x2j)*hxh;
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Figur 2: Pilarna visar hur vi 16per igenom nodpunkterna i den beskrivna néstlade
loopen.

Ezxempel 2: >> q = my_quad2D(’funk64_1a’, 0, 1, 0, 1, 1/100) berdk-
nar en approximation till dubbelintegralen i Uppgift 64.1 (a) i Applied Mathe-
matics: Body & Soul baserad p en indelning av [0,1] x [0,1] i 100 x 100 =
10000 delkvadrater. Du maste forstas i detta fall forst ha skapat funktionsfilen
funk64_1a.m:

function x3 = funk64_1a(xl, x2)
x3 = x1 + x2;

Uppygift 2: Berdkna med my_quad2D dubbelintegralerna i Uppgift 64.1 1 Applied
Mathematics: Body € Soul. Rikna ocksa ut integralerna (a) — (¢) analytiskt och
jAmfor med dina berdknade virden. Det dr viktigt att pd detta satt alltid testkira
dina program pd exempel ddir du kdnner den exakta ldsningen.

ISkriver du >> help for sa far du ett exempel p& hur en dubbel-loop kan se ut.



Uppgift 3: Vilj en av de tre integraler du rdknat ut analytiskt i Uppgift 2 och
berdkna den med olika virden pa h, t.ex. h = 0.1, 0.01, 0.001. Hur beror felet
(skillnaden mellan det exakta och det beriknade vdrdet) pa h? Jamfor gérna
med Studio6vning 2.1 i ALA-B: How large (small) is the error?

(Kommentar: Om x = (1, z2) och y = (y1, y2) tillhdr samma delkvadrat @;; ger
Lipschitzkontinuiteten hos f att |f(z) — f(y)| < Ly ||lx —y|| < Lyv/2 h, eftersom
V2 h, langden pa diagonalen, #r det maximala avstandet mellan tva punkter i
Q.;- Felbidraget fran Q;; blir ddirmed maximalt L ;v/2 h A(Qi;), dir A(Q;;) = h?
dr arean av ();;. Adderar vi nu felbidragen fran samtliga delkvadrater inser vi
att det totala felet maste vara mindre &n L2 h A(Q), dir A(Q) = (b—a)(d—c)
ar arean av ). Det forefaller alltsd som om felet borde vara proportionellt mot
h.)

Uppgift 4: (Ytintegral) Uppgift 65.8 (a) i Applied Mathematics: Body & Soul
(som bestar i att berdkna arean av en buktig yta) leder fram till dubbelintegralen

11
/ / \/14 22 + 23 dzydas
o Jo

(visa dettal). Denna integral ar inte 14tt att rdkna ut analytiskt. Berdkna den
istdllet med my_quad2D.

3 Trippelintegral

Generalisering fran enkel- till dubbelintegral gar att utvidga till trippelintegral.
Nu far vi anvinda oss av en néstlad loop med tre for-satser som l6per Gver
delkuber i de tre koordinatriktningarna.

Uppgift 5: Utgé fran my_quad2D.m och skriv en funktionsfil my_quad3D.m

function q = my_quad3D(f, a, b, ¢, d, e, g, h)
0
h o

som approximerar trippelintegralen av f = f(x1, 2, x3) Over rédtblocket Q =
[a, b] X [c, d] x [e, g] ={z = (z1, ®2, 23) :a <21 < b, c <29 <d, e <23 <g}
genom att dela in @ i delkuber med sidlangd h.

Uppgift 6: Berdkna den forsta av de tre trippelintegralerna i Uppgift 66.3 i
Applied Mathematics: Body & Soul med my_quad3D. Rikna ocksé ut integralen
analytiskt och jamfér med ditt berdknade vérde.

Tips: Notera att ||z||? = 22 + 23 + 3. Vilj forst t.ex. h = 1/10 eller h = 1/20
s& att berdkningen inte tar alltfor lang tid. Prova déarefter att successivt minska
pa h. Hur mycket langre tid tar berdkningen om du minskar h med en faktor
2? Med hur mycket minskar felet?



4 Kodoptimering

Som du mérkt kan berdkningarna bli tidskrdvande nir man beréknar multipelin-
tegraler med kvadratur. Det &r 1att att forstd varfor: Antag att du vill berdkna
en dubbelintegral 6ver enhetskvadraten Q = [0, 1] x [0, 1] = {z = (21, 22) : 0 <
1 <1, 0 < zg <1} med en indelning av @ i delkvadrater med sidlangd 1/100.
Du kommer d att behova berikna integrandens virde i 1002 = 10 000 punkter,
samt addera dessa virden. For att uppnd motsvarande “finhet” vid berdkning
av en enkelintegral 6ver intervallet I = [0, 1] récker det med en indelning i 100
delintervall, och vi behover endast berdkna integrandens véarde i 100 punkter,
samt addera dessa virden.

Detta dr ett problem som forstas blir &nnu mera patagligt vid berdkning av
multipelintegraler i hogre dimension &n 2. Ska du t.ex. berdkna en trippelintegral
over enhetskuben Q = [0, 1]x [0, 1]x[0, 1] = {z = (21, 22, 23) : 0 <21 <1, 0<
22 <1, 0 < z3 <1} med en indelning av Q i delkuber med sidlangd 1/100. Du
kommer d& att behdva berikna integrandens virde i 1002 = 1000 000 punkter,
samt addera dessa virden.

For att fa ner berdkningstiden kan man pé olika sitt forscka fa koden att
gd snabbare. Nar det géller Matlab s& gar t.ex. loopar vildigt langsamt medan
vektoroperationer gar snabbt. I matlab-katalogen pa kursens webbsida finns
programmet studio4_1.m:

x = 1:1e7; % Initierar en vektor
tl=cputime; % Returnerar starttidpunkt
sum_loop = 0; % Loopen summerar komponenterna i x

for i=1:length(x)
sum_loop = sum_loop + x(i);

end

t2=cputime; % Returnerar ny tidpunkt

sum_vec = sum(x) 7% Matlabs eget summeringskommando
t3=cputime; % Returnerar sluttidpunkt

t_loop = t2-t1 % Tiden f8r loopen

t_vector = t3-t2 % Tiden f6r sum-kommandot
t_loop/t_vector

Overtyga dig om att du forstar hur loop-summeringen fungerar, det &r en vanlig
teknik som dr mycket anvindbar.

Kor programmet nagra ganger. Hur mycket snabbare dr Matlabs summe-
ringsrutin jAmfért med loopen? Prova att #ndra ldngden pa vektorn x och se
om forhallandet &ndras.

Uppgift 7 (Extrauppgift!): Forsok att skriva om my_quad s att det gar betydligt
fortare. JAmfor med Gvriga i klassen och se vem som har lyckats bast.

Uppgift 8 (Extra extrauppgift!!): Forsok att gora samma sak med my_quad2D!
P& webben finns en filen my_quad2D0pt .m med en variant pa hur det kan goras.



