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Figur 1: Problem 1. Ursprunglig triangulering.

Problem 1. Betrakta en triangulering med noder (0,0), (1,0), (v/3,0),
(v/3,1), samt (0,1). Se Figur 1.

(a) Berikna storleken av trianglarna (ekvivalent: berdkna mesh-funktionen)
och minsta vinkeln i trianglarna. (2p)

(b) Infér en numrering av noderna och trianglarna. Ange matriserna p och ¢
som beskriver denna triangulering i Matlab. (2p)

(c) Antag att triangeln med horn i (0,0), (1,0) och (0,1) skall forfinas. Rita
den triangulering du far med hjéilp av Rivara-férfining. (1p)

(d) Vilken dimension har rummet V}, av styckvis linjira, kontinuerliga funk-
tioner pa den ursprungliga respektive den forfinade trianguleringen. (1p)

(e) Definiera téltfunktionerna i V;,. Ange en explicit formel for den téaltfunk-
tion som &r associerad med noden (0,0) i den ursprungliga trianguleringen.

(2p)

Problem 2. (a) Lat f = x(z — 1) vara definierad pa I = (0,1). Dela
in intervallet I i tre delintervall av lika lingd och 14t V)0 vara rummet av
styckvis linjdra, kontinuerliga funktioner pa denna indelning som &r noll pa
randen. Beriikna interpolanten 7, f € V}? och Ly-projektionen P, f € V¥ av
f- Rita en figur som visar f, 7, f, samt P, f. (3p)

(b) Definiera ||g| .. (r) samt ||g||£,(r) for en funktion g definierad pa I. Berdkna
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|/l zee(ry samt || fl| o1y fOr f = z(z — 1) och I = (0,1). (1p)

(c) Formulera uppskattningar fér interpolationsfelet v — v och dess derivata
(v — mpw)" i maxnormen. Bevisa en av dessa. (4p)

(d) Vilka antaganden maste man gora pa funktionen v for att hogerledet i
dina uppskattningar kan férviantas bli litet nir indelningen av intervallet gors
finare? (1p)

Problem 3. Betrakta problemet

-V - (aVu)+cu=f, i9Q, (1)

(a) Forklara all ingadende notation samt ange vad som ar givna data och vad
som soks. (2p)

(b) Ange en fysikalisk tolkning till problem (1)—(2). (2p)

(c) Lat f =sin(zy) och b= (1,1). Berdkna: Vf, Af, V- (zVf), b-Vf. (2p)
(d) Antag att Q = {(z,y) € R®: 22 +3?> < 1},a=1,c =1, och gp = 0,
samt att u har formen u = (o — 22 — 3?)/4. Bestim « och f si att u ir en
16sning till problem (1)—(2). (2p)

(e) Antag att gp = 0. Hérled en variationsformulering av (1)—(2). (2p)

Problem 4. (a) Antag att gp = 0. Formulera finita element-metoden for
(1)-(2)- (20)

(b) Hérled ett linjart ekvationssystem som bestdmmer finita element-
16sningen U. (4p)

(c) Harled Galerkin-ortogonalitetsekvationen som felet v — U uppfyller. (2p)
(d) Formulera och bevisa en a priori-feluppskattning for finita elementmeto-
den. (2p)

Problem 5. Lat Q vara triangeln med horn i (0, 0), (0, h) och (h,0). Infor
nodnumreringen N; = (0,0), Ny = (0, h), N3 = (h,0), och 1at 1, @9, @3 vara
de associerade taltfunktionerna.

(a) Berdkna massmatrisen M med element m;; = [, i ©;. (2p)

(b) Berdkna styvhetsmatrisen A med element a;; = [, Vi - Vo;. (1p)

(c) Berdikna lastvektorn b med element b; = [, fo;, da f = 1. (1p)

Ledning: Anvind ldmpliga kvadraturformler.



Problem 6. Betrakta en triangel med hérn i noderna N; = (z;,y;),i =
1,2, 3 numrerade i moturs riktning.

(a) Hérled ett uttryck for arean av triangeln. (2p)

(b) Hérled en formel for gradienten av basfunktionen ¢;. (3p)

Problem 7. Betrakta systemet av ordinira differentialekvationer
ME+AE=0, i(0,T), (3)
£(0) =¢". (4)

(a) Antag att

w48 =@ () o

Dela in tidsintervallet (0,1) i tva lika langa tidssteg och berékna en approx-
imation av £(1) med bakat Euler. (2p)
(b) Betrakta

u—V-(aVu)=f, 1Qx(0,7), (6)
u(z,0) =ug, €, (7)
—n-aVu(z,t) = y(u(z,t) — gp(z,t)) + gn(z,t), x €00t e (0,T). (8)

Hérled systemet av ordinéra differentialekvationer (3)—(4) genom att diskre-
tisera (6)—(8) i rummet. (2p)



