TMA 690 Partiella differentialekvationer F3, 2001-10-26

1. a) Réknar i polara koordinater med r = |z|, och soker 16sning u = u(r) sddan
att Au =r=2(r2u')" = =4, dvs

2 4 2 +Cl forr <e
= —0.) = 4med 3
n /T( ) {02 for r > e.

Insattning av r = 0 ger C; = 0, varefter kontinuitet for r = € ger Cy = —ﬁ.
Division med 72 och ny integration ger

u(r) = { ;W 1(+C5) forr>e

Dée—)Oerhéllsu():%% su(T) = 177
b) Losning ges av u(z) = [p, 47r|$ ylf(y) y.
c) Berdknar u(z) iz = (0 0,R) for R > 1 (lattast integral f&s med R = 0) med

hjalp av rymdpoléra koordinater r(cos(¢)cos(v), sin(¢)sin(v), cos(v)):

u(m) f|y|<1 417r |w1y| 47rdy
— 1

= irie fo Jo fo \/(R B E T )T Zsin(v) d¢ dv dr
1 3 T Sln(v)

— 47 7r27T fO fO \/RZ 2RT‘COS(1))+T2

dvdr

=L f v/R? — 2Rrcos(v) + r2)°=xdr
6 1
__Fﬁk2rd”_ﬁﬁ
c) Sétter u = e "= och beréiknar
Au=r2(r?u) =r2(r’(—e " & — e L3))

— =21 —r._ -7\ —_ =21 —r, _
=r P (—eTr—e") =rC e r = u,

dvs —Au+u = 0 for r > 0 v.s.v. For att visa att —Awu + u = § noterar vi att
—Autu=—-Ap-—Ale"— 1) +e "=

4 4rnr
2. Enligt uppgift 1 ger u(z) = [, ¢( 47r|w yldy en losning till Au = 01 Q.

Soker darfor ¢ sa att dven randvillkoret w = g uppfylls, dvs

/F¢(y)#dy =g(z) forzeTl.

dr|z — y|

Inf6r rand-element, dvs delar in I i disjunkta element K; sdidana att I' = U2, K,
och ansdtter (approximativ 16sning) ¢(y) = >, ¢:®;(y) dér ®;(y) = 1 pa ele-
ment K; och = 0 {6r 6vrigt. For att bestimma lampliga koefficienter ¢; anvinds

(t.ex.)
————dydx = x)de, j=1,..,m
/ / 1 | | y / g( ) Y ] ? ) )

J



vilket ger m ekvationer for berdkning av koefficienterna ¢q, .., ¢ 1 ¢(y), som i
sin tur ger u(z).

3. a)-d) Se foreldsningsanteckningarna.
e) Ja, a < 0 ger exponentiell tillvixt i problemet, sdvél det givna som dualprob-

lemet. Speciellt blir stabilitetskonstanten fOT |<I>| i a posteriori feluppskattningen
stor for stora T'.

4. a) Integration over ) av givna ekvationen i 4 — Au = 0 multiplicerad med @
samt partiell integration ger

0= / utu — / UAu = / i(ul’dl + U2’I.L2) + Uzul — ul’llz + Va - VU,
Q Q Q

med imaginirdel

/uu + uat —16/u2+u2
ot Uty = 5 | UL U,
som alltsd maéste vara = 0, dvs [, |u|? &r tidsoberoende, v.s.v.

b) Multiplikation av egenvirdesekvationen —Au = Au med u, integration ver
Q, och partiell integration ger

)\/u2:/u(—Au):/ |Vaul?,

Q Q Q

——r ——
>0 >0

dvs A > 0 (med stréing olikhet f6r u # 0) och ||u|| = %”VUH, dvs konstanten
C i olikheten |ju|| < C||Vu||, gillande for alla u sidana att u = 0 pa T, kan
inte vara mindre dn \/% dar Ay > 0 ar det minsta egenvérdet. I sjdlva verket
giller olikheten ||u|| < \/%—IHVU“ for alla u sddana att w = 0 pa T, eftersom
u kan uttryckas i egenfunktionerna och dessa &r parvis ortogonala, bade “utan
och med gradienter”, dvs [, usu; = 0 och [, Vu; - Vu; = 0 for i # j, men detta
ingick inte i uppgiften.

5. a) Fysikaliska tolkning:

nn

u"'=f-u foro<z<l, wu(0)=0,u(l)= O,UH(O) = O,UH(I) =0.
modellerar en balk med vertikal forskjutning u = u(z) p.g.a. en vertikal last f =

f(z), delvis balanserad av en “aterhallande” kraft u. Balken &r (momentfritt
u" = 0) forankrad med v = 0 f6r x = 0 och z = 1.
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b) Multiplikation av de tva ekvationerna i systemet med testfunktioner ¢ och
1, med ¢ =1 =0 for x = 0 och = 1, ger efter partiell integration

=t~ =0

fg (_’l/)lvl + ’(/J’LL) = fo ’(pf
Indelar [0,1] i element I; = [z;_1,%;], ; = j/(m + 1), och ansitter styckvis
linjéra approximativa 18sningar U(z) = 372, Uj¢;(z) och V(z) = 371, Vid;(=),
dar ¢;(x) &r de vanliga hatt-bas funktionerna, och séker nodvérden U; och Vj
saddana att

Ji(=U' = 4iV) =0, i=1,.,m
Jo (V! + 6iU) = [yuf, i=1,.,m.
Detta ger 2m ekvationer for de 2m sdkta nodvirdena U = [U ..Uy, )" och V =
[Vi..V] T, vilket kan skrivas pd matrisform som
—SU — MV =0,
—SV + MU = F,
dir S och M &r de vanliga styvhets och massmatriserna med element 2/h re-
spektive 2h/3 pa diagonalerna, —1/h resp. h/6 pa sub och superdiagonalerna,
och nollor for 6vrigt, och F' &r lastvektorn med element fol oif-

Forsta ekvationen ger V = —M ~1SU vilket insatt i den andra ger (SM~1S +
M)U = F, dvs U = (SM~'S + M)~'F.

c¢) Multiplicerar forsta ekvationen med —v och den andra med u, adderar de
tva, integrerar, och integrerar partiellt. Detta ger

1 1
/ u2+v2=/ uf,
0 0

1
[Tl + [Jo][* :/0 w f < 171,

varifran foljer att ||u|| < ||f]|, och ddrmed att [|v|| < || f]l-
Alternativt kan forsta ekvationen multipliceras med —u och den andra med —w,
adderas, integreras, och integreras partiellt, vilket ger

/ ()2 + ()2 =/ (=0)f < Wl 1711 < T A
0 0

varav foljer att ||[v'|| < ||f|| och sedan ||u'|| < ||f]|-

dvs

(Med dessa grundlaggande stabilitetsuppskattningar givna kan man sedan anvénda
ekvationerna till att uppskatta t, som t.ex. momentet v = u'':

[[w"[] = [[ol] < |I£]],
och v'":
[[0"]] = I1f —ull < I+ |ul] < 2[I£]],

om man si vill.)



