Intr o Math K + Kf + Bt

Lecture 1:

Heltal och Induktion

AMB&S: kap 5 & 6
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Tal, oversikt

N, naturliga: 1, 2, 3, 4, 5,... (attrakna far med)

Z, hela (integers): .. —4, -3, =2, -1, 0, 1, 2, 3, 4,..
Q, rationella: 3, 2, =2, 2 .

R, reella: (rationella samt irrationella).

C, komplexa (par av reella)
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Naturliga tal

-

Modeller

for antal kor, bilar eller nanting annat.
Enklast:

1 for en ko, en bil eller en mattelektion.
Sedan:
2 =1+ 1 for tva kor, dvs en ko och en till ko, osv.
Vidare:
3=24+1=14+1+1, 4=34+1=14+14+1+1, o0OSV
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Algebra
-

Addition

Definition
Hmm..

34+2=(1+1+1)+1+1)=14+1+1+1+1

Rakneregler

® m+n=n+m addition kommutativ
® m+ (n+p) =(m+n)+p addition associativ
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Algebra
-

Multiplikation X, alt. *, alt.

Definition

mxn:@+n+"+@

m st%ken

Dvs multiplikation ar upprepad addition.

Rakneregler

® mxn=nxm mult. kKommutativ
® mXx(nxp)=(mxn)xp mult. associativ
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Algebra
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Algebra
- -

Distrib utiva lagen

m X (n+p) =m X n+m X p.

Bevis
n P n+p
ee] (oo eee o]
m e o o e o m e o o e o
Terminologi

Ltermer, summa, faktorer, produkt J
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Algebra
-

Generalisering

(m+n)x(p+qg =mxXp+mxqg+nxp+nXxayq.
Varfor?



Algebra
-

Potens

Definition
np:@xnx..xQ.

p stfcr:ken

Dvs potens innebar uppredad multiplikation.

Rakneregler

® (nP)? = pP*4

® nP x nid =nbPta

® nP xmP = (nxm)P.
o |
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Bevis

npan:@xnx..x'rﬁxzzxnx..xn

Hitta sjalv!

Algebra

p St

:@X’RX..

J/

g St

XN = nPTa.

N

p+q St
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Storleksordning

De naturliga talen ar ordnade pa ett “naturligt” satt:

1<2<3<4d<.<n—-1<n<n+1<..

Rakneregler

o

9
K
9

m<n<p=m<p
m<n=m-+p<n-+p

m<n=pxm<pxn (seupp!)
m<noChp<g=m+p<n-+gqg

LBevis ?

|

.—p.11/24



Algebra
-

Kanske m.h.a.

Tallinjen




Talet 0
-

Tillfor talet 0 med egenskaperna

n+0=0+n=nmn,

och
nX0=0xXxn= 07
samt
n’ =1 (kan motiveras “praktiskt”)
0 1 2 3 4
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Tiosystemet

-

Hur gora nar siffrorna tar slut? Har ju bara
0,1,2,3,4,5.6,7,8,9, ...

InfOr ett positionssystem

Talet 9 + 1 betecknas 10. Mera allmant
4237 = 4 x 10° +2 x 10 + 3 x 101 + 7 x 10°.

Sager att talet 10 ar basen i detta system.

o |

.—p.14/24



-

Binara systemet

| dator anvands bas 2 systemet:
0,1,10,11,100,101, 110, 111, 1000, 1001, ..

t.ex.

100l =1x224+0x224+0x21+1x2°=84+0+0+1=0.

FOr att inte 1001 skall tolkas som “ett tusen ett” kan skrivas
1001, t.ex.

|
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Subtraktion
L -

Modellerar att “avlagsna”. T.ex. 12 — 7 = 5 med enhet
“munkar”. Noterar att 7 — 12 ej ar ett naturligt tal.
Infor “anti-talen” eller de “negativa” (hel)talen

—1,-2,-3,—4. ..

med egenskapen att (—n) +n = n + (—n) = 0, och allmant
att m — n = m + (—n) dar addition av det negativa talet —n
motsvarar stegning at vanster pa tallinjen, nu omfattande

aven antitalen —1, -2, -3, ..
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Mult. med negatva tal

-

Definition
(—n) X m = —n X m,

0=0xm=((—n)+n)xm=(—n) Xm+nxm.

Vad bor menas med (—n) x (—m)? Eftersom

0x0=((—n)+n)x((—m)+m)

= (—n) X (—m) —n X m,

foljer att (—n) x (—=m) =n x m!

.



Belopp
- -

Absolutbeloppet

p| = pomp >0
PIZY Zpomp < —0

mater storleken pa talet p.

T.ex. galler att | — 1000| > |10|, trots att —1000 < 10.

Notera att |m — n| kan uppfattas som avstandet mellan m
och n pa tallinjen.
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Division

m=5 and n=pm-+r with r=2<m

Division med rest

Fran »n kan subtraheras p stycken m, men inte fler. Lamnar
vissrest0 <r<m,dvsn—pm=r,ellern=pm +r.

|
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Induktion

oA LLLLLLLLLLL]

Induktionsprincipen

Om

1 faller, och

n + 1 faller om n faller, for alla n
sa

“faller alla”



Exempel

-

Aritmetisk summa
Pastaende:
2(1+24+3+.+n)=n’+n=n+1)n

Galler for n = 1 (dvs “1 faller”)
Om pastaendet giltigt fér ett visst n (“n faller”) sa foljer att

2(14+243+..4n+(n+1)) =n*4+n+2(n+1) = (n+2)(n+1),

dvs “n + 1 faller”. Induktionsprincipen ger nu att “alla faller”,
dvs pastaendet giltigt for alla n. VSB

Analogt kan visas t.ex. att
L 6(1+44+9+16+25+..+n?) = 2n° + 3n* +n. |
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Exempel

Geometrisk summa

Pastaende:

1+1+1+1+ +1—2 !
2 4 8 T on on’

Galler for n = 1.
Om giltig for givet n (“n faller”) sa foljer att

| 1 1 1 _ 5 1 1
+§+“+2_n+2n+1_ _2_n+2n—l—1

_1
on—+1

dvs “n + 1 faller”. Foljer nu av induktionsprincipen att
pastaendet giltigt for alla n.

|
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Exempel
fHarmonisk summa T

Pastaende: For varje n finns nagot N sadant att

Ity o1
— — — .. — n.
2 '3 4 N

Klart forn =1, med N = 2.
Antag nu att » faller, dvs att formeln giltig for ett visst n. Da

foljer

1 1 1 1 1 1
14+ —-+.. L+ — > 1
\+2+ +J\L+ﬂ+1+ +2]\L+2N+1+ +4NJ n+1,
>N >T/2 >172

Ldvs “n + 1 faller”. Foljer nu att pastaendet giltigt for alla n. J
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Tillampningar:

-

Brobygqgeri

\
R N 1/4 o
\ 1/6

1/8

Finns ingen grans for hur langt man kan bygga en bro utan
stod fran andra sidan.

Skinnarmos problem

Spannande upplosning | nasta nummer!
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