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ALA-b Rikneovning 2

1 Uppgift 29.4

Prove that In(1 + z) < z for x > 0, and that In(1 +z) < z for x # 0
and z > —1.

Notera att jag anvinder beteckningen In(z) for den naturliga logaritmen
(med basen e) istéllet for log(x).

I den forsta deluppgiften skall vi visa pastaendet for x > 0. Lat oss ta
hjélp av definitionen

1
In(z) = / —dy, for z >0 (1)
1Y

vilken tillater att vi skriver

1+x 1
In(1+2)= / — dy.
1 Y

Men eftersom % <1 fér y > 1, och integralen &r monoton, dvs. att
b b
f@) < (@) v fo, 8] = [ f@)dn < [ gla)da,
a a

far vi att

1+x 1+x
(o) = [ Cdy< [ =i =0re-D=a
1 1

med likhet fér z = 0 (kom ihag att In(1) = 0). Aterstar gor att visa olikheten

for —1 < z < 0. Vi sétter déarfor z = —z > 0 (ty x var negativ) och far via
(1) att

1—z 1

In(l+z)=In(l—z2) = / —dy.

1 Yy
Vidare minns vi definitionen
b a
| tarie == [ p@n @)

som sdger att vid byte av integrationsgrénserna byter integralen dven teck-
en. Man har dessutom att
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/abozf(x) do = oz/abf(:n) da, (3)

dér « dr en konstant. Genom (2) och (3) fas

11—z 1 1
1 1 1
wi=s) = [ a= [ Sar= [ s

1
< {izldéo<z<1}§/ ~ldy =[-yli_. =
(

1—2z

= —(1-142)=—-—2=u=

Vi har nu lyckats visa olikheten fér hela intervallet > —1 och &r klara.

Ett annat sitt att nirma sig losningen (se tipset till uppgiften) dr att de-
rivera de bada funktionerna In(1 + x) samt z, vilket ger

Din(14+1z) = =

Dx = 1.

Vi har att funktionerna dr stringt vixande for x > —1 (ty deras derivator
ar positiva), och eftersom 14%7: < 1f6r z > 0 (dvs. att = hér véxer snabbare
dn In(1 + x)) foljer pastaendet for dessa z-véirden. For —1 < z < 0 har
vi & andra sidan att kvoten 14+x > 1 (lutningen blir tydligen brantare for
In(1 4+ x) &n for z). Men da bada funktionerna antar negativa vérden pa
intervallet maste det gélla att In(1 + x) < z (utom i nollan dér de &r lika).
Dérmed &r den givna olikheten visad.



ALA-b Rikneovning 2

2 Uppgift 29.11

Solve the following equations

a) In(z?) +In(3) = In(y/7) + In(5)
b) In(7z) — 2 In(z) = In(3)

¢) In(z?) — In(x) = In(7) — In(2?)

Forst och framst minns vi riknelagarna (for a, b € R)

= blIn(a),

som géller dven for logaritmer med andra baser dn e. De kommer att ut-
nyttjas flitigt nar vi 16ser uppgifterna. Lat oss ta dem i tur och ordning.

a)
In(z?) +1In(3) = In(vz)+In(5)
2In(x) +1In(3) = % In(z) + In(5)
3

—In(z) = In(5)—In(3)

dér vi i forsta steget bl.a. har att /z = 3.
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In(7z) — 2 In(x)

In(7) +In(z) — 2 In(x)
—In(x)
In(x)

In(z)

Losningarna ges utan vidare kommentarer med hénvisning till rdknelagarna.
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3 Uppgift 29.12

Compute the derivatives of the following functions

a) f(z) =In (2 4 62)
b) f(z) = In(In(z))
¢) f(z) =In(z+2?)
d) f(z)=In(3)

e) f(z) =z In(z) —

Derivatan av den naturliga logaritmen ges av

1
D1 = = 4
n(e) = 1, (@)
for x > 0. Vi far darfor att
a)
Dln(a®+62) = ———— - (322 +6) = 374 0
x3 + 62 3 + 62’
enligt kedjeregeln.
b)
1 1 1
D In(l = o=
n(in() In(z) = xlIn(x)’
dér den inre derivatan blev %
c)
1 14+ 2x
2 ) _
Dn(z+2%) = . (1+ 2x) a1
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pa samma séitt som ovan.

d)

)
E
N
SR
N——
Il
8| =

enligt tidigare.
e)
1
D(xIn(z)—z) = 1-ln(ac)—|—x5-1—1 =In(z)+1—-1=In(x),

déir vi anvént oss av savéal produkt- som kedjeregeln for derivatan.
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4 Uppgift 31.10

Find a primitive function to

Innan vi ger oss i kast med 6vningarna repeterar vi hur man berdknar dif-
ferentialer samt begreppet variabelsubstitution.

Givet en funktion f(x) av en variabel ges differentialen df enligt

df = f'(x) da, (5)
medan en funktion f(z1,xe, ..., x,) av n variabler far sin differential bestdmd
genom

of of of
df = —d —d ot =——dzy,. 6
if By $1+a$2 To + +3xn T ( )

Vi kommer att f& nytta av detta t.ex. i samband med variabelbyten vid
beréikning av integraler.

Vidare vet vi att
Flz) = / f@)dz+C (7)

betecknar primitiva funktioner till f(z). Genom substitutionen x = g(t)
erhalles istéllet

F(g(t) = / Fg(®) ¢/t dt + C, s)
ty enligt (5) ges att

r=g(t) = dv=g'(t)dt

Att de bada leden i (8) verkligen Gverensstdmmer ser man genom att de-
rivera VL

DF(g(t)) = F'(9(t) g'(t) = f(g(t)) 4'(t)
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och vi far integranden i HL (i enlighet med definitionen av primitiv funk-
tion).

Meningen med variabelbytet (fran z till g(¢)) &r att den primitiva funk-
tionen till den nya integranden ska bli lattare att berdkna. Om sa &r fallet
16ser vi integralen och avslutar med att aterga till den ursprungliga vari-
abeln z.

Forfarandet dr OK sa ldnge substitutionen x = g(t) &r injektiv. Med det
menas att varje funktionsvirde g(t) ges av ett entydigt ¢ (med andra ord far
tva virden ur definitionsméngden inte ge upphov till samma funktionsvirde).
En typiskt injektiv funktion har viien strangt vixande eller avtagande funk-
tion.

Vi later de givna deluppgifterna exemplifiera hur man praktiskt anvinder
sig av variabelsubstitution vid 16sning av integraler.

2)

Vi har i (7) att

via direkt identifikation.

2 = 1
F(z) = /x?’edeﬂc—i—C:[%U;m _ Zt]:/ﬁtetdt—l—C

1
= {partiell integration} = 3 ([—e_t t] + /e_t . ldt) +C
1 —t ¢ Lo
= 3 (e tt+ [—e ])+C:—§e (1+t)+C
1
= {aterga till variabeln x} = —3 e’ (1+2?)+C,

dér vi i forsta steget anvint oss av variabelsubstitutionen 22 = t.
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5 Uppgift 31.11

Compute the derivatives of the following functions

a) f(z)=a®, a>0
b) f(z)=e"*!
¢) f(z)=xze”
d) f(z) =23 e’
¢) fz)=e

Innan vi 16ser uppgifterna minns vi att exponentialfunktionen e* &r deriver-
bar med derivatan

De* =é".

Nagot som &r bra att komma ihag dr att

") = g 9)

vilket i ord innebér att In(z) dr det tal e skall upphdjas till for att ge .

a)
Vi utnyttjar omskrivningen i (9) och far

f(.’B) —a® = eln(az) — exln(a),

varefter

Da® = De*™@) = 1n(a) e®™ = In(a) a®.

Vi har funnit derivatan till de allménna exponentialfunktionerna a®. Notera
att en funktion av typen x® med fix exponent a och variabel bas x kallas
potensfunktion, medan vi i det omvéinda fallet med fix bas samt variabel
exponent har en exponentialfunktion.
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Dez—i—l — ea:—l—l

)

ty den inre derivatan dr “fortfarande” 1.

c)

Dre™ =1-¢% +2-22e% =€ (1+2x2),

enligt produktregeln.

d)

Dade™ =322e" 113 226" = (3m2 + 2x4) =22 (3 + 2x2) ,

pa samma sétt som ovan.

e)

_ 2
De™ = 2zxe ™,

och vi ar klara.
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6 Uppgift 31.12

Compute the integrals fol f(z)dz of the functions in the previous
exercise, except for the last one. Why do you think this one is left
out?

Vi rundar av med ytterligare ett par integraler. I c¢) och d) anvénder vi
oss av variabelsubstitution.

a)

' ' i) L em] — L (i
xT — Trinla — Trinla — na_l
/o o de /o e Ln@e L g (" =1)

1
/ e“Hdr = [e“l]l —e?—e=cle—1).
0

l:pe$2dx _ 2 =t r=1 & t=1]
0 o 2¢dr = dt r=0 < t=0]

Y1, 1 1
= 0§€dt:§[6]0:§(€—1),

ddr vi noterar att dven integrationsgrénser kan &ndras (dven om de inte
gjorde det hér) i samband med variabelbyten. Vi behover inte aterga till z
i slutdndan, eftersom uttrycket redan &r bestiamt.

Givetvis gar det dven bra att direkt finna en primitiv enligt
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vilket mahénda ar lite enklare. Ovan fick vi lite extra traning pa variabel-
substitution, vilket sdkert inte skadar, eller?

d)
1 2
3 22 B v =t r=1 & 1
/Oasedx— 2edr = dt x=0 & —0]
!
5 te' dt = {partiell integration}

([ett]é—/olet~1dt> — 1 (e 1)
(c—(e-1)=5

Il
N | — [\DIF—‘O\I—|

och vi ar klara.

Anledningen till att vi inte kan berékna integralen 6ver [0, 1] for integranden
i e) fran forra uppgiften, dr att man helt enkelt inte kan uttrycka en primi-
tiv funktion till e=*. Vad gora? Kan vi inte berékna integralen analytiskt,
kanske vi kan ra pa den numeriskt? Med era MATLAB-program &r det gjort
i en handvéndning (eller réttare sagt efter justeringar i funktionsfilen samt
i anropet av huvudprogrammet). Resultatet borde bli 0.746824. Samma in-
tegral 6ver hela reella axeln (dvs. fran —oo till co) ger svaret /7.
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