1. (a) Partiell integration:
2 2 2
/ y cosh(3y) dy = [%y sinh(?;y)]0 - / 1 sinh(3y) dy
0 0

2
= Zsinh(6) — [% cosh(3y)]0 = Zsinh(6) — § cosh(6) + .

(b)
e /m(—y ay=[- 1] = —ka, @<,
u(z) = ly| dy /Zm Jdy — [%gf]z _ %;2’ .50
(c)
u(w)=ua+/:f(y)dy:1+/lzy3dy=1+ (1] = 13+,
(d)
/um *1/2du—/ dy = 11//22 U(z)—x:\/— —=>u %x2.
2.
- 178
b=l 1) fy] =3
SR
=[] P=[M% W
3. ()

N(A4) = {ar e R': Az =o}.
u,v € N(A), a,8 € R = A(au + fv) = aAu + BAv = 0= au + fv € N(A).
(b) Gauss eliminationsmetod leder till den ekvivalenta matrisen
1 2 3 4

~ 0
A= 0
0

OO =

2
0
0

o O W

Ekvationssystemet Az = 0 ar ekvivalent med

1 + 2 + 3x3 + 424 = 0,
To + 223 + 3z4 =0,

med 16sningarna x4 = s, x3 = t, To = —2x3 — 34 = —2t — 3s, 1 = —2x9 — 3x3 — dxg =t + 25,
dar s,t ar godtyckliga, dvs
t+ 2s 1 2
—2t — 3s -2 -3
= ¢ =t |t
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Vektorerna
1 2
-2 -3
v = 1 ) Va2 = 0
0 1

ar en bas for N(A).
(¢) For trappstegsmatrisen ovan giller det(A) = 0 och darfor har vi det(A4) = 0 och A #r singulir.

(d) Ovanstaende visar att N(A) # {0}, vilket medfor att en eventuell 16sning till Az = b inte &r
unik. Losningsméngden till Az = b &r méngden av alla vektorer = zp + x,, dir Azy, = 0 och
Az, = b, dvs zp, € N(A). Eftersom det finns odndligt manga element i N(A) finns det antingen
oandligt manga 16sningar (om b € R(A)) eller ingen 16sning (om b ¢ R(A)).

(e) Vi ortogonaliserar basen v, v med hjilp av Gram-Schmidts process:

1
w v normalisera: ¢ et L
1 =1, = = = )
lwrll V6 | 1
0
wy = v2 — 8q1, Vi bestdmmer s si att (wa,q1) = 0:
2
1 -3 8
0= (w2,q1) = (v2,q1) — s(q1,q1) = % [1 -2 1 0] ol ~ § = % - S,
1
2 1 2 2
we = -3 — ii 2| = 1 -1 normalisera: ¢s = W2 _ L -1
TN TVEVE| LT3 ) T Tl VB0 |4
1 0 3 3

4. (a) Vi multiplicerar med den integrerande faktorn e%:

%(e“tu(t)) = e/ (t) + ae™u(t) = e™ f(t).

Integration ger
T
= / e f(t) dt,
0
T
eTu(T) —u(0) = / e f(t) dt,
0
¢
e®u(t) = ug + / e® f(s)ds,
0

t
u(t) = e g + / e*“(t*s)f(s) ds.
0

(b) Med f(t) = f i ovanstiende formel far vi

t _ -1 - e’“t

u(t) = e “ug + .f/ e alt=9) gg = { ¢ "o + f a ¢ 70

0 Uo + fta a=0.
Enda mgjligheten att fa ett grinsviirde da ¢t — oo &r att a > 0, si att e~ — 0 och

u(t) > 4= fla, dat— oo.
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Vi har
@ +au=au=f,
dvs @ &r en stationir 16sning. Vi far @ = 0.5 om a = 2f och ug godtycklig.

(c) Med v(t) = u(t) — @ far vi v'(t) + av(t) = u'(t) + au(t) + aii = f(t) — f och v(0) = u(0) — @.
Losningsformeln i (a) ger sedan

olt) = e (uo — ) + / e=9(f(s) — f) ds.

Triangelolikheten ger nu, om a > 0, |up — 4| < € och |f(t) — f| < 4,

[o(®)] = e~ (uo — @) + / a0 (5 (s) - )ds|

0
< |em(uo — @)| + | / == (f(s) - )ds|

t
<etu—al+ [ e f(s) - flds
0

¢
< e % +/ e~t=5)§ ds

0

1— —at
—e et <e+d/a.
a

(d) Ovanstaende visar att @ = f/a &r en stabil stationir punkt om a > 0.

5. Funktionen sin(z) definieras som 16sningen till begynnelsevirdesproblemet
u'+u=0,
u(0) =0, «'(0) =1,
Man skriver detta som ett system av forsta ordningen: w; = u, we = u' och
w' = Aw, w(0) =wo; A= [_01 é] , g = [(1)] .
1. Man konstruerar en foljd av approximativa 16sningar
W(0) = wo,
W(zi) = W(zi—1) + hi AW (2i-1) = (I + hi A)W (2i-1).

2. Man visar att denna &r en Cauchy-foljd och dérfér konvergerar W(z) — w(z) da h — 0.
3. Man visar att w(z) uppfyller begynnelsevirdesproblemet. Forsta komponenten w; (z) kallas

sin(z) och
in(x)
w(z) = [ios(x)] )

4. Man visar att 16sningen till begynnelsevirdesproblemet dr unik, s& att w(z) &r oberoende av
valet av konstruktion.

(b) Se boken.
(¢) Man skriver en m-fil kallad funk.m:

function yprime=funk(t,x)
yprime=[0 1; 1 0]*x;

sedan exekverar man matlabkommandot

>> [t,x]=my_ode(’funk’,[0;10],[0;1])
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(d) Funktionen y = sin(z) ar strangt vixande pa intervallet —7/2 < z < m/2 med virdemingden
—1 < y < 1. Den har darfor en invers funktion x = arcsin(y) med definitionsmingden —1 <y <1
och virdeméangden —7/2 < z < 7/2.

/stig



