Matematik Chalmers
Tentamen i TMV035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B, 2004-12—-16

Telefon: Erik Svensson 0739 779268 (Stig Larsson 0733 409 006)
Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Uppgifterna 1-10 (totalt 20 poéng) &r korta fragor pa det grundldggande materialet och du behéver
endast ge kortfattade l6sningar och svar.

Pa uppgifterna 11-13 (totalt 30 poiéng) skall du ge fullstindiga losningar. Skriv vél, motivera och
forklara vad du gor; endast vélformulerade 16sningar ger full poing!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40-.

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Rattningsprotokollet anslas pa kursens
hemsida och i Matematiskt Centrum.

1. Vilka steg ingar i beviset av fundamentalsatsen?
x

2. Berikna integralen / ylog(y) dy.
1

3. Redogor for hur man beriiknar integralen i uppgift 2 med programmet my_ode for x € [1,5].
Ange alla detaljer: m-fil, MATLAB-kommando.

2
4. Berikna integralen / ze ™ dz.
0

5. Ange Taylors polynom av grad 7 f6r funktionen sin(z) i punkten Z = 0.

6. Programmet my_trig.m &r

function [t,W]l=my_trig(int,w0,h)
a=int(1);
b=int (2);
A=[0 1;-1 0];
i=1;
t(1)=a;
W(:,1)=w0;
while t(i)<b
i=i+1;
t(1)=t(i-1)+h;
W(:,1)=W(:,i-1)+h*xA*W(:,i-1);
end
t=t’;
W=W ;
Skriv ned alla berdkningar som programmet gor efter féljande:

>> I=[0 0.1]; h=1le-1; u0=[1;0];
>> [x,U]l=my_trig(I,u0,h);

7. Los analytiskt begynnelseviardesproblemet {

Vand!



8. Los begynnelsevirdesproblemet () 4+ 16u(t) =0, w(0) =0, «/(0) = 2.
9. L&s begynnelsevérdesproblemet {

10. Valj en passande beteckning till var och en av dessa 6 ekvationer. Anvéind féljande beteck-
ningar: Icke-linjdr. Linjdr homogen. Linjdr inhomogen.

Lu'+3u”=0 2 u+3u=0 3.d+3u=5
4. u" +2u' + u = sin(t) 5. u” + 2u’ + u = sin(u) 6. u” +uu' +2u =0
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(a) Ar vektorerna ay, ag, as, aq, as linjéirt oberoende?
(b) Hur definieras det linjdra rummet S(a1, as, as, a4, as) som genereras av de givna vektorerna?
(c) Bestédm en bas for rummet S(ay, az,as, a4, as). Bestdm dess dimension.

12. Betrakta foljande kemiska reaktioner:

ki1
k12

2NO N2Oq

k21

koo

N5Os + O 2NO5

(a) Skriv ned uttryck for de fyra reaktionshastigheterna.
(b) Skriv ned bildningshastigheterna for de inblandade &mnena.
(c) Skriv en m-fil for 16sning av dessa differentialekvationer med programmet my_ode.

13.
(a) Hur definierar vi funktionerna log(x) och exp(z) i denna kurs? Ange deras definitionsméngder
och vardeméngder.

(b) Visa utgaende fran definitionerna att log(exp(x)) = z for alla x. Vad betyder detta for ekva-
tionen exp(z) = y?

(c¢) Hur definieras exp(z) for komplext tal z = x + iy?

3

(d) Los ekvationen z° = i.

/stig



TMV035 Analys och linjar algebra K Kf Bt, del B, 2004-12-16. L&sningar.

. Vi visar konvergens: U"(x) dr en Cauchy-foljd med grénsvirde u(z).

. Vi visar att u 16ser begynnelsevirdesproblemet.

=W N

. Vi visar entydighet: begynnelsevéirdesproblemet har bara en 16sning.
2 2

T T 1
2. Tlog(z) — L4 -
5 losl@) =+ 7

3. MATLAB funktionsfil:

function y=funk(x,u)
y=x*log(x) ;

MATLAB kommando:

>> [x,Ul=my_ode(’funk’,[1, 5],0,1e-2); plot(x,U)
4. f02 ze=" do = {t =22 dt = 2xdm} = %f(;l etdt=1(1-e").

3 5 7
x x x
S.r—gty—T

1 1] 1
ﬁ.ao,bo.1,A{_1 O},zl, t(1) =0, W(.,1)M

test: ¢(1) =0 < b= 0.1 sant

. 1 0 1|1 1 0 1
1=2, t(2) =0.1, W(;,2) = {0} +0.1 [_1 O] [O} = [0} +0.1 {_1] = {_O.J
test: £(2) = 0.1 < b= 0.1 falskt

Nu stoppar loopen och vi har nu: t = [0 O.l] , W= [1 1 }

0

0.1} W

Il
1
—_ =
|
oo
—
| I

Till sist transponeras matriserna: t = [

. 0 1 0
Svaret blir x = {0-1} , U= L _0.1]

7. u(t) = 2e7 + fg (=93 ds = 2€ + 2(e® — 1)
8. u(t) = 3 sin(4t)

U

10. 1. icke-linjar. 2. linjar homogen. 3. linjar inhomogen. 4. linjdr inhomogen.

linjar. 6. icke-linjér.

. 1. Vi konstruktionerar en foljd U"(x) enligt algoritmen: U™ (x}') = U™(z]"_1) + hn f (2] 1).

5. icke-




11. Lat
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10 2 1 2
A = [a17a27a37a47a5] = 1 1 5 0 3
1 0 2 1 4

(a) Testet for linjirt oberoende ir
T1a1 + x2a9 + X303 + T4a4 + x505 = 0,
dvs ekvationssystemet Az = 0. Gauss-elimination till radreducerad trappstegsform ger
1 0 2 1 0

A 013 -1 0
A= 0 00 0 1
000 0 O
Ekvationssystemet Az =0 &ar
X + 2x3 + 14 =0
To + 3T3 — x4 =0
T5
med 16sningarna
-2 -1
-3 1
x=s| 1| +t| 0], s,téar godtyckliga tal.
0 1
0 0
Ekvationssystemet Az = 0 har samma losningar. Det finns alltsd manga icke-triviala 16sningar
och vi drar slutsatsen att vektorerna aq,...,as inte dr linjart oberoende.

(b) Det linjira rummet S(a1,as9,as,aq,as5) bestar av alla linjdra kombinationer zja; + zoag +
r3a3 + T4a4 + T505 av de givna vektorerna.

(c) Pivotkolonnerna, dvs kolonn nr 1, 2 och 5, i A #r linjirt oberoende och en bas for R( A).
Da ér kolonn nr 1, 2 och 51 A en bas for R(A), dvs for S(ay,as,as,as,as). Dvs S(ay,as,a5) =
S(ay,as,as,aq,as) och {ay,as,as} dr en bas. Rummets dimension ér 3.

12. (a) Reaktionshastigheterna &r

11 = k11 [NOJ? = kyuf,
T12 = k12[N2O2] = kioug,
ro1 = k21[N2O2] [O2] = kajusus,
ra2 = koo [NOo)? = kaouf,

med variablerna
Uy = [NO}, U9 = [OQ], us = [NQOQ], Ug = [NOQ]

(b) Bildningshastigheterna &r
U = —2r11 + 2112,

Uy = —T21 + T22,
U3 = T11 — T12 — T21 + 22,

d4 = 2’/“21 — 2’/‘22.



(c)

function y=no2(t,u)

% Oxidation of NO to NO2.

% Atkins and Jones, second edition, pp. 720-721.

% [t,ul=ode_cgl(’no2’, [0, 300], [.5; 1; O; 0],.001);
% [t,ul=my_ode(’no2’, [0, 20], [.5; 1; 0; 0],.01);

global k11 k12 k21 k22

% reaction rates
rii=ki11*u(1)"2;
r12=k12*u(3);
r21=k21*u(2)*u(3);
r22=k22%u(4)"2;

s1=0; s2=0; Y% source terms

y=zeros(size(u));

% rates of formation
y(1)=—2*r11+2*r12+sl; % NO

y(2)=-r21+r22+s1; % 02
y(3)=r11-r12-r21+r22; 7% N202
y(4)=2*r21-2*r22; % NO2

13. (a) For x > 1 definieras v(z) = log(x) som den unika lésningen till

1
"(z) = = >1
Ve = ezl
v(1) =0.
dvs log(z) = [} i dy. Fér 0 < z < 1 definieras log(z) = [ idy =— ml %dy. Definitionsmiingden

dr {x : > 0} och virdeméngden &r R.

For x > 0 definieras u(x) = exp(z) som den unika 16sningen till
u'(z) =u(x), x>0,
u(0) = 1.

1
exp(—z)

(b) Sétt w(z) = log(exp(x)). Da géller w'(z) = % exp(x) = 1 och w(0) = log(exp(0)) = 0, dvs
w'(z) =1, w(0)=0.

Den unika 16sningen till detta begynnelseviirdesproblem édr w(z) = z. Alltsa: log(exp(z)) = .
Detta betyder att ekvationen exp(z) = y har unika losningen z = log(y) for alla y > 0, dvs
inversen exp~!(y) = log(y).

(c) exp(z) = exp(x + iy) = exp(x)(cos(y) + isin(y)).
(d) Polér representation z = re® och i = €'™/2 ger r3e®? = ¢i™/2 dvs r =1, 6 = 7/6 4+ n27/3.
Med n = 0, 1,2 far vi alla tre l6sningarna:

For z < 0 definieras exp(z) = . Definitionsméngden och virdeméngden for exp ar R.

in/6 _ g + Zé’ 5 — im/6+i2m/3 _ Li5T/6 _ _? + Zé’ 5 — im/6+idn/3 _ i3m/2 _

z=e —1.
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