Matematik Chalmers
Tentamen i TMV035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B, 2006—-04—22

Telefon: Jonathan Vasilis: 0762-721860 (M. Asadzadeh 772 35 17)
Inga hjilpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Uppgifterna 1-10 (totalt 20 poing) &r korta fragor pa det grundliggande materialet och du behover
endast ge kortfattade l6sningar och svar.

P& uppgifterna 11-13 (totalt 30 poing) skall du ge fullstiindiga l6sningar. Skriv vél, motivera och
forklara vad du gor; endast vilformulerade 16sningar ger full posng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—.
Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Réattningsprotokollet anslas pa kursens
hemsida och i Matematiska Vetenskaper utanfoér sal FL 22.

1
1. Berikna integralen / ze ¥ dx.
0
2. Vilka steg ingar i beviset av fundamentalsatsen?
y
3. Beriikna integralen / (sin(z) — cos®(z)) da.
0

4. a) Evaluera integralen i uppgift 3 for y = 7/2 och y = 7.

k0

b) Anviind resultaten i a) for att berikna integralen / (sin(z) — cos®(z)) dz.
/2

5. Ange Taylors polynom av grad 8 for funktionen In(1 + z2) i punkten Z = 0.

6. Programmet my_ode.m dr skrivet enligt foljande specifikation:
function [t,U]l=my_ode(f,int,ua,h)

a=int (1) ; b=int(2);

i=1;

t(1)=a;

U(:,1)=ua;

while t(i)<b

i=i+1;

t(1)=t(i-1)+h;

U(:,1)=0(:,i-1)+hxfeval(f, t(i-1), U(:,i-1));
end

U=U’;

t=t’;

Filen funk.m innehaller:

function y=funk(t,x)

y=X;

Skriv ned alla berikningar som programmet gor efter foljande:

>> I=[0 0.1]; h=1e-1; u0=[1;0];
>> [t,U]l=my_ode(’funk’, I,ul,h);

7. Los analytiskt begynnelsevirdesproblemet {
Viand!



8. Antag att a, a, b ir positiva tal. Los begynnelsevirdesproblemet
u”(t) + a?u(t) = 0; u(0) =a, u'(0)=0.

9. Los begynnelsevirdesproblemet u'(t) = (u(t) — 1)2, u(0) = 0.

10. Skriv ned det begynnelsevirdesproblem som definierar funktionen log(z).

11. (a) Vad menas med att fyra vektorer vq, va, v3, v4 dr linjirt oberoende?
(b) Ar kolonnerna i fljande matris linjéirt oberoende? Motivera svaret.

113 0
A=]1 01 1
5 2 9 3

(c) Viarderummet R(A) #r ett underrum i R™ och nollrummet N (A) dr ett underrum i R”. Bestim
m och n.

(d) Bestém en bas for virderummet R(A).
(e) Bestdm en bas for nollrummet N (A).

12. (a) Visa hur man skriver om differentialekvationen u" + 2u = v’ + u2, u(0) = ug, v'(0) = uy
som ett system av tva ekvationer av forsta ordningen:

w' :f(w)7 _ | w
{ w(0) = wo, med - f(w) = w§—2w1 +w? ]

(b) Bestém alla stationiira 16sningar w.

(c) Beriikna Jacobi-matrisen f'(w). Berdkna linjirisering av f i punkten @ = [ g ] .

(d) Genomfor forsta steget i Newtons metod for ekvationen f(w) = 0 med startvektor

w<o>:[—(1)].

13. (a) Beskriv hur vi definierar (konstruerar) funktionen cos(z).

(b) Anvind definitionen fér att bevisa att “trigonometriska ettan” cos?(z) + sin®(z) = 1.

(c) Diskutera den inversa funktionen till cos(x). Definitionsmingd, virdesmingd, graf, derivata.
(d) Hur definieras funktionen cosh(x)? Bestim dess derivata.
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TMV035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B, 2006-04—22. Lsningar.
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2. Se Boken!
3.

fly):= /Oy (sin(z) — cos®(z)) dz = /Oy[sin(a:) — (1 - sin®(z)) cos(z)] dz
= /Oy[Sin(a:) — cos(z) + sin?(z) cos(z)] dx = [~ cos(z) — sin(z) + %sin3 (2)]8

=1—cos(y) — sin(y) + % sin®(y).

4. a) f(n/2) =1/3, f(m) =2,
b) Lat g(z) = sin(x) — cos®(z). D4 &r

/: (sin(z)—cos®(z)) d :/

/2 /2

K0

m w/2
o)de = [ g@)da= [ @) e = fm)~f(r/2) = 2-1/3 = 5.

5. Eftersom Taylor polynom av gard 4 for funktionen In(1 + t) i punkten £ = 0 &r

U A
t— 4
2 + 3 4’
s& har vi med ¢ = 22 Taylor polynom av gard 8 for In(1 + 22) som

2 T, e 2
2 "3 T 1

. 1 1 1.1
i=2, #2) =01, U(2) = [ : ] +0.1[0 ] _ [ ! ]
test:  #(2) = 0.1 < b=0.1 falskt

Nu stoppar loopen och vi har nu: ¢t =0 0.1], U = [

s . 0 0
Till sist transponeras matriserna: ¢t = [ 0.1 ] , U= [ 1 0

Svaret blir

=l ] v=[i o)



7. Integrerande faktorn &r e~2t. Vi multiplicerar béda leden med e~2!. Differentialekvationen gir
nu att skriva

%(e_%u(t)) =e 2. ¢ dvs e Hu(t) = /e_t dt. eller e ?u(t) = —e '+ C.

Nu u(0) = 0 ger C = 1. Alltsd e 2'u(t) = —e~t+1 vilket efter multiplikation med e?* ger 16sningen
u(t) = et(e! = 1).

8. Allminna 16sningen &r av formen A cos(at) + Bsin(at). Begynnelsedata ger A =a, B = L.

Alltsa 16sningen #r: :

u(t) = acos(at) + gsin(at).

9. Vi fir, genom integration, att (uf—'l)g =1= -1 =t+C. Nuw0) =0ger C =1,dvs
__ 1
u—1= ) och
t
t) = ——
)=
10.

11. (a) vy, ve, v3, v4 dr linjért oberoende om for varje linjir kombination (a;, 7 = 1,2, 3,4 reella)
vi har att

a1V + oV +a3v3 + a4 =0 = a1 = as = ag = ag = 0.
(b) Nej! Kolonnrumet dr av dimension 3, dé varje samling av mer &r 3 vektorer #r linjirt beroende.
(

¢) R(A) ar ett underrum av kolonnrum R® och N(A) &r ett underrum av radrummet R*. Alltsd
m=3, n=4.

(d) Az = 0 ger att

+x3 +z4 =0

T +x3 +24 =0 <= 275 —zg =0,

r1 +x2 +3x3 =0
Z1
-
S5r1 +2x9 +9x3 +3x4 =0

dvs pivot kolonnerna: forsta och anra kolonner i matrisen A bildar en bas for R(A)

(e) Vidare far vi genom att vilja z3 = ¢, x4 = s att

r=— t— s €1 -1 -1
Ty = -2 t+ s Io _ -2 1
vy = " = o | = t 1 + s 0
Ty = s T4 0 1

Darfor bildar vektorerna
1 _

—2 och

en bas for nullrummet N(A).



12. (a) Sitt wy; = u, wy = u', sd fas
wy; = u' = ws
wh =u" = =2u+u' +u? = wy — 2wy + w?

vilket dr det onskade systemet

T e B

w(0) = w, wy — 2wy + w? U1

(b) De stationira losningarna ges av f(w) = 0, dvs

wo2 = 0
we — 2wy +w? =0
med losningarna wy = 0, wy = 0, 2. Vi far tva stationira l6sningar: w = { 8 ] och w = [

(¢) Jacobi-matrisen dr

r@ = 5o 1] re0=5 1]
Linjariseringen av f i punkten w = [ g ] blir
fw = f@)+ - =5 ][220 ] v s@=o

(d) Forsta steget i Newtons metod:

valuera: A= /%) = /(-1 = | _§ |
Los ekvationen Ah = b : [ _0 1 ] [ ha ] _ [

uppdatera: 2z = 2(® 4 (0
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13. Se boken.
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