Matematik Chalmers
Tentamen i TMV035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B, 2006—08—29

Telefon: Mattias Sunden: 0317728294 och 0730792979
Inga hjilpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Uppgifterna 1-10 (totalt 20 poing) &r korta fragor pa det grundliggande materialet och du behover
endast ge kortfattade l6sningar och svar.

P& uppgifterna 11-13 (totalt 30 poing) skall du ge fullstiindiga l6sningar. Skriv vél, motivera och
forklara vad du gor; endast vilformulerade 16sningar ger full posng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—.
Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Réattningsprotokollet anslas pa kursens
hemsida och i Matematiska Vetenskaper utanfoér sal FL 22.

1. Formulera integralkalkylens fundamentalsats.

e
2. Berdkna med hjélp av variabelsubstitution integralen / 22 .
1T

3. Anvind partiell integration for att berdkna / z? sin(z) d.
0

1 .3
4. Berdkna integralen / — dx.
0 3 + .Z'4

5. Ange Taylors polynom av ordning 3 for funktionen f(x) =+/1 + z i punkten Z = 0.

6. Programmet my_ode.m dr skrivet enligt foljande specifikation:

function [t,Ul=my_ode(f,int,ua,h)
% my_ode - solves initial value problem u’=f(t,u), a<t<b; u(a)=ua.
% Syntax: [t,Ul=my_ode(f,int,ua,h)

%  Arguments: f - string containing the names of a function file

% int - 1x2 matrix specifying a time interval int =[a,b]
% ua - dx1 matrix specifying an initial value

% h - positive number, the stepsize

% Returns: t - nx1 matrix containing the time points with t(1)=a
% U - nxd matrix containing the approximate solution

Filen funk.m innehaller:

function y=funk(t,x)
A=[0 1;-1 0];
y=A*x;

Vilka varden har x och U efter f6ljande:

>> f=’funk’ , I=[0 0.1]; h=1le-1; u0=[1;0];
>> [x,U]l=my_ode(f, I,ul,h);

7. Los analytiskt begynnelsevirdesproblemet {
Vind!



8. Los begynnelsevirdesproblemet
u'(t) +u(t) = g; w(0) =1, «'(0)=0, g &r konstant.

9. Lés begynnelsevirdesproblemet
u"(t) + u(t) = cost; u(0) =1, «'(0)=0.

10. Los begynnelsevirdesproblemet for ¢ > 1,
2u(t) + tu'(t) = 42,  w(l) =0.

11. Lit
12 3 4 4 5
43 2 1 6 5
A=y 9 o 1|0 =10 =],
10 -1 -2 0 0

(a) Vad menas med virderummet R(A) till A?
(b) Los ekvationerna Az = b och Az = c.
(c) Tillhor b och ¢ virderummet R(A)?

(d) Ange en bas till R(A) och en bas till nollrummet N(A).

12. (a) Lat f : R2 — R? definieras av
| 2w + 1) + wae™t
flw) = wy + woe™?
Lés (analytiskt) ekvationen f(w) = 0.
(b) Beriikna Jacobi-matrisen f'(w).
(¢) Genomfdr forsta steget i Newtons metod for ekvationen f(w) = 0 med startvektor w(® =

1]

13. (a) Beskriv hur vi definierar (konstruerar) logarithmfunktionen log(z).

(b) Rékna upp logariythmens viktigaste egenskaper. Ange dess definitionsmiingd och virdesmingd.
(¢) Anvind definitionen for att bevisa nagon av logarithmens egenskaper.

(d) Anvind definitionen for att bevisa den grova uppskattningen 1 < log(4) < 2.
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TMV035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B, 2006-08—29. Lisningar.

1. Se Boken!
2.
€l 1 1 21
/Edwz[t:lnm,dt:—dw,:c:1:>t=0,:c:e:>t:1}:/ tdt:—| ==
1T T 0 2 1o
3.
™ . T K
/xzsin(w)dwz[mz(—cosm)] —/ 2x(— cosx) dz
0 0 0
T ™
= [—wzcosx+2msinx] —2/ sin x dx
0 0
:[—mzcosx+2xsinx+2cosx}0:772—4.
4.
1 3
x 1 1 1 1. 4
--[1 4]:—14—1 = -In-.
/03+m4d$ 4[n(3+;z:)O 4:(n n3) 103
5.

f@) =1+ = f@) = 50+ 2)7 = (@) =~ 3142 = fO @) = S(1+2)7

Diarfor ar f(0) =1, f'(0) = % 7"(0) = —i, 8 0) = %. Inséttning i Taylors polynom av ordning
3 och med z = 0:

(3
e f 3!(0) 22,

Fla) ~ £(O) + £/ (0)z + L0
ger
¢ 2z o

1 .
+2 8 16

6.
x=[0;0.1], U=[10; 1 -0.1].

7. Integrerande faktorn &r e~2!. Vi multiplicerar bada leden med e~2¢. Differentialekvationen gér
nu att skriva som

4
dt

Med partiell integration har vi

—2t —2t —2t —2t
e e e e
/e‘zttdtz —t—/—dtz -,

(e‘2tu(t)) =e % dvs e Hu(t) = /e_Ztt dt+ C.

-2 -2 2 4
dvs u(t) = Ce?* — L — 1 déir u(0) =1 ger 1 = C — ; = C = 2. Alltsa 16sningen &r
_ 9t 1
u(t) = 1€ 51



8. u,(t) = g &r en partikuldrlgsning. Allminna homogen 16sningen &r av formen up (t) = K; cost+
K sint. Dirfor har alla 16sningar till ekvationen utseendet

u(t) = up(t) + u,(t) == Ky cost + Ky sint + g.
Begynnelevillkor u(0) =1 = Ky + g =1 och v/(0) = 0 = K> = 0. Alltsa 16sningen &r

u(t) = (1 —g)cost + g.

9. Ansiitt en partikuldrlosning
up(t) = t(Acost + Bsint).
D4 ar
u,,(t) = Acost + Bsint + t(—Asint + B cost)
u,(t) = —Asint + Bcost 4+ (—Asint + B cost)
t(—Acost — Bsint)
uy (t) + up(t) = —2Asint 4 2B cost = cost.

Identifiering av koefficienter ger A = 0 och B = 1/2. Alltsa ir
1, .
up(t) = §t sin t.

Allm#nna homogen 16sningen &r av formen up = K; cost + Ko sint. Losningen till ekvationen dr
da

1
u(t) = up(t) + up(t) = §t sint + K; cost + Ky sint.

Begynnelevillkor ©(0) =1 = K; =1 och 4/(0) = 0 = K = 0. Slutligen har vi

1, .
u(t) = §t sint + cost.

10. Vi dividerar med ¢ # 0 och skriver om ekvationen som
u'(t) + %u(t) =4t,t #£0.
Vi bersiknar integrerande faktorn:
/%dt =Int? = IF.=£"" =¢
Vi multiplicerar den omskrivna ekvationen med I.F. och far
2 () + 2tu(t) = 43 =  u(t) = / 4% dt + C.

Dvs
tut) =t*+C = u(t)=t>+0Ct 2
Begynnelsevillkor u(1) =0 = C = —1. Alltsa lgsningen &r

u(t) =t —t72




11. (a) Se boken. Resonemanget byger pa att de linjir oberoende kolonner i A (pivot kolonner)
spanner ett vekorrum. Detta bestar av alla vektorer b for vilka Az = b har 16sning. Rummet kallas
virderummet och betecknas R(A). Om typ(A) = m x n, sa dr R(A) C R™. dimV (R)= antal pivot
(# 0) element.

(b) Vi lagger till b och ¢ som extra kolonner i A:

12 3 4 45
4 3 2 16 5
Abe=t1 1 0 111
10 -1 -2 00
Gauss eliminationsmedtod leder till en trappstegsmatris
1 2 3 4 4 5
~e 0 01 2 3 2 3
Abd=19 0101 1
000 0O0T1

Ekvationssystemet Az = b &r alltsi ekvivalent med Az = b, dvs
1+ 2x0+ 3dz3+ 4dxq = 4,

To+ 223+ 3x4= 2,
T3 = ].,
med l6sningarna x4 = s, 3 =1, o = —3s, 1 = 1 + 25, dér s ar godtycklig, dvs
X1 1 2
o X9 _ 0 -3
xr = 3 = 1 + s 0
T4 0 1

Ekvationssystemet Az = ¢ #r alltsd ekvivalent med Az = é, dvs

T1+ 272+ 3w3+ 4wy = 5,
To+ 23+ 314

z3

0=

?

7

3
1
L,
vilket saknar 16sning.

(c) Resultatet i (b) visar att b men inte ¢ tillhoér R(A).

(d) De tre forsta kolonnerna i trapstegsmatrisen A sr linjér oberoende och utgér en bas for dess

virderum R(A). D4 utgor de tre forsta kolonnerna i A ocksa en bas foér dess virderum R(A). Dvs
vektorerna

1 2 3
v = ;1 , VU2 = i) , och vy = g
1 0 -1

En bas for nullrummet N(A) fis genom att 16sa Az = 0 som #r ekvivalent med Az = 0. Dvs

1+ 2x2+ 3z3+ 4dxs= 0,
o+ 2x3+ 34 = 0,

I3 = 0,
0= 0,
med losningarna x4 = s, 3 = 0, 2 = —3s, x1 = 2s. Alltsa vektorn
2
o = -3
n — 0 ’
1

ar en bas for nullrummet N(A).



12. (a) Ekvationen f(w) = 0 betyder

—2(w1 + 1) + wee¥* =0
way + wee™t = 0.

Den andra ekvationen ger ws = 0, den férsta ger sedan w; = —1. Det finns alltsa en enda 16sning

u_):[_(l)].

(b) Jacobi-matrisen #r

.. . . -1 1 ht | _ 1 ©) _ -4/3
Los ekvationen Ah = b : [ 1 2][h2]_[—2]:h =1 13|
0 —4/3 —4/3
. (1) — 0) — =
uppdatera: w w'® + h [1]+[_1/3] [ 2/3 ],

vi kom lite ndrmare w!

13. (a), (b), (c) se boken.
(d) Vi anviinder hogra respektive vinstra rektangelregeln med steget h = 1 for att approximera

4
integralen log(4) = / zldz. Vi far
1

13 1 1 1 1 1 11
1<ﬁ_§+§+1<10g(4)<1+§+§_<€<2'
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