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1 Partiella derivator och kedjeregeln

Problem 1.1 Bestim partialderivatorna av forsta ordningen till

a. f(x,y) = 2% — 62 + 2y*.
b. f(z,y) = xy>.

c. fla,y) = 2° + 23y* — y.
d. f(z,y) =2zy* — 2’y

e. f(z,y)=In(z? + zy)
(@ y) = /a2 + 22y,

g flz,y) =2’e™.

Problem 1.2 Derivera partiellt
a. f(x,y) = zarctan(zy).

b. f(z,y) =e**sin(z +y).

c. flz,y)=e"In(z/y).

Problem 1.3 Bestim de partiella derivatorna fy,, fr, och f till funktionen

f(z,y) = 2° + 42y + Sy + 21>

Problem 1.4 Bestim de partiella derivatorna fy,, fy, och f till funktionen

f(z,y) =" +xlnzy.

Problem 1.5 Berdkna derivatan f:((;?;)y(l,Q) om

62x—y

flz,y) = st

Problem 1.6 Lat f(x,y) = xy och x = cost, y = sint. Anvind kedjeregeln

df _0fdv  0f dy
dt — Oxdt  Oydt’

for att berdkna df /dt dat =7 /2.



Problem 1.7 Anvind kedjeregeln for att berikna dz/dt om
a. z=3x%+2xy3, x=1t, y=1>.

b. z=2%—bxy, x=t y="t.

c. z=x%3+3, =22 y=1.

d. z = 2%y?, x =cost, y=sint.

e. z=uxy, T=a+at, y=>b+ [t

Problem 1.8 Antag, att z = f(z,y) dr en funktion av tva variabler med
kontinuerliga partiella derivator. Om x = 3t + 2 och y = 2t — 1, berdkna
dz/dt.

Problem 1.9 Bestim alla funktioner f(x,y) som uppfyller

genom att infora de nya variablerna u = i och v = xy°.

Problem 1.10 Transformera

med substitutionen u = x2/y, v =y. Lds sedan differentialekvationen.

Problem 1.11 Transformera

of | of _

med substitutionen v = x + vy, v = 2> — y%. Lés sedan differentialekvationen.

f,

Problem 1.12 Transformera vagekvationen
’f  10°f
ox2 ¢ o2’
ddr ¢ dr konstant, genom att géra variabelbytet uw = x + ct och v = x — ct.

Problem 1.13 Transformera den partiella differentialekvationen
0 f 0’f  Of

2 = (z—y)?

0%x * Oxdy * 0%y (=)

2

genom variabelsubstitutionen u = x> — y*, v = — v.



2 Gradient och riktningsderivata

Problem 2.1 Berdikna gradientvektorn V f om funktionen f ges av

a. f(x,y) = 2%y + 49

b. f(z,y) = 2z +y)%
c. flz,y)=2"/y,y#0
d. f(x,y) = y>re®.
e. f(z,y)=azye™*

)

[ f(z,y) = arctan 2, x # 0.
Problem 2.2 Bestim V f(x,y) i punkten (2,3) da
a. f(x,y) = 42* + 9.
b. fla,y) = ye V' 15,
c. flz,y)=1ycosh(z —2).
Problem 2.3 Berdkna ldngden av gradientvektorn V f, till funktionen
fz,y) = e ™0,
i punkten (1,1).
Problem 2.4 Bestim derivatan f] av funktionen
fla,y) =2y,
i punkten (1,1) lings riktningen v = (1,V/3).
Problem 2.5 Berdikna derivatan i riktningen v = (—2,2) av funktionen
flz,y) =2+ ¢,

i punkten (1,1).
Problem 2.6 Bestim riktningen i vilken funktionen

fla,y) = V9 —a? -y

vdzer snabbast i punkten (1,2).



3 Kurvor och ytor

Problem 3.1 Rita filjande ytor for hand eller i Matlab

a. f(z,y) =2 +y°
b. f(z,y) =2*—y?
c. fle,y)=z—y
d. f(z,y) = sin(2z) cos(2y)
e. flz,y)=e* Y

Problem 3.2 Skissera nagra nivakurvor till funktionen
flz,y) = 2* + 9y,

Problem 3.3 Skissera nagra nivakurvor till funktionen

LL’2

flz,y) = —.
)
Problem 3.4 Rita nivakurvor samt gradientens vektorfdlt till funktionen
f(a,y) = 2y,
m.h.a. Matlab, t.ex. Studera speciellt vinkeln mellan nivakurvorna och V f.
Problem 3.5 Rita den parametriserade kurvan
a(t)=2—t, y(t)=1+t,
fran t =0 till t = 1 och visa riktningen med en pil.
Problem 3.6 Rita den parametriserade kurvan
x(t) = cost, y(t) =sint,

fran t = 0 till t = 27 och visa riktningen med en pil.



Problem 3.7 Bestim en tangentvektor i punkten (1,0) till kurvan
a. z(t) =cost, y(t)=4sint.

b. x(t) = (L+1t)e', y(t)=1*+t.

Problem 3.8 En partikel ror sig lings kurvan s(t) = (t,t?).

a. Berdkna partikelns hastighet v = s'(t) vid tiden t.

b. Ange farten |v| vid tiden t.

c. Bestim accelerationen v'(t).

Problem 3.9 En partikel ror sig i xy-planet sa att ldget s(t) vid tiden t ges
av

s(t) = (acoswt, bsinwt),
dir a, b och w dr konstanter.
a. Hur langt fran origo dr partikeln vid tiden t?
b. Bestiam hastighet och acceleration som funktion av tiden.

c. Visa, att partikeln ror sig i en elliptisk bana, dvs. sadan att



4 Taylors formel

Problem 4.1 Bestim tangentplanet till paraboloiden
f(z,y) = 22% + 37,

kring punkten (2,2).

Problem 4.2 Taylorutveckla funktionen

2

x
f(z,y) = ?7
till forsta ordning kring punkten (3,3).
Problem 4.3 Bestim tangentplanet till den tvamantlade hyperboloiden
x2+y2—22 = -2,
i punkten (1,1,2).
Problem 4.4 Bestim en ekvation for tangentplanet till ytan
a. %+ 2y* + 322 = 6 i punkten (1,1,1).
b. 2% = 2%y i punkten (—2,1,4).
Problem 4.5 Bestim konstanten C' sa att funktionsytan
2?+3y° +42° = C,
tangerar planet genom punkterna (0,1,2), (1,3,0) och (0, 3,0).
Problem 4.6 Bestim Taylorpolynomet av andra ordning till funktionen
fla,y) =a® + 22y +y* - 1,

i punkten (0,0).

Problem 4.7 Taylorutveckla f(x,y) = L 4ill andra ordning kring (1,1).
Y



Problem 4.8 Bestim alla stationdra punkter till funktionen
flz,y) =2* —y* +ay.

Problem 4.9 Bestim alla stationdra punkter till funktionen

flay) =e"(1—2/3 -y

Problem 4.10 Sok eventuella lokala extremvdrden till funktionen
flz,y) = 2* +y* — 4ay.

Problem 4.11 Sok eventuella lokala extremvdrden till funktionen
flz,y) = (1 +zy)e™.

Problem 4.12 Sok eventuella lokala extremvdrden till funktionen

2

fla,y)=e =Y.



5 Divergens och rotation
Problem 5.1 Berikna V -F och V x F av filtet
F = (2%,9% 321).
Problem 5.2 Berdkna divergens och rotation till vektorfalten
a. F(x,y,2) = a(z,y,0).
b. F(z,y,2) = a(—y,x,0).
Problem 5.3 Berdkna divergensen av vektorfilten
a. A=(y,zx).
b. A =xyz(1,1,1).
Problem 5.4 Visa, att V x (Vf) =0 for alla skalira funktioner f(zx,y, z).
Problem 5.5 Berdkna rotationen av vektorfiltet A = (ye®, xev, z).
Problem 5.6 Berdkna divergensen av vektorfiltet

po @y
x? + y?

Problem 5.7 Visa, att filtet F = (2zy3, 1 + 32%y?, 32%) dr rotationsfritt.
Problem 5.8 Visa att vektorfiltet

(z,9,2)
(x2+y2_|_z2)3/2’

dr divergensfritt i varje omrade utom origo.
Problem 5.9 Visa, att filtet
A = (v + 2P)yze, + (2° + 2°)zxe, + (2° + y?)zye,,

har samma rotation som filtet B = x?yze, + y*zze, + 22zye,.



6 Kurvintegralen

Problem 6.1 Berdkna kurvintegralen

/xds,
r

lings kurvan T, given av parametriseringen s(t) = (t,t?) for 0 <t < 2.

Problem 6.2 Berdkna kurvintegralen

/(3+x—|—y)ds,
T

langs enhetscirkeln, dvs. T'(t) = (cost,sint) med 0 <t < 2.

Problem 6.3 Lat I' = s(t) vara helizen s(t) = (sint,cost,t). Berdikna

/F(xy + z)ds,

om0 <t <.

Problem 6.4 Berdkna kurvintegralen
/nyder (z —y)dy,
dar I' har parameterframstdllningen x(t) =t, y(t) =1—1¢, 0 <t < 1.
Problem 6.5 Berdkna kurvintegralen
/ ydr + z dy,
r

langs det rdta linjestycket T fran (1,2) till (3,4).

Problem 6.6 FEtt kraftfilt ges av F = (x — y + 1,y). Bestam arbetet, dvs.

/F~d$,

som F utfor pa en partikel, som flyttas lings kurvan y = x° fran origo till
(1,1).

10



Problem 6.7 Berdkna linjeintegralen av vektorfiltet

F = (_$2y7 yg)a

2 2

‘ oy
runt ellipsen — + o 1, genomlupen ett varv motsols.
a

Problem 6.8 Berdkna integralen

(z,v)
/Fx2+y2 ds,

dér I' dr den moturs orienterade cirkeln med radie R och centrum 1 origo.

11



7 Dubbelintegralen

Problem 7.1 Berdkna dubbelintegralerna

a.
3,1
/ / (1 + 4zy) dady.
1 Jo
b.
w/2  pw/2
/ / sin x cos y dxdy.
0 0
c.

4 2
/ / (E + Q) dzxdy.
1 J1 y x

Problem 7.2 Berdkna integralen

// dxdy
rRT+Y

dver rektangeln R={z,y: 0<z <1, 1 <y <2}

Problem 7.3 Antag att arean av omradet 2 dr 10 och att

//xdxdyzZ, //ydxdyz?.
Q Q

Vad blir virdet av dubbelintegralen // (3x + by — 2) dxdy ?
Q

Problem 7.4 Berdkna dubbelintegralen

// y cos(zy) dxdy,
R

dir R dr rektangeln R={z,y:0<x <1, 0 <y <m/2}.

12



Problem 7.5 Berdikna

X
—  dxd
//R (1 +ay2 Y

ddar omradet R definieras av olikheterna 1 < x <3 och 0 <y < 1.

// ydxdy,
DI

ddar D dr omradet mellan linjerna x =1, t =4, y = x och y = 3x.

// (3x + 18y) dxdy,
D

dir D dr omradet, som begrinsas av linjerna x = 1, x = 3, y = 4 — 2x/3

ochy = x/3.

Problem 7.6 Berdikna

Problem 7.7 Berdikna

Problem 7.8 Berdikna

/ /D (x + 2y) dady,

dar D dar omradet innanfor linjerna x =0, y =0 ochy =2 — .

//T(x2 +y?) dady,

dar T dr triangeln med hérn @ punkterna (0,0), (1,0) och (1,1).

Problem 7.9 Berdikna

Problem 7.10 Anvdind variabelbytet x = 3u — 2v, y = u + v och berdikna

/ /R (22 — y) dzdy,

ddr R dr regionen, som begrdinsas av olikheterna x 4+ 2y = 0, x + 2y = 10,
3y —xz =0 och 3y —z =5.

13



Problem 7.11 Infor variablerna uw = x + 2y och v = x — 2y. Berdikna sedan

// (37 + 6y)*dxdy,
R

ddr R dr regionen, som begrdinsas av linjerna v — 2y = —2, x + 2y = 2,
x+2y=—-2o0chxr—2y=2.

Problem 7.12 Berdikna

// e Ydxdy,
K

dar K dr kvadraten innanfor linjernax —y =1, x+y=1, v +y = —1 och
r—y=—1

Problem 7.13 Berdikna

//D(SC4 —y")dady,

dir omrddet D ér begrinsat av olikheterna 1 < 22 —y?> <2 och 1 < 2y < 2.
Ledning: uw = x® — y? och v = xy.

// e~ vy dxdy,
c

da C dr cirkelringen a®> < 2% +y* < b, 0 < a < b.

Problem 7.14 Berdikna

14



8 Greens formel i planet

Problem 8.1 Berdkna kurvintegralen
/(x2y3 +x)dx + (y*2° +y) dy,
g

dd v ér randen till ellipsen 922 + 4y = 1.

Problem 8.2 Berdkna kurvintegralen
/ (2%y — y°) do + (2* — 2y?) dy,
c

da C ér cirkeln 22 + y*> = 9 genomlépt ett varv moturs.

Problem 8.3 Berdkna kurvintegralen
c

dir C dr enhetscirkeln x + y* =1 genomlipt i positiv led.

Problem 8.4 Berikna
/ (2% — 2%y) dx + xy* dy,
c

dir C dr cirkeln 2% + y* = 4 genomlupen ett varv moturs.

Problem 8.5 Berdkna kurvintegralen

/ ydr —xdy

o (@+y)? "’

dir C dr bagen fran (4,0) il (0,4) av parabeln y*> = 16 — 4x.
Problem 8.6 Visa, att

22 +4$y+y _a
dxdy = 1

2 2
dir S dr regionen 12 +y® < a?®, z,y > 0. Tips: P= ——4 . Q=2
Tty rT+y

15



9 'Trippelintegralen

1 T Ty
/ / / dzdydzx.
0 Jz2 Jo
1 2x z+y
/ / / 2y dzdydzx.
0 T 0

Problem 9.3 Berdkna integralen

1 z Y )
/ / / ze Y dxdydz.
o Jo Jo

Problem 9.4 Berdkna integralen

///K(x +y + z) dzdydzx,

dir K ar den s.k. enhetskuben, given av olikheterna 0 < z,y,z < 1.

/// 23 sin z cos z dedydz,
P

da P dr parallellepipeden mellan 0 <z <1, -1 <y <1 och 0 <z < 7/2.

/// rz dzdydzx,
T

om T dr tetraedern mellan planen x +y+z=1, 2 =0, y =0 och z = 0.

Problem 9.1 Berdkna

Problem 9.2 Berdikna

Problem 9.5 Berdikna

Problem 9.6 Berdikna

Problem 9.7 Berdkna virdet av trippelintegralen

J[ [+ w oy

dir S dr omrdadet mellan ytorna z = 2 — 22 och z = 2 frin 0 <y < 3.

16



Problem 9.8 Bestim

22 + % + 2%) dzdydx
( ) yar,
K

dir K dr klotet, som definieras av olikheten x% + y* + 2? < a®.

Problem 9.9 Berdikna
/// V2 4+ y? dedydz,
D

om D dr omrddet, som ligger i cylindern x? + y> = 1, under planet z = 4
och ovanfor paraboloiden z = 1 — 2% — 3.

Problem 9.10 Berdkna integralen

/// V2 + y? + 22 dzdydz,
Q

dir Q dr det omrdde som ligger innanfor klotet x® + y? + 2% = 1 och ovanfér

konen z = \/x% + y2.

17



10 Ytintegralen

Problem 10.1 Arean av en parametriserad yta S = S(u,v) ges av

// 15" x S| dudv.
Q

dar € dr en parameterdomdn. Visa, att detta uttryck reduceras till

// 1+ 2+ f,2 dxdy,
Q

om ytan kan skrivas S(z,y) = (z,y, f(z,y)).

Problem 10.2 Berdkna arean av en sfir S med radie R. Anvdnd t.ex. att
S(p,0) = R(cos psin b, sin psin b, cos ).

Problem 10.3 Berdkna ytintegralen

//S(xy—l—z) ds,

dar S dar den del av planet x + vy + z = 2, som ligger i forsta oktanten.

Problem 10.4 Berdkna ytintegralen

// yzdsS,
S

dir S dr triangeln med horn i punkterna (1,0,0), (0,2,0) och (0,0, 2).
Problem 10.5 Berdkna ytintegralen

//S(:):2z +9%2) dS,

dir S dr ytan x* +y* + 22 =4, 2 > 0.
Problem 10.6 Bestim flodet av vektorfiltet
F = 2%,
dver den del av ytan z = 2 — (2% + y?) som ligger ovanfér zy-planet.
Problem 10.7 Berdkna flodet av faltet
F = ze, +ye,,

genom mantelytan till halvsfiren x* + y* + 22 = a?, z > 0.

18



11 Gaull sats

Problem 11.1 Givet vektorfiltet F = (22 — 3z, —2xy, —4x). Berdikna

/// V - Fdzdydz,
1%

ddar V' dr regionen i forsta oktanten, under planet 2z + 2y + z = 4.

Problem 11.2 Ldt F = (zy? + e ¥ sin 2, 2%y + €® cos z, arctan zy). Berdkna

//F~nd5,
S

dir S dr hela randen till kroppen V = {x € R? : 22 + y? < 2z < 9}.
Problem 11.3 Berdkna flodet av filtet
F = 2*(z,y,2),
genom mantelytan Y till sfaren S med centrum i origo och med radie 3.
Problem 11.4 Berdkna flodet av vektorfaltet
F = (32 + 2%, y, 2% + %),

genom mantelytan S till halvsfiren B = {x € R3 : ||x|| = b, 2 > 0}.

19



12 Stokes sats

Problem 12.1 Lat S beteckna den del av planet z = 4 —x — 2y, som ligger 1
forsta oktanten och har den positivt orienterade randkurvan . Anvand Stokes

sats och berdkna
/ F - ds,
¥

Problem 12.2 Lat S vara en liksidig triangel med sidldngd 1 och beldgen i
planet ax + by + cz = 0. Berdkna arbetet, som kraftfiltet ¥ (x,y, z) definierat
av

om F = ye, — ze, + zye..

F(z,y,2) = (r —2y — 32)e, + (20 — 3y — 2)e, + (3x — y — 22)e,,

utrdttar ldngs triangelns randkurva v, genomlopt ett varv moturs sett fran
punkten (a, b, c).

Problem 12.3 Antag, att ¥ = (3z,5x, —2y). Berdkna m.h.a. Stokes sats

/F-ds,
2

dér vy dr skdrningskurvan mellan cylindern x® +y? = 1 och planet z = y+ 3,
orienterad moturs uppifran sett.

Problem 12.4 En cirkel med centrum i punkten (2,6,5) och med radie R
ligger i planet 3z +y + z = 5. Givet vektorfiltet F = (3z + y)e, + 2ye.,

berdkna
/ F - ds,

lings den positivt orienterade randen av cirkeln.

Problem 12.5 Lat C' wvara en cirkel med radie R i planet x +y + z = 3.

Berdkna
/ F - ds,
c

om F = (22,22,9y%) och om C' dr orienterad moturs, ovanfran sett.

20



Svar 1.1

a. fr=2x—6, f, =8y°

b. fi =9 [, =2y

c. fi=3az"+62%y", f) = 8xy® — 4y?

d. fi =2y*—32%, f, = 4oy — 2°

o f’z 2 + vy f/: 1
T 24y’ o+
f f/: $+y f/: x

V2 +2yx Y 22+ 2yx
g fr =B +ay)e”, fy =ale™

Svar 1.2

Ty 22

- _
a fl = 777 + arctan(zy), f, = 1+ 22¢2

b. fi. = e** cos(x +y) + 2¢* sin(z + y), f, = €** cos(x +y)
r_ T x 1z I T z 1 =
c. fm—yeylny+xey, fy—xeylny ;e
" __ — —
Svar 1.3 f; =6z + 8y, [, =8z + 16y och f; = 16z + 12y.

Svar 1.4 f! = % + ey?, oy = i +e™(1 + wy) och f,, = 2™ — %
Svar 1.5 Efter mycket arbete far vi

o 2e*79(3 + 22° — 3y + 62y + 2y° + x(6y* - 3))
(o) /

vilket ger £, (1,2) = —32/27.
Svar 1.6 Vi har 0f/0z =y och 0f /0y = z. Kedjeregeln ger nu
df Ofdr 0Ofd
d—i = a—id—f + 0_561_?; = —ysint + xcost = —sin’t + cos’ t,
eftersom z(t) = cost och y(t) = sint. Vid t = 7 /2 fas alltsa df /dt = —1.

21



Svar 1.7

a. 14t% + 6t

b. 3t* — 10¢

c. 52t

d. 2cos*sint — 3cos?tsin®t
e. a(b+ ft)+ fla+ at)

Svar 1.8 Notera att vi har den sammansatta derivatan

dz  Of Oz L of af dy
dt ~ dx ot Oy ot

Eftersom z(t) = 3t 4+ 2 &r dz/0t = 3 och p.s.s. fas dy/0t = 2. Slutligen fas

dz _,0f  ,0f
i~ o Ty

Svar 1.9 Skriv f = f(u,v) och anvénd att u = u(z,y) och v = v(z,y).

of Ofou Ofov Of af

oz 8u0x+avﬁx du O+0_ v

of 8f0u+8f8v_ of 1+a_f_2
dy  Oudy  Ovdy u 2 -
of of . 2x8f of

Inséttning av —— och == i — == — —= =0, ger (efter forenkling)

ox 8y y Or Oy

Detta betyder att f(u,v) &r en funktion enbart av v, f(u,v) = g(v). M.a.o.
fla,y) = g(zy?).

Svar 1.10 f(z,y) = g(22/y)

Svar 1.11 f(z,y) = (z + y)g(z* — y?)

22



Svar 1.12 Forstaderivatorna ges av

of _0fou  0fov _of  of

Or  Oudr Ovoxr Ou  Ov
8f 0f8u+0f8v_ 0f 0f

ot Oudt  Ov ot 8u 81}

Andraderivatorna ges av
0? o°f af L of af 8
Ox? 095 Ju  Ov

e > 1

B 0 f 0?f  O*f
C Ou? + 28u8v + ov?’

O f of of
o2 &(au +5ﬁ “D (m)

Q) ey T

_ 2 (5‘2f L +02f)_

o (50)
7 () 1+ (30) ]

)
(50) =+ (&) 9]

Den transformerade vagekvationen ges slutligen av

()

ou? oudv  Ov?

>
—%Ziixza

Svar 1.13 % = i

Svar 2.1

a. Vf(z,y) = (2zy, 2* + 8y)

b. Vf(z,y) = (422 +y),2(2z + y))

c. Vf(z,y)=(2z/y, —2°/y?)

d. Vf(z,y) = (31 + z)e®, 3y*ze®)

23



e. Vf(z,y) = (y(1+x)e", z(1+y)e™)

£ Vf(m,y):( I )

x2+y2 $2+y2

Svar 2.2

a. VF(2,3) = (16,54)

b. Vf(2,3) = (—27,—35)
c. Vf(2,3) = (0,1)

Svar 2.3 Vf(1,1) = (=2, —2) och |[Vf| = /8.

Svar 2.4 Vi har att Vf(z,y) = (2zy3,32%y?). Den angivna riktningen &r
inte normerad utan maste justeras till v = 1(1,v/3). D& f] &r projektionen
av Vf pa v fas

£(1,1)=Vf(1,1)-v=(23)3(1,V3) =1+ 3V3.
Svar 2.5 0

Svar 2.6 Vihar f/(1,2) = Vf(1,2)-v = |V f(1,2)| cosf om |v| = 1 och 0 &r
vinkeln mellan V f och v. Storsta virdet av cosf &r 1, vilket ger maximala
riktningsderivatan |V £(1,2)] = v/5/2. Om 6 = 0 pekar v och Vf(1,2) i
samma riktning sa v = (=1, —2)/+/5.

Svar 3.1 Skriv t.ex. foljande kod i Matlab
[X, Y] = meshgrid(-2:.2:2, -2:.2:2);

Z = sin(2*X).*cos(2*Y);
surf (XY, 2)

Svar 3.2 En nivakurva bestar av alla punkter, som uppfyller f(z,y) = C
for ndgon konstant C. I vart fall ges nivakurvorna av ellipserna z?+9y? = C.

Svar 3.3 Nivakurvorna ér av formen x?/y = C, vilket ocksa kan skrivas

yzg-

Det ar uppenbart att nivakurvorna &r parabler.
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Svar 3.4 Skriv t.ex. foljande kod i Matlab
[X,Y] = nmeshgrid(-5:.5:5,-5:.5:5);
Z = X *Y,
[px,py] = gradient(Z, .5,.5);
contour(Z), hold on, quiver(px,py), hold off

Svar 3.5 Linjen y = 3 — x fran (2,1) till (1,2).

Svar 3.6 Visualisera t.ex. 1 Matlab m.h.a.

t = 0:0.01: 2*pi ;
X = sin(t);
y = cos(t);
conet (X, V)

Svar 3.7

a. (0,4)

b. (2,1)

Svar 3.8

a. v(t) = (1,2)
b. Jo(t)] = V2 + 422
c. v'(t) = (0,2)
Svar 3.9

a. Avstandet d till origo vid tiden t ges av d = /x(t)? + y(t)%.

b. Partikelns hastighet ges av tangentvektorn s'(¢) = w(—asinwt,bcoswt)
och accelerationen av dess tidsderivata s”(t) = —w?(a coswt, bsinwt), dvs.

s"(t) = —w?s(t).

Svar 4.1 z =8x + 12y — 20
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Svar 4.2 z =2z —y

Svar 4.3 2z + 2y +4 =4z

Svar 4.4

a. v+2y+32=26

b. =4z +4y—82+20=0

Svar 4.5 C' =11

Svar 4.6 y? + 2zy — 1

Svar 4.7 z(3+ (y — 3)y)

Svar 4.8 Origo dr enda stationdra punkten (sadelpunkt).

Svar 4.9 Villkoren f; = (2°/3—2z/3+y*>—1)e™* =0 och f] = —2ye ™" =0
ger de stationdra punkterna (—1,0) och (3,0).

Svar 4.10 Sadelpunkt i origo och lokala minima i punkterna (1,1) och (=1, —1).
Svar 4.11 Sadelpunkt i (1,0).
Svar 4.12 maxpunkt

Svar 5.1 Beteckna F = (F,, F, F,) = (2%,y?% 3zx). Divergensen ges av

OF, OF, OF,
VoE = T T o

=2x+ 2y + 3z = 5z + 2y.

Rotationen fas m.h.a.

er € €,
VxF=|9, 0, 0,
F, F, F.
_(OF, 0OF, 0F, OF. 0F, OF,
_<8y 0z 0z Oz Or 0y)
— (0,-32,0).
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Svar 5.2

a. V-F=2a, VxF=(00,0)

b. V.-F=0,VxF=(0,0,2a)

Svar 5.3

a. V-A=0

b. V- A=yz+zz+2zy

Svar 5.4 -

Svar 5.5 V x A= (0,0,e¥ — e")

Svar 5.6 0

Svar 5.7 V x F =(0,0,0)

Svar 5.8 -

Svar 5.9 -

Svar 6.1 Vi har z(t) =t och y(t) = t?, vilket ger linjeelementet
ds = /7' (t)2 + y'(t)2 dt = V1 + 42 dt,

och integralen

2
/deszfo I+ 482t = [ (1+42)%?]) = L(ATVIT - 1).

Svar 6.2 67
Svar 6.3 72//2

Svar 6.4 Vet att 2/(t) = 1 och y/(t) = —1, sa dz = dt och dy = —dt. Detta
ger i sin tur

/nydx—i- (x —y)dy = /Olt(l —t)dt + (2t — 1)(—dt)

1
_ 2 _ 1,2 14311 _ 1
_/0(1—t—t)dt_[t—§t —3t’], = ¢
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Svar 6.5 Vi maste hitta en parametrisering av kurvan I". En sadan ges t.ex.
av s(t) = (t,1+t) med 1 <t < 3. Parametriseringen ger nu dz = dy = dt
och

3
/ydx—i—mdy:/ (2t + 1) dt = 10.
r 1

Svar 6.6 Parametrisera kurvan med t.ex. s(t) = (¢,t?). Detta ger

AF-ds:A(x—y+1,y)-(d$7dy)

:/(:L’—y—l—l)dx—i—ydy: {dx = dt, dy = 3t* dt}
r

1
=/ (t—t3+1+3t5)dt:z.
0 4

Svar 6.7 Den vanligaste parametriseringen av randkurvan till en ellips ges av
x(t) = acost, y(t) = bsint, med 0 < ¢t < 27. Anvénds denna fas rdkningarna

/F-ds:/—x2ydx+y3dy

21 2
= / a’bcos® tsin® t dt + / bt sin® t cos t dt
0 0
2w
= ia?’b / sin?2tdt, den andra integralen dr noll,
0

2T T
= éa?’b/0 (1 — cosdt)dt = Zagb.

Svar 6.8 0
Svar 7.1

a. Borja med att berdkna den inre integralen
3l 3 - 3
/ / (1 +4zy) dedy = / [z + 2x2y}x;0 dy = / (1+ 2y)dy,
1 Jo 1 1
och dérefter den yttre
3
=3
/1 (14 2y)dy = [y + yz]zzl = 10.

Den sokta dubbelintegralen ar alltsa lika med 10.
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b. 1
C. 2—211n2

Svar 7.2

2 1dl’dy 2 1
= 1 d
= LCEIR

:/1 (In(1+vy) —Iny)dy

2
- [(y+1)1n(y+1) — W+ - (ylny-y)|
27
=Iln—.
"6
Svar 7.3 21
Svar 7.4 1
Svar 7.5 2 —1n2

Svar 7.6

4 3z 4
//ydxdy:/ / galydx:/
D 1 Ja T 1

Svar 7.7 144

y2 3z 4
[—} dr = / 4 dx = 30
2], 1

SHE

Svar 7.8 4
Svar 7.9 1/3
Svar 7.10 Variabelbytet ©+ = 3u — 2v och y = u + v transformerar R till

rektangeln R = {u,v:0<wu <2, 0 <wv < 1}. Funktionaldeterminanten ges
av
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Integranden blir 22—y = 2(3u—2v) — (u+v) = 5u—>5v och vi far rdkningarna

// (2x —y dmdy—// (5u — 5v)5 dudv
2
:25//(u—v)dvdu:%/[uv—%vﬂédu
o Jo 0

2
:25/ (u—3)du=25[1u® — Ju]} = 25.
0
Svar 7.11 48
Svar 7.12 el — ¢!

Svar 7.13 3/4

Svar 7.14 Omradet beskrivs enklast i polara koordinater x = rcosy och
y=rsing med a <r < boch 0 < ¢ < 27 Funktionaldeterminanten ar r,

vilket ger
s 9 b 27 )
// e " 7Y dxdy :/ / e " rdedr
D
- e

e o

Svar 8.1 Greens formel séger att

/WPd:H—Qdy://Q (g—g—g—g) dxdy,

dér © dr omradet, som omsluts av kurvan 7. Funktionerna P = P(z,y) och
Q = Q(z,y) ar godtyckliga, men maste vara kontinuerliga i 2. Om vi véljer
P = 2%y 4+ x och Q = 3%z + y foljer att den stkta kurvintegralen dr noll,
ty 0Q/0x — 0P/dy = 0.

Svar 8.2 Lat P = 2%y — 4® och Q = 2 — xy? sa att 9Q/0z = 3x* — y* och
OP/dy = x? — 3y?. Greens formel transformerar kurvintegralen till en enkel
dubbelintegral

/ (z%y — y°) do + (2° — 29?) dy = 2 // (z° + y?) dzdy.
C r24y2<9
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Byte till poldra koordinater ger genast

2 3
2 // (2% + y?) dady = 2/ / r3drde = 8l7.
22 4y2<9 o Jo

Svar 8.3 7/4
Svar 8.4 87

Svar 8.5 Skriv integralen pa formen / Pdzx + Qdy, dar
c

Yy T

St YT T

Greens formel kan inte anvdndas direkt eftersom kurvan C' inte innesluter
nagot omrade. Addera dérfor linjen L mellan punkterna (4,0) och (0,4) till
integrationsvigen. Kurvan L + C' bildar nu rand till omradet D, som ligger
under parabeln 3% = 16 — 4z och &ver linjen y = 4 — 2. Greens formel kan
darfor anvandas pa denna kurva.

ydx — xdy / // (8@ 8P)
/C+L (z +y)? C+L Qdy p \ 0z dy Y

Léngs linjen y = 4 — z géller vidare att dy = —dx, dvs.
dx — ‘4
/yx xdy:/( $)+xdx:1.
L (z+y)? 0 42
P.g.a. orienteringen av L blir den sokta kurvintegralen —1.

3

Svar 8.6 Tips: cos® o +sin® a = (sin o + cos ) (sin? o — sin v cos o + cos? ).

Svar 9.1

1 pz pay 1 rzx Ty

/// dzdydx:// (/ 1dz) dydz
0o Jz2 Jo 0 Ja2 0

1 x 1 T

:/ / [z]ﬁydydx:/ (/ xydy) dx

0 Ja2 0 x2

1 27 1 2 4 4 671
Y A i A W EA
felsle= [ (5-%) - [5-5)
1
24
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Svar 9.2

1 2x T4y
/// 2zy dzdydx
0 T 0
// 2y [z ”ydyda;—// 2xy(x + y) dydx
2x
// (22%y + 2xy? dydx—/ x?y? + xy} dx
:/0 (42" + 82" — (2* + 22%)) do
! 23
= [ B Ay =25 22
/0336 z 15[m]0 15

Svar 9.3

/ / / ze Y dxdydz:/ / [:Bze_yQ]y dydz
o Jo 0
z 2 1 27%
/ yze ¥ dydz :/ [—%ze‘y } dz
0 0 0

Svar 9.4 3/2

Svar 9.5 1/4

Svar 9.6 1/120

Svar 9.7 Ytorna z = 2 — 22 och z = 2? skiir varandra lings linjerna z = 1

och x = —1. Integrationsgranserna ar déarfor 0 < y < 3, —1 < x < 1 och
22 < 2 <2 — 22, vilket ger

3 1 p2-2?
/ / / (x +y) dzdxdy = 12.
0 J-1Jz2

Svar 9.8 Klotet kan beskrivas med sfiriska koordinater x = rsin# cos ,
y =rsinfsinp och 2z =rcosf med 0 < o <21, 0 <O <7, 0<r <a.
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Volymselementet #r dxdydz = r?sin Odrdfdy och % + y? + 2% = r?, vilket
medfor att

2 pm pa
/// (2% +y* + 2%) dodydz = / / rt sin Odrdfdy
B o Jo Jo
2 T 7,5 a
:/ / {—] sin 0 dfdy
o Jo L9]o

a5 2r  pm
= — / sin 0 dfdy
5 0 0

a

5 2 a5 2 4
:E/o [—COSQ]gdg0=€/0 2d90:g7m

Svar 9.10 I sfariska koordinater far klotet och konen ekvationerna r = 1
respektive § = 7 /4. Integrationsomradet bestams saledes av olikheterna 0 <
r<1,0<60<m/40och0<p<2r Vifar

/// Va2 +y? +z2dxdyd2—///r sin 0 drdfdyp

27
/ dy / sin 6df / 3dr

—0080]3/4 = 7(2;\/5)

Svar 9.9 127/5

5[
Svar 10.1 Se boken.
Svar 10.2 47 R?

Svar 10.3 Planet S kan skrivas z = f(x,y) =2 — z — y, dvs.

//a:y+z )dS = //xy+2—x—y)d3

For att berdkna ytelemenetet dS, behovs nu en parameterframstéllning av
S, teex. S(z,y) = (z,y, f(z,y)) = (r,y,2 — x — y). En infintesimal area pa
ytan S kan skrivas

= ||S, x Syl dedy = /1 + f2 + f,?dxdy = V3dxdy.
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Eftersom x,y,z > 0 i forsta oktanten fas integrationsgréinserna 0 < x < 2
och 0 <y <2 —x. Detta ger

2 2—x
/ / (zy + 2 — x — y)V3dydr = 2V/3.
0o Jo

Svar 10.4 1/3
Svar 10.5 167

Svar 10.6 Ytan S kan parametriseras S(z,y) = (z,y, 2— (z?+y?)). Da ytans
tangentvektorer dr S = (1,0, —2x) och S = (0, 1, —2y) fas enhetsnormalen

_ S xSy (2x,2y,1)
1S, < Syl \/4x? + 42 + 1

Ytelementet dS ges av dS = [|S], X S, || dzdy = \/42* + 4y* + 1 dxdy. Vi far

//F-ndS:// 2?2 dxdy,
S D

dar D &r projektionen av S pa zy-planet. Eftersom omradet D &r cirkelskivan
2% 4+ y? = 2, evalueras integralen littast med polira koordinater. Inséttning
av z = 2 — x? — y? ger slutligen

// 22 dady = // (2 — 2% — 9*)? dady
D D
2 V2 V2
= / / (2 —r*)rdrdp = 27?/ (2r — r®) dr = 2m.
o Jo 0

Svar 10.7 Ytan parametriseras enklast i sfiriska koordinater (r,0, ). Da
radien dr konstant r = a pa ytan, fas

n

S(0, ¢) = a(sin @ cos p, sin @ sin g, cos §).
Parameterformen ger ytelementet dS = a?sin 6 dfdy, och enhetsnormalen

n = (sin @ cos p, sin @ sin ¢, cos 0).

34



Eftersom F = a(sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, 0) erhalls

2r  pm/2
// F -ndS=d / / (sin® @ cos? ¢ + sin® O sin? @) dfdyp
S o Jo

2r  pw/2
=a? / / sin® Odfdyp
o Jo
w/2 4
= 27ra3/ sin® 0df = = ma®.
0 3

Svar 11.1 Vi har V- F = 42 — 22 = 2z, sa volymsintegralen ges av

/// V - Fdzxdydz = /// 2z dxdydz
1% 1%
2 2—x 4—2x—2y
:2/ xdm/ dy/ dz
0 0 0

2 2—z
:2/ xdx/ (4 —2x —2y)dy
0 0
2

:2/ x[4y—2my—y2}§_xdx
0
2
:2/(4x—4$2+x3)dx:§.
0

Svar 11.2 V - F = 22 + 3% sa Gauss sats innebér att

//SF.ndsz///VV~Fdxdydz
— / / /V (2 + y?) dadydz = / /D dxdy / j+y2(:v2+y2) dz

_ / /D (9 — 22 — 1) (2 + v?) dady,

dér D &r cirkelskivan 22 + y? = 9. Byte till poldra koordinater ger slutligen

3 2
//F-ndS:/ dr/ r2(9 — r?)rdyp
S 0 0

3
= 27r/ (9r® — %) dr
0

) [9 , 1 6]3 2437
= 27T = —

PR A M
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Svar 11.3 3247

Svar 11.4 Gauss’ sats kan inte anvindas direkt eftersom S inte &r en sluten
yta. Men om vi ligger till cirkelskivan D, definierad av 2% + y? < 1?, 2 = 0,
s& innesluter ytorna S och D halvsfiren B = {x € R® : ||x|| < b, z > 0}.
Forutsattningarna for Gauss’ sats dr nu uppfyllda. Om normalen till D véljs
utatriktad fas

//SF‘ndSJF//DFndS:///Bv-Fdxdydz.

Volymen av en halvsfaren med radie b ar %7?63 och eftersom V - F = 4, fas

// V-Fdxdydz:///4dxdydz:§7rb?’.
B B 3

Positiva enhetsnormalen till D &r n = (0,0, —1), vilket ger

//F-ndS://(3x+22,y,x2+y2)-(O,O,—l)dS
D D
21 b
:// —(2* 4+ 9?) dS:/ / —r3drde
D o Jo
1

= —— bt
5™

dvs. den sokta integralen har virdet %7‘(()3 + %Wb4.

Svar 12.1 Planet parametriseras av S(z,y) = (z,y,4 —  — 2y). Normalen
ges av S x S, = (1,2,1). Rotationen &r V x F = (1 + z,—y,—1), dvs.
(VxF)-(1,2,1) = 142 —2y — 1 = x — 2y. Stokes sats ger dérfor vidare att

4 p2-z/2
/F-ds://(VxF)-ndS:// (r — 2y) dedy = 0,
v S 0 Jo

S’ xS
dér vi utnyttjat att dS = ||}, x S} || dedy och att n = WXSZH
Svar 12.2 Det sokta arbetet defineras av / F - ds.
¥
€ ey e,
VxF= Oy Oy 0, = (0,-6,4).

r—2y—3z 20 —3y—=z 3x—y—2z
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(a,b,c)
Va2 + 02+ 2

En enhetsnormal till planet az 4+ by + cz = 0 ges av n = sa

/F-ds://(VxF)'ndS
¥ S
:// —6b + 4c iS
sVa?+ b2+
Ao —
_ c— 6b //dS
a?+b*+c*JJs

B V3 4c—6b
4 Var+ b+
eftersom arean av triangeln S &ar ?.
Svar 12.3 Berikna forst rotationen

er €y €
VxF=1|0, 0, 0.|=(-2,3,5).
3z br —2y

Om Y betecknar det ytstycke i planet z = y + 3, som innesluts av v med
normalen n = (0,—1,1) blir v rand till Y med positiv orientering. Stokes

sats ger darfor
/F-ds://(VxF)-ndS
¥ Y

:/L(_2,3,5)-%(0,—1,1)d5
:%//YdS:%\/iW:%T,

dér vi normaliserat n samt beridknat arean av Y genom att inse att Y &r en
ellips med halvaxlarna v/2 och 1.

Svar 12.4 Observera att V x F = (—1,0,0). En normal till D med rétt
orientering &r n = (3,1,1)/v/11, dvs. komponenten i normalriktningen till
V x F ér —3/v/11. Arean av D #ér mR?, sa m.h.a. Stokes sats #r integralen

—37R?/V/11.
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Svar 12.5 Vi har V x F = (2y,2z,2z). Lat D vara cirkelskivan i planet
x4y + z = 3, som har randen C. En uppatriktad enhetsnormal till D &r

n=(1,1,1)/V3, sa

/des://D(vXF).nds
:%//D(2y,2z,2x)-(1,1,1)d5
:%//(2x+2y+2z)d5

—2f// ds

= 2\/77TR2

déar vi i sista ledet anvént oss av att arean av cirkelskivan &ar wR2.
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