Matematik Chalmers
Tentamen i TMV035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del A, 2005-10-19 fm V

Telefon: Christoffer Cromvik 0762-721860
Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Varje uppgift ar vard 10 poédng, totalt 50 podng. Skriv vil, motivera och forklara vad du gor;
endast vilformulerade 16sningar ger full poéng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—.

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Réittningsprotokollet anslas pa kursens
hemsida och i Matematiskt Centrum.

1. Betrakta funktionen

g:[0,00) = R
2
g(@) =5~

a) Bestdm en Lipschitz-konstant for g.
b) Visa (med hjilp av en kind sats) att g har en unik fixpunkt. Berékna fixpunkten for hand.
c¢) Skriv en m-fil som beriiknar fixpunkten iterativt med hjilp av MATLAB.

o~~~ o~

d) Visa att g dr inverterbar. Bestim inversa funktionen g—!. Ange dess definitionsmingd och
vardeméngd.

2. Lata = (1,1,1), b= (1,2,3), c = (1, —1,1).

(a) Berdkna projektionen av b pa a.

(b) Skriv en m-fil som berdknar projektionen av en vektor u pa en vektor v. Ange sedan hur man
anvinder denna for att 16sa uppgift (a).

(c) Berékna volymen av den parallellepiped som spidnns upp av a, b, c.

3. (a) Visa att om f : I — R #r Lipschitz-kontinuerlig och {a,}2; en Cauchy-foljd i I, sa dr
{f(an)}52, ocksa en Cauchy-fsljd.
(b) Visa (med definitionen av Cauchy-foljd) att ﬁ dr en Cauchy-foljd.

Vvn+1

(c) Berdkna (med hjélp av rikneregler) gransvérdet lim, .o ¥ 77

4. Betrakta ekvationssystemet

Ty (1 — 9:2) =0,
T (1 - x%) =0.
Utfor ett steg av Newtons metod pa detta system med startvirde x = (2, 2).

5. Formulera och bevisa Bolzanos sats. Du far delpoéng d&ven om du bara klarar en del av uppgiften.
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1. (a)

9() — 9)| = |5 — 5|
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Vi far L, = 1/2.
(b) Vi anvinder kontraktionsavbildningssatsen. Vi kontrollerar dess forutséttningar: (1) g : I — I
med i = [0,00). Detta &r klart ty virdeméngden Ry = (0,1] C I. (2) ¢ &r kontraktion ty L, =
1/2 < 1. Da finns unik fixpunkt Z € I enligt satsen.

Fixpunkten fas genom att 16sa ekvationen z = g(x) dvs = 2-%,: eller 22 + 22 —2 = 0. Vi far
x = —1 4 /3. Endast den positiva roten ligger i I. Alltsa z = —1 + /3.
(c) Vi skriver filen fikspunkt.m:

function x=fikspunkt(x0,tol)

x=x0;
gx=2/(2+x);

while abs(x-gx)>tol

gx=2/(2+x) ;
X=gX;
end

P& kommandoraden skriver man sedan:

>> x=fikspunkt(l,le-4)

(d) Funktionen g &r inverterbar om den &r stringt monoton. Funktionens graf antyder att den #r
stringt avtagande. Vi kollar detta. Antag att z,y € [0,00) med < y. Da blir

2 2 2

S 24z 24y (242)(2+4vy)
dvs g(z) > g(y), stringt avtagande. Enligt satsen om mellanliggande viirden har da ekvationen
g(x) = y en unik 16sning « for alla y € R,. Detta &r inversen: x = g~ (y).

g(x) — g(y) (y—x)>0

Vi l6ser ekvationen g(x) = y for hand:

2 _2-2y
s Yt =9 Wk
Alltsé: g~ (z) = 2222, Definitionsméngd: D, = (0, 1]. Vérdeméngd: Ry-1 = [0, 00).
2. (a)
b-a 6
Pb=—a=-(1,1,1) =(2,2,2).
a |a|2a’ 3(77) (77)

(b) Vi skriver filen projektion.m:

function x=projektion(a,b)

x= ( dot(b,a) / dot(a,a) ) * a;



Pa kommandoraden skriver man sedan:
>> x=projektion([1 1 1], [1 2 3])
(c) Volymen #r absolutbeloppet av trippelprodukten: |¢-a x b|.

€1 €y €3
axb=1|1 1 1 261; ;‘—621 é‘—l—egl
1 2 3

V=lcaxb =](1,-1,1)-(1,-2,1)] = 4.

3. (a) Vi har

f:I_>R7 |f(x)—f(y)|§Lf|a:—y\, Vx,ye[,

|am — an| — 0, am,an € 1.
Da fas
|f(am) — f(an)| < Lflam — an| — 0
vilket betyder att f(a,) dr Cauchy-f6ljd.
(b) Antag att m > n. Da fas:

1
1 2’ - (la_271)
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s& att ekvationssystemet kan skrivas f(x) = 0. Jacobimatrisen ir
72
R o v i

—2x109 1 -— x%
Forsta steget av Newtons metod blir nu som f6ljer.

Evaluera Jacobianen och residualen:
3 -8

A=Df(2,2) = [_8 3}, b=—£(2,2) = [

Los det linjériserade ekvationssystemet:

Ah =0, -3 -8][m _ 6, —3hy — 8hy =6,
-8 3| |ho 6 —3h1 — 3hy =6,

Uppdatera z:
2 R 16
p=z+h= M " [61} - M |
1 1

5. Se boken.
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