Matematik Chalmers
Tentamen i TMV035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del A, 2006-10-25 f V

Telefon: Aron Lagerberg, 0762-721860
Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Varje uppgift ar vard 10 poédng, totalt 50 podng. Skriv vil, motivera och forklara vad du gor;
endast vilformulerade 16sningar ger full poéng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—.

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Réittningsprotokollet anslas pa kursens
hemsida och utanfor sal MV:F22 senast 13 nov.

1. (a) MATLAB-test 2006-10-12. (5p)
(b) Skriv en MATLAB for-loop som genererar talen 1, 2, 4, 8, ..., 2101 en kolumnvektor. (3 p)
(c) Filen funk.m &r:

function y=funk(x)

y=0;

if ( -10<x ) & ( x<10 )

y=2%x;
end

Vilka vérden har x och y efter féljande kommandorad: (2 p)

>> clear all; x=funk(-6); x=funk(x);

2. Berikna avstandet mellan linjen

=1+ 3t,
y=2,
z =3+ 4t,

och punkten Py = (2,5, 6). Berdkningen gors enligt deluppgifterna (a) och (b):
(a) Tag ut en punkt P pa linjen och berékna forst vektorprojektionen av vektorn PPy pa linjens

riktningsvektor. (4 p)
(b) Beriikna sedan avstandet. (4 p)
(c) Bestdm ekvationen for det plan som gar genom punkten (1,2, 3) och &r ortogonalt mot vektorn
(4,5,6). (2 p)
3. (a) Bestém linjériseringen av f(z) = 2® — 9 i punkten 2 och uppskatta linjiriseringsfelet som
funktion av x — 2 pa intervallet [1, 3]. (5p)
(b) Skriv ned en iteration av Newtons metod for ekvationen 2 = 9 med startpunkt zo = 2. (5 p)
4. (a) Redogor for definitionen av gransvéirde lim f(z). (3 p)

z—9
b) Berik d rak 1 ansviardet lim ——. 3
(b) Berékna (med ridkneregler) grinsvérde lim NG (3 p)
(c) Bestdm § sa att (4 p)

z—9

~9[ <6 = | 6/ <1075,
[z —9] < i3 <

5. (a) Vad menas med att en funktion dr en kontraktion pa ett intervall? (2 p)
(b) Formulera fixpunktssatsen for kontraktioner (contraction mapping theorem). (4 p)
(c) Redogor for den del av beviset som visar att (4 p)

[T — x| < Lk|m1 — xp|.
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1. (b)

for i=1:11
x(1)=2"(i-1);

end

Xx=x’;

(c) Forst blir x=-12, sedan x=0. Variabeln y anvénds bara lokalt i funktionsfilen och far aldrig
nagot vérde i huvudprogrammet, den &r alltsa odefinierad. Svar: x=0, y odefinierad.

2. (a) I linjens ekvation ser vi att P = (1,2,3) dr en punkt pa linjen och v = (3,0,4) &r en
riktningsvektor. Lat Py = (2,5,6) vara den givna punkten. Vi beriknar vektorprojektionen av
vektorn a = PPy = (1, 3, 3) pa vektorn v:

a-v  (1,3,3)-(3,0,4) 15 3 o 1o
b= = 3,0,4) = —(3,0,4) = =(3,0,4) = (£,0, ).
‘V|2v 25 (7’) 25()7) 5(37) (5770)
(b) Det sokta avstandet &r lingden av vektorn ¢ = a — b:
50
1
= 116+ 225+ 9 = £v250 = Egzvﬁi
(Adams sid 550 och 565.)
(c)
(x—1,y—2,2—3)-(4,5,6) =0
dr4+5y+62—4—-10—-18=0
4x + by + 6z = 32
3. (a)
fla) =2’ -9, f(2)=-1,
f'(x) = 322, f(2) =12,
" (z) = 6.

Linjériseringen ar
L(@) = f(a) + f'(a)(x —a) = =1 + 12(x — 2).

Felet ar

1, 1 B
if (s)(z —a)* = 565(:r —2)2 =3s(x — 2)%,

dér s dr en (obekant) punkt mellan x och 2. Da x ligger i intervallet [1, 3], maste s ligga 1 samma
intervall. Alltsa far vi begréinsningen

|E(z)| = 3|s|(x — 2)? < 9(x —2)%, =z €][l,3],

E(x) =

dér vi anvént att |s| < 3. I sjilva verket dr f”(z) > 0 pa det aktuella intervallet, sa att
0< B(x) <9(x—2)% zecll,3].
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berékna residualen: b = —f(2) =1

berékna derivatan: a = f(2) = 12
1

berikna #ndringen: h = b/a = -

1
uppdatera: t =x +h =2+ = 2.083333...
(Roten #r det irrationella talet 9'/3 = 2.0800838....)

4. (a) lim f(x) = L betyder att for varje ¢ > 0 finns ¢ sa att

Tr—a

|t —a| <0 = |f(z)—L|<e

(b)
r—9  (z—-9)(Vz+3)

Vi-3  (Vi-3)(Vz+3)

:w:\/}+3—>3+3:6 nir x — 9.

xr—9
Det betyder lim z =9 =6
z—9 \/x — 3
(c) Liknande riakningar ger
=5 o = We+3-6l= Va3l
Vi l6ser ut o ur |/z — 3| < 107, Vi far
[Vz -3/ <107°
— —-10%<x-3<10"°
— 3-10°%<2<3+10°°
= (B3-1079? <z < (3+1079?
—= 9-6-10°41072<2<946-10"° 410712
= 61041072 <2r-9<6-107%4+10712
—= —6-10°4+1072<2-9<6-107%4+10712

Eftersom 1077 < 6-107% + 102 och —6-107% + 1072 < —10~7 kan vi ta § = 10~7. Om
|z — 9] <1077 sa giller alltsa

—6-10°+107?<-107"<2-9<1077<6-107° 410"
och déarmed
|vz —3] <1076,
5. (a) Funktionen g dr en kontraktion pa intervallet I om det finns en konstant L < 1, sadan att
l9(x) = 9(y)| < Llz —yl, Va,yel.

(b) Antag att I dr ett slutet intervall och att g : I — I &r en kontraktion. Da har g en unik fixpunkt
z € I. Fixpunkten fas som gransvirde & = lim;_, till fixpunktsiterationen, z; = g(z;_1), for varje
startpunkt zq € I.

(c) Lipschitzvillkoret ger
|Tkt1 — zk| = |g(zk) — g(zr-1)| < Llzp — zp-1
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och pa samma vis
|ze — 2p—1| < Llzg—1 — 252

och sa vidare. Hér har vi anvéint att g : I — [ sa att iterationen inte hoppar ut ur I, dvs ax € T
for alla k. Genom upprepning far vi alltsa

|Tky1 — k| < Llxg — zp_1|
< LP|wp—1 — Tp—2|
< Lz — mp_3]
<o < LMan — ol

dvs

Tpp1 — x| < Lk|x1 — x|
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