TMV035 Analysis and Linear Algebra B!

Integralen

1.1 Riemannsumma

I Adams kap 5 definieras (konstrueras) integralen f: f(x) dz med hjélp av Riemannsumman
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dar vi har gjort en partition av intervallet
a=2To <11 <To< - <xp 1<, < <xp,=>b
med steg
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och dér ¢; ar en godtycklig punkt i intervallet [z;_1,;]. Integralen ar det unika gransvéardet

b n
[ f@de= Jm Y reon

max hj;—0 ;1

Att det dr unikt innebér att man far samma griansvirde oberoende av hur man véljer partitionerna
och hur man véljer c¢;.

1.2 Rektangelregeln

Riemannsumman &r alltsa en numerisk approximation av integralen. Att berdkna integralen nu-
meriskt kallas numerisk kvadratur (numerical quadrature) och en algoritm for numerisk kvadratur
brukar kallas kvadraturregel (quadrature rule). Namnet kvadratur syftar pa areaberikning, dvs
att finna en kvadrat som har samma area som en given yta i planet.

Riemannsumman kallas &ven rektangelregeln darfor att varje term i summan &r arean av en
rektangel med basen h; och hdjden f(c;), riknad med tecken.

Om vi véljer ¢; som den vanstra &ndpunkten av det aktuella intervallet, dvs ¢; = x;_1, och tar
konstant steg h; = h, far vi
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Denna summa kan beridknas med en loop:
c Zo = a
mitiera:
while x; < b
uppdatera: Ti=x;—1+h
Q=Q+hf(zi—1).

Obs att detta ar detsamma som Eulers metod som vi anvédnde for att berdkna den primitiva
funktionen i programmet myprim.m. Detta ar ingen tillfallighet eftersom enligt Integralkalkylens
fundamentalsats vet vi att den primitiva funktionen ges av integralen:
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F(z) = / fy)dy, s att / f(y) dy = F(b).
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Andra mojliga val av ¢; ar hogra d&ndpunkten, ¢; = x;, eller mittpunkten, ¢; = (x;—1 + x;)/2.
Den senare metoden kallas mittpunktsregeln. Vi har redan sett att mittpunktsregeln ger snabbare
konvergens.

Skriv ett program minintegral .m med anropet Q=minintegral (f,I,h,k) som berdknar inte-
gralen approximativt med rektangelregeln. Anénd ditt gamla program myprim.m som utgangspunkt.
Invariablerna f£,I,h har samma mening som dér. Variabeln k skall anvandas for att vélja metod
enligt:

1, rektangelregeln vénster
k= (2, rektangelregeln hoger
3,

mittpunktsregeln

Testa programmet pa nagra integraler som du dven kan berdkna analytiskt.

1.3 Trapetsregeln

Adams kap 6.6. Om vi erséitter rektangelarean f(c;)h med en trapetsarea, dvs om vi approximerar
integralen med
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sa far vi ett alternativ till mittpunktsregeln. Summering av bidragen ger
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Denna algoritm kallas trapetsregeln (trapezoidal rule).
Bygg in denna metod i ditt program som alternativ k = 4.

1.4 Effektivare program

Att anvénda en loop ar mycket ineffektivt i MATLAB. Skriv om ditt program sa att det forst
genererar en vektor av alla funktionsvéardena f(x;) och sedan summerar dessa (pa korrekt sitt)
med hjalp av MATLAB-funktionen sum.

Till exempel, pa kommandoraden kan man skriva

>> x=linspace(0, 1-0.001, 1000);
>> y=sin(x);
>> g=sum(y)*0.001;

vilket ger rektangelregeln for fol sin(z) dz med h = 0.001. Men du skall naturligtvis skriva nagot
dylikt i filen minintegral.m.

Detta sétt att organisera en berdkning kallas att vektorisera den, dvs man genererar forst
en eller flera vektorer och utfor sedan den 6nskade berdkningen pa dem. De algebraiska “prick”
operationerna
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ar exempel pa vektoriserade operationer. Har anvander vi funktionen sum som snabbt summerar
en vektor. Likasa kan man tillaimpa andra funktioner pa vektorer, till exempel, y=sin(x) ger en
vektor av y-viarden om x ar en vektor.

1.5 Matlabs kvadraturfunktioner

MATLAB har nagra egna funktioner for numerisk kvadratur, till exempel, quad och quadl. Lés
om dem i dokumentationen och prova dem pa samma integraler som ovan.



