TMV035 Analysis and Linear Algebra B

Ordinara differentialekvationer 1

I en serie studiodvningar ska vi lara oss hur man konstruerar och beraknar losningar till ordinara
differentialekvationer av typen

W (x) = f(z, u(z))
Vi borjar i denna 6vning med det enklaste fallet da f = f(z) &r en funktion som bara beror pa
x. I senare 6vningar later vi f bero ocksa pa w och till sist later vi w och f vara vektorfunktioner,
dvs vi l0ser system av ordinéra differentialekvationer.
1.1 Primitiv funktion
Antag att f: I — R &r en funktion. Om funktionen u &r deriverbar och uppfyller

u'(z) = f(z), Vzel, (1)

sa sdger vi att u ar en primitiv funktion till f. Vi ska konstruera primitiva funktioner. Vi borjar
med att notera att primitiv funktion &r vésentligen unik. For om tva funktioner u och v ar
primitiva funktioner till samma funktion f sa géller

(uw—v)(x) =/ (x) =/ (z) = f(z) — f(z) =0, Vxel
Hirav foljer att
u — v = konstant
dvs
u(@) = v(z) + C.

For att bestamma konstanten kan man krava att funktionen skall vara lika med ett bestamt varde
i en bestdmd punkt: u(a) = u,. Vi kan nu precisera var uppgift. Givet en kontinuerlig funktion
f :[a,b] — R och en konstant u, séker vi en deriverbar funktion u sddan att

u'(x) = f(x), x€lab],

u(a) = ug.

(2)
Eftersom vi anger funktionens vérde i intervallets vanstra &ndpunkt sa kallas problemet (2) ett
begynnelsevardesproblem.

Exempel 1. Om man kénner ett par av en funktion och dess derivata sa kan man 16sa motsvarande
begynnelsevéirdesproblem. Till exempel kdnner vi till féljande derivata:

Dz™ = maz™ " (m >0)

Detta leder till

D= =z™"1 (m >0)
m
dvs, med r=m — 1,
xr—i—l
= T —1
| (r>-1)



Alltsa kan vi séga att problemet

har 16sningen

u(m):rJrl—&—C.

Vi bestdmmer konstanten, till exemel, genom begynnelsevillkoret

u(0) =0

r+1

vilket leder till C'= 0 och u(z) = To5. Mer allmént: villkoret u(0) = ug leder till C' = ug och

u(z) = % + ug. Alltsa har begynnelsevardesproblemet

u(z)=2", z€][0,00),
U(O) = Uug,

den unika 16sningen

O

Denna metod fungerar bara om vi redan kédnner ett funktion/derivata-par. Vi ska nu beskriva
hur man kan konstruera en primitiv funktion fér varje kontinuerlig funktion f, dvs konstruera en
unik 16sning till begynnelsevéirdesproblemet (2). Vi borjar med att dela in intervallet [a,b] i N
stycken delintervall av langden h = (b — a)/N:

a=Tg< T <T2< ... 1 <x; <---<xTNy_1<xTN=D,
x;=a+hi, h=(b—a)/N =x; — ;1.

Sedan utgar vi fran approximationen

w(z;) —u(x—1)

N %u’(xiq) = f(wi—1)

vilket leder till
’UJ(JCZ) ~ ’U,(Ii_l) + hf(l’z_l)
Vi berdknar nu en approximativ l6sning enligt

U(zo) = g
U(l‘i) = U(l‘i_l) + hf(l’z_l)

Genom att forbinda punkterna (z;,U(x;)) med réta linjer far vi en graf och funktionen U(x) blir
definierad ocksa mellan berékningsnoderna ;. Rita figur! Denna algoritm kallas Eulers metod.

Konvergens

Man kan visa att U(x) konvergerar mot en unik 18sning u(z) till (2) da antalet delintervall N — oo.
Beviset ar upplagt enligt samma princip som for bisektionsalgoritmen och fixpunktsiterationen.



Vi delar intervallet [a,b] med hjélp av halvering. Vi later n beteckna antalet halveringar,
antalet delintervall blir N = 2™, och for varje n far vi en approximativ 16sning U, (z):

n=1 N=2'=2 Uy

n=2 N=22=4 Uy

n=3 N=2=8 Us(x)

n=4, N=2'=16, Ux)

och sa vidare.

x)
z)

Beviset gar sedan enligt foljande.
1. Algoritmen Eulers metod ger en foljd av approximativa losningar {U, (x)}2 .

2. Vi visar att Uy, (z) ar en Cauchy-f6ljd, dvs Uy, (z) — Up(z) — 0 da m,n — oo. Vi far alltsa
ett reellt tal (decimalutveckling) u(x) = limy,eo Uy, ().

3. Vi visar att u léser (2), dvs u dr deriverbar med v = f och u(a) = uq.
4. Vi visar att 16sningen till (2) dr unik. (Det har vi redan gjort ovan.)

Detta bevis ar ganska langt och lite for svart och vi néjer oss med att ndmna dessa steg.

Implementering i MATLAB

Detta ar latt programmera i MATLAB. Algoritmen &r foljande. Eftersom vi behéver bade z; och
U(x;) for att till exempel plotta funktionen sa maste algoritmen rikna ut dven noderna x;.

C . To =a
Initiera:
{ U(xo) = uq

while z; < b
uppdatera: { z; =x,_1+h
U(l‘l) = U(xi_l) + hf(l‘l_l)

I MATLAB kan index inte borja med 0, sa att till exempel initieringen av x skrivs x(1)=a. Likasa
maste U(x;) representeras av en vektor U med elementen U(i). Man kan inte skriva U(x(i)).

Ovning 1. Skriv ett program myprim.m med anropet [x,U]l=myprim(f,I,ua,h) som loser beg-
ynnelseviirdesproblemet (2). Du skall anvinda programskalet myprim.m. In- och ut-variablerna
forklaras i programskalet.

Testa programmet pa foljande. Los forst begynnelsevirdesproblemet analytiskt (dvs som en
formel med penna och papper). Plotta bade den analytiska losningen u och den approximativa
l6sningen U i samma figur. Anviind stort steg h, till exempel, h = 10~!, nir du forst skriver
programmet sa blir det littare att se vad som hinder. Tag sedan litet h, till exempel, h = 1073,

u'(x) =2, x€]0,2],

u' () =22, x€l,4],

®) u(1l) =3,
u'(x) = cos(2z), x € [0,7],

(c) u(0) =0,



u'(z)=1/z, =z €]l,10],

Obs att naturliga logarimen In(x) heter log(x) i MATLAB. O

Vi far en noggrannare approximation om vi utgar fran

w(z;) —u(x—1)
h

~u () = f(&:), &= (z;+x-1)/2,
vilket leder till
’LL(iL’Z) ~ u(xi,l) -+ hf(i’lfl)

Vi berdknar nu en approximativ l6sning enligt

U(zo) = uq

Denna algoritm kallas mittpunktsmetoden.

Ovning 2. Modifiera programmet myprim.m sa att det anvénder mittpunktsmetoden istéllet.
Prova med samma exempel som ovan.
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