TMV035 Analysis and Linear Algebra B

Ordinara differentialekvationer 2

1.1 Exponentialfunktionen
Vi erinrar oss att exponentialfunktionen uppfyller
Dexp(x) = exp(x), exp(0)=1.
Det betyder att u(x) = exp(z) dr 16sning till begynnelsevirdesproblemet
u'(z) =u(x), z€]0,b] (b>0)
u(0) = 1.
Man kan visa att 16sningen till detta problem &r unik (vi aterkommer till detta)
sa att u(xz) = exp(z) ar den enda losningen. Vi ska anvinda detta begynnel-
sevérdesproblem for att konstruera u(z) = exp(z) f6r z > 0. Fér x < 0 kan vi
sedan definiera exp(z) = 1/ exp(—zx).
Mer allmént kan vi betrakta begynnelsvardesproblemet
u'(z) = cu(x), = €10,b]
u(0) = up.
Det ar 1att kolla att 16sningen ar u(z) = ug exp(cz). Notera att u ar vixande

om ¢ > 0, avtagande om ¢ < 0 och konstant om ¢ = 0.

Annu mer allmiint kan vi betrakta
u'(z) = cu(z), =z € la,b]
(1)

u(a) = uq.

Det ar latt kolla att 1osningen ar u(z) = u, exp(c(x — a)).
Vi konstruerar 16sningen till (1) med hjélp av Eulers metod. Vi bérjar med
att dela in intervallet [a,b] i N stycken delintervall av langden h = (b — a)/N:

a=20< 1 <Te< ..o 1 << - <axny_1<zTN=b,
zi=a+hi, h=(b—a)/N =x; —z;_1.
Sedan utgar vi fran approximationen

u(x;) — u(zi—1)

- ~u'(x;_1) = cu(w;_1),

vilket leder till

w(x;) = u(ri—1) + hew(xi—1).
Vi beraknar nu en approximativ 16sning enligt

U(zo) = tq

U(z;) =U(xzi—1) + heU(zi—1).

Genom att forbinda punkterna (x;,U(x;)) med réta linjer far vi en graf och
funktionen U(z) blir definierad ocksa mellan berékningsnoderna x;.



Konvergens

Man kan visa att U(x) konvergerar mot en unik losning w(z) till (1) da an-
talet delintervall N — oo. Beviset ar upplagt enligt samma princip som for
bisektionsalgoritmen och fixpunktsiterationen.

Vi delar intervallet [a,b] med hjalp av halvering. Vi later n beteckna an-
talet halveringar, antalet delintervall blir N = 2™ och fér varje n far vi en
approximativ 16sning U, (z):

n=1 N=2'=2U(z)
n=2 N=2=4 Uy(x)
n=3 N=2°=8, Us(z)
n=4, N=2"=16, U,(x)
och sa vidare.

Beviset gar sedan enligt foljande.
1. Algoritmen Eulers metod ger en {6ljd av approximativa 16sningar {U, (2)}52 ;.

2. Vi visar att U, (z) ar en Cauchy-foljd, dvs U, (x) — Uy, (z) — 0 d&a m,n —
oo. Vi far alltsa ett reellt tal (decimalutveckling) u(z) = lim,—, o0 Up ().

3. Vi visar att u loser (1), dvs u &r deriverbar med «' = cu och u(a) = u,.
4. Vi visar att l6sningen till (1) &r unik.

Detta bevis &r ganska langt och lite for svart och vi néjer oss med att namna
dessa steg. Vi har nu konstruerat en ny funktion u(z) som kallas exp(z).

Implementering i MATLAB

Algoritmen ar

. To = a
initiera:
{ U(xg) = uq

while x; < b
uppdatera: ¢ x; =x;,—1 +h
U('xl) = U(xi—l) + hCU(l'i_l).

6vning 1. Skriv ett program myexp.m med anropet [x,U]=myexp(c,I,ua,h)
som loser begynnelsevirdesproblemet (1). Du skall anvénda programskalet
myexp.m.

Borja med ¢ = 1, I = [0,1], u, = 1. Plotta bade den analytiska 16sningen
w och den approximativa 16sningen U i samma figur. Anvand stort steg h, till
exempel, h = 107!, niir du férst skriver programmet sa blir det littare att se vad
som hiinder. Tag sedan litet A, till exempel, h = 1073, Obs att MATLABS exp



ar inte en exakt 16sning, det &r ocksa en approximativ 16sning, dock berdknad
med hoég noggrannhet.

Plotta till sist flera 16sningar med olika virden pa ¢, positiva och negativa.

O

1.2 Trigonometriska funktioner
Vi vet att de trigonometriska funktionerna uppfyller
Dsin(t) = cos(t), D?sin(t) = —sin(t), sin(0) = 0,
D cos(t) = —sin(t), D?sin(t) = — cos(t), cos(0) = 1.

(Notera att vi nu gar 6ver till att skriva den oberoende variabeln som ¢ istéllet for
x. Anledningen till detta &r att den ofta &r tiden i ett begynnelsevirdesproblem.)
Det betyder att u(t) = sin(t) l6ser begynnelsevardesproblemet

u’(t) = —u(t), te][0,b], (b>0)
u(0) =0, v/(0) =1,
och att u(t) = cos(t) 16ser begynnelsevirdesproblemet
u’(t) = —u(t), te€][0,b], (b>0)
w(0) =1, ¥/(0) =0,
Mer allmént har vi
u’(t) = —cPu(t), te€0,b], (b>0)
u(0) = ug, v (0) = uy,
med losningen
u(t) = wup cos(ct) + “u sin(ct). (2)
c

Verifiera detta genom att derivera och genom att sétta in ¢ = 0!

Denna differentialekvation &r av andra ordningen. For att kunna anvanda
var algoritm skriver vi om den som ett system av tva differentialkevationer av
forsta ordningen. Vi infor tva nya variabler

/
wy =u, W2 =1Uu.
Vi deriverar
! /
wy; = U = wa,
" 2

/
wh =u" = —c*u = —ctw.

Begynnelsevillkoren blir wq(0) = wug, w2(0) = uy. Vi ser att wy och we 16ser
begynnelsevardesproblemet

wll = wa, U}l(o) = Uo,
wh = —c*wy, wa(0) = uy.



Vi skriver detta pa matrisform:

] =f =Ll =L ] fan]-[2)

Med beteckningarna

far vi slutligen
w'(t) = Aw(t), t€]0,b],

w(0) = wy.

Var algoritm (Eulers metod) blir nu

. to =10
initiera:
W(to) = Wo

while t; < b

uppdatera: ¢ t; =t;—1+h
W(t;) = W(ti_1) +hAW (t;_1).

Ovning 2. Skriv ett program mytrig.m med anropet [t,W]l=mytrig(c,I,w0,h)
som loser begynnelsevirdesproblemet (3). Du skall anvénda programskalet
mytrig.m.

I MATLAB sparas W (t;) som i:te kolonnen W(:,i) i matrisen W, den blir
av typ 2 X (N + 1). Matrisen skapas kolonnvis. Till exempel blir initieringen
W(:,1)=w0. Néar berdkningen &r klar bor du transponera matriserna t och W
bland annat for att plottning ska fungera smidigt.

0
nE
Det finns nu tva satt att plotta l6sningen.

Tag forst ¢ =1 och wy =

1. Vi kan plotta de tva ldsningskurvorna y = wi(t), y = wa(t) med kom-
mandot plot (t,W).

2. Vikan plotta we mot wy med kommandot plot (W(:,1),W(:,2)). Sadana
kurvor med olika begynnelsepunkter bildar ett fasportrdtt for differen-
tialekvationssystemet.

O

1.3 Hyperboliska funktioner

Vi vet att de hyperboliska funktionerna uppfyller
Dsinh(t) = cosh(t), D?sin(t) = sinh(t), sinh(0) =0,
D cosh(t) = sinh(t), D?sinh(t) = cosh(t), cosh(0) = 1.



Det betyder att bade w(t) = sinh(t) och u(t) = cosh(t) uppfyller differentialek-
vationen

u” (t) = u(t).

Ovning 3. Visa hur denna ckvation skrivs om till ett system av tva differen-
tialekvationer av forsta ordningen och hur vi far ett begynnelsevirdesproblem
av typen (3) fast med matrisen

0 1
A= 4
Gor motsvarande andring i programmet mytrig.m och anvand detta till att
plotta de tva kurvorna y = sinh(¢), y = cosh(t). O
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