TMV035 Analysis and Linear Algebra B!

Ordinara differentialekvationer 3

1.1 Allmant system av ODE
Vi har nu 16st differentialekvationer
u'(z) = f(z, u())
i nagra specialfall dér f bara beror av z (myprim.m):
u'(z) = f(x)

och bara beror av u (myexp.m):

och dven system av denna senare typ (mytrig.m):
uy(z) = uz(z),
uh(z) = —uq(x).

Vi ska nu behandla differentialekvationer dar f(x,u) &r en allmén funktion av bade x och w. Till
exempel,

W' (z) = —zu(z), z €[0,3]; u(0) =1,

med analytisk 16sning u(x) = exp(—x2/2). Verifiera detta! Hir ges alltsd f : R?> — R av
formeln f(z,s) = —xs. Nar vi sitter in i hogerledet av differentialekvationen ersétter vi den
andra variabeln s med s = u(x). Vi ska dven studera system av sadana ekvationer.

Vi kommer da till ett allmént system av n stycken differentialekvationer:

uy(t) = filt,ur(t), ... ,un(t), t€la,b,

u, (t) = fult,ur(t),...,un(t), tE€la,b,
tillsammans med lika manga begynnelsevillkor:

ui(a) = ug1

Un(a) = Ugn.
Vi skriver dessa pa matrisform:

Ul(t) Uql fl(t»ula”'vun)
ut)="1 |, w=| |, fltu)= : :
un(t) Uan fn(t7ula"'aun)

och far foéljande begynnelseviardesproblem
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For att 16sa detta anvénder vi samma algoritm som tidigare (Eulers metod). Vi bérjar med
att dela in intervallet [a,b] i N stycken delintervall av langden h = (b — a)/N:

a:t0<t1<t2<...ti_1<ti<~~~<tN_1<tN:b,
t; = a+ hi, h:(b—a)/NZti—ti_l.

Vi berdknar nu en approximativ 16sning enligt
U(to) = Ugq
U(ti) = U(ti—1) + hf(ti1, U(ti-1)).

Genom att forbinda punkterna (¢;, U(¢;)) med réata linjer far vi en graf och funktionen U(¢) blir
definierad ocksa mellan berikningsnoderna ¢;.

Implementering i MATLAB
Algoritmen &r
— lo=a
Initiera:
U(to) = Ugq
while t; < b

uppdatera:  t; =t;_1+h
U(t:) = Ulti—1) + hf(ti1, U(ti-1)).

6vning 1. Skriv ett program myode.m med anropet [t,U]=myode(f,I,ua,h) som loser begyn-
nelsevirdesproblemet (1). Du skall anvinda programskalet myode.m. Programmet blir en enkel
modifikation av ditt tidigare program mytrig.m.

Prova programmet pa foljande begynnelseviardesproblem. For varje exempel maste du skriva
en funktionsfil av typen

function y=funk(t,u)

Plotta den numeriska 16sningen tillsammans med den analytiska losningen.

(@ {u'(nc):3027 r € [1,3],

u'(z) = —zu(z), z€][0,3],
(@) { u(0) = 1.

analytisk 16sning: u(z) = exp(—z?/2)



Facit

function y=funka(t,u)
y=t~2;
>> [x,U]l=myode(@funka, [1,3],1,1e-3)

function y=funkb(t,u)
y=u;
>> [t,U]=myode(@funkb, [0,2],1,1e-3)

function y=funkc(t,u)

A=[0 1;-1 0];

y=Axu;

>> [t,U]l=myode(@funkc, [0,3],[0;1],1e-3)

function y=funkd(t,u)
y=-t*u;
>> [x,U]=myode(@funkd, [0,3],1,1e-3)

1.2 Populationsdynamik

Vi betraktar population av bytesdjur (kaniner) som lever tillsammans med en population rovdjur
(révar). Lat uy(t) respektive us(t) beteckna antalet kaniner respektive révar vid tiden t. En enkel
matematisk modell f6r populationernas utveckling ges av Volterra-Lotka-ekvationerna:

uy (t) = auq(t) — buq (t)ua(t)
uh(t) = —cua(t) + duy (t)us(t)

(2)

Koefficienterna a, b, ¢, d &r positiva. Termen au; (t) representerar netto-fodelse-dodstalet i en ensam
kaninpopulation. Termen —cug(t) 4r motsvarande for rédvarna. Termen —bug(t)us &r antalet
kaniner som blir uppétna per tidsenhet. Termen duj(t)us(t) dr antalet rdvar per tidsenhet som
Overlever pa grund av tillgang pa foda.

Observera teckenkombinationen i ekvationerna. Vad blir 16sningen om populationerna &r en-
samma (b=d=0)?

Lé&s Volterra-Lotka-ekvationerna med ditt program myode.m. Lampliga virden ar a = .5,b =
l,e=.2,d=1.

Facit

Med b = d = 0 far vi u1 (t) = uo1 exp(at), ua(t) = ug2 exp(—ct), dvs kaninpopulationen exploderar
och révarna doér ut.
MATLAB funktionsfil:

function y=volterra(t,u)
a=.5; b=1; c=.2; d=1;
y=zeros(2,1);

y(1)= axu(1)-b*xu(1)*u(2);
y(2)=-c*u(2)+d*xu(1)*u(2);

MATLAB kommandon:

>> [t,Ul=myode(@volterra, [0 50],[.5;.3],1e-2);
>> figure(1)

>> plot(t,U)

>> figure(2)

>> plot(U(:,1),U(:,2))



