5 Kontinuerliga stokastiska variabler

Ex: X ar livslangden av en glodlampa. Utfallsrummet &r S = {x : 2 > 0}. X
kan anta Gverupprakneligt odndligt manga olika varden. X &ar en kontinuerlig
stokastisk variabel.

Definition: X ar en kontinuerlig stokastisk variabel om det finns en ickenegativ
funktion f, som é&r definierad for alla x € (—o0,0), sadan att for vilken som
helst mangd B C R

P(X € B) :/ f@)de.
B
Funktionen f kallas tathetsfunktionen (density function) av X.

Ex.1a: X ar en kontinuerlig stokastisk variabel med téathetsfunktionen

c(dr —22%), 0<zx <2

J(z) = { 0 annars

a) Vad maste virdet av ¢ vara?

b) Berdkna P(X > 1).

Ex.1c: Livslangden X av en radioror ar en stokastisk variabel med tathetsfunktionen

0, <100
f(x)_{ 19 5> 100

Hur stor ar sannolikheten att exakt tva av fem sadana ror maste bytas under de
forsta 150 timmarna, som radion ar pa? Anta att hdndelserna F; = det i-te roret
maste bytas, i = 1,2, ..., 5, ar oberoende.

Fordelningsfunktionen av den stokastiska variabeln X &r

Fla) = P(X < a) = P(X € (—00,a]) = / @) da.

— 00

Tathetsfunktionen ar derivatan av férdelningsfunktionen, dvs. F'(a) = f(a).
5.2 Vantevardet och variansen av en kontinuerlig stokastisk variabel

I kontinuerliga fallet ar vantevardet av X

Ex.2a: Vad ar vantevardet av den stokastiska variabeln X, som har tathetsfunktionen

2¢, 0<z<1 o

f(z) = { 0 annars



Ex: Lat X vara en stokastisk variabel med tathetsfunktionen
1, 0<z<1
flz) = { 0 annars
Vad ar vantevardet av E[X?]?

Proposition 2.1: Om X &r en kontinuerlig variabel med téathetsfunktionen f(x),
da for vilken som helst funktion g (g(z) € R)

Bly(X)) = [ g(@)f(2) da.

For att visa propositionen behéver man den foljande lemman

Lemma 2.1: For en icke-negativ stokastisk variabel Y

E[Y] :/ P(Y > y)dy.

— 00

Ex.2c: En pinne av lingd 1m &r bruten i tva bitar. Punkten U, dar pinnen
dr bruten, har likformig fordelning pa intervallet (0,1), dvs. att fy(u) = 1, om
x € (0,1), och fy(u) = 0 annars. Vad ar den férvantade langden av den delen av
pinnen som innehaller en viss punkt p?

Foljdsats 2.1: Om a och b ar konstanter, da ar

EjaX +b] =aE[X]+ b

Variansen av en kontinuerlig stokastisk variabel definieras pa samma satt som i
diskreta fallet, dvs. att

Var(X) = E[(X — E[X])] = E[X?] — (E[X])*

Obs! Var(aX + b) = a?*Var(X) (som i diskreta fallet).
5.3 Likformig fordelning

En stokastisk variabel har likformig fordelning pa intervallet («, 3) om den har
tathetsfunktionen

L a<z<p

f(x) - { gia annars

Man skriver X ~ Lik(c, ). Véantevirdet av X &r (o + () och variansen &r

158 — ).



Fordelningsfunktionen av Lik(«, ) ar

0, <«
F(z) = z:z, a<r<f
1 x> 3

Ex. 3c: Bussar kommer till en hallplats varje 15 minuter f.o.m. kI 7:00. Om en
passagerare kommer till hallplatsen vid en tid som ar likformigt fordelad mellan
7:00 och 7:30, vad ar sannolikheten att hon vantar

a) mindre &n 5 minuter?

b) léngre d4n 10 minuter?

5.4 Normalfordelning

Definition: Om den stokastiska variabeln X har tathetsfunktionen

1 (x— p)?
f(x) TP ( 52 : 00 < x < 00,

dar p och o ar givna storheter (o > 0), har X en normalférdelning med para-
metrar u (vantevirde) och o2 (varians), X ~ N(u,0?).

Om X ~ N(u,0?), da ar
aX + B~ N(ap+ B,a0?).
Speciellt ar

X —p
g

7 —

~ N(0,1).
Man sager att Z har den standardiserade normalfordelningen.

Ex.4d: Pa en rattegang vittnar en expert att langden av graviditeten &r approxi-
mativt normalfordelad med parametrar p = 270 och ¢* = 100. En man (som
bekyller sin fru) kan bevisa att han var utomlands under en period som borjade
290 dagar och slutade 240 dagar innan forlossningen. Om mannen &ar fadern
(vilket han inte tror pa), vad ar sannolikheten att moderns graviditet skulle ha
varit valdigt lang (langre an 290 dagar) eller véaldigt kort (mindre &n 240 dagar)?



5.5 Exponentialfordelningen

En kontinuerlig stokastisk variabel dess tathetsfunktion ar

e M x>0

f(z) = { 0 ’ annars

for nagon A > 0 &r en exponentialfordelad med parameter A\, X ~ Exzp()).

Vantevardet av X ar % och variansen %
Ex.5b: Anta att langden av ett telefonsamtal (i minuter) ar exponentialfordelad

med parameter A = 1—10. Om nagon kommer just innan dig till en telefonkiosk,

vad ar sannolikheten att du maste vanta
a) mer an 10 minuter?

b) mellan 10 och 20 minuter?

Glomske-egenskapen av exponentialfordelningen: Lat X ~ Exp(\). Da ar

P(X >s+tX >t)=P(X >s) for varje s,t > 0.

Ex.5d: Anta att antalet kilometer man kan kora en bil innan batteriet ar slut
ar exponentialfordelat med genomsnitt 10,000km. Om man onskar att kora
5,000km, hur stor ar sannolikheten att man inte behover byta batteriet un-
der resan? Vad kan man sdga om sannolikheten om man inte antar exponen-
tialfordelningen?

5.6 Andra kontinuerliga fordelningar

5.6.1 Gammafordelning

En stokastisk variabel har en gammafirdelning med parametrar (o, A), A > 0,
a > 0, om dess tathetsfunktion ar

{% 23>0

0 <0’
dar gammafunktionen I'(«) definieras
MNa) = / e Yy ldy.
0

Man skriver X ~ Gamma(a, ). Vantevérdet av X dr § och variansen {3.



5.7 Fordelning av en funktion av en stokastisk variabel

Man kanner till férdelningen fér X och skulle vilja harleda fordelningen for nagon
funktion av X, ¢g(X).

Ex.7a: Lat X ~ Lik(0,2) och Y = X?. Vad ar fordelningen for Y?

Sats 7.1: Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktionen
fx. Anta att g ar en stringt monoton (véxande eller avtagande), deriverbar (och
kontinuerlig) funktion av X. Da &r tathetsfunktionen av Y = g(X)

| Ix(gTW)IEe W), om y = g(x) for nagon x
fr(y) = { 0 w om y # g(z) for varje

I

dar g7!(y) ar definierad sa att den ar lika med vérdet av z sadant att g(z) = y.

Ex.7d: Lat X vara en ickenegativ stokastisk variabel med tathetsfunktionen f
och Y = X". Vad ar fy?



