6. Flerdimensionella stokastiska variabler
6.1 Simultana fordelningar

Den simultana fordelningsfunktionen av X och Y, vilka som helst tva stokastiska
variabler, definieras

F(a,b) = Fxy(a,b) =P(X <a,Y <b), —oo<a,b<oo.

Fordelningen for X och Y kan héarledas genom att anvinda den simultana fordelningen

ovan:
Fx(a) = limp_F(a,b) = F(a,o0)

och
Fy (b) = lim,_oF(a,b) = F(00,b).

F, och Fy ar de marginala fordelningsfunktionerna av X resp. Y.

Om X ovh Y ar diskreta, ar den simultana frekvensfunktionen av X och Y

p(z,y) = P(X =z,Y =y).

De marginala frekvensfunktionerna far man

px(z)=P(X =xz)= > plz,y)

y:p(z,y)>0

) =PY =y)= >  plxy)

z:p(z,y)>0

Ex.1a: Det finns 3 roda, 4 vita och 5 blaa bollar i en urna. Tre bollar dras pa
mafa utan aterlaggning ur urnan. Lat

X = antalet roda bollar dragna

Y = antalet vita bollar dragna
Vad ér p(z,y)?

De stokastiska variablerna X och Y ar simultant kontinuerliga om det existerar
en funktion f(z,y), som &r definierad for alla x,y € R och som har egenskapen
att for varje mangd C' i R?

P((X,Y)e ()= //(a:,y)ec f(z,y) dx dy.

Funktionen f kallas den simultana tdathetsfuktionen av X och Y.



Om C ={(z,y):x € A,y € B}, da ar

P((X,Y)EO):P(XGA,YEB):/B/Af(x,y)d:rdy.

Obs! f(a,b) =

Om X och Y ar simultant kontinuerliga, da ar de ocksa individuelt kontinuerliga.
Tathetsfunktionerna av X och Y kan harledas genom att anvanda den simultana
tathetsfunktionen:

P(XeA)=P(X €AY e (— // a:yda:dy—/fx

aaabF (a,b), ndr de partiella derivatorna ar definierade.

dér fx(z) = [7, f(z,y) dy &r téthetsfunktionen for X. Pa samma sétt far man
att fy(y) = J25 f(x,y) de.

Ex.1c: Den simultana tathetsfunktionen av X och Y ar

2%, 0<x<00,0<y <00
flay) = { 0 annars '

Berakna
a) P(X >1,Y <1)
b) P(X <Y)
c) P(X <a)

Ex.1le: Den simultana tathetsfunktionen av X och Y ar
) = e~ )<z <o00,0<y< o0
Y=Y 0 annars ’
Vad ar tathetsfunktionen av %?

Den simultana tathetsfunktionen av n stokastiska variabler definieras pa ett
motsvarande séitt: Lat X, X5, ..., X, vara stokastiska variabler. Da &ar den
simultana fordelningsfunktionen av Xi, Xo, ..., X,

F(ay,ag,...,a,) = P(X1 < a1, Xy < ag, ..., X, < ay).

n stokastiska variabler dr simultant kontinuerliga om det finns en funktion f(xy, zo, ...

simultan tathetsfunktion, sadan att for vilken som helst C'i R”

P((X1,Xs,...,X,) € C) = // / f(z1, 29, ..., x,) dxy - - - day,
(z1,22,....zn)EC
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Dvs. att om man har n méangder i R, Ay, A,,..., A, da ar

P(Xl € Al,...,Xn € An) = /A .- /A f(l’l,l'g,...,l'n) dl’l .. dllﬁ'n

Ex.1f: (Multinomialférdelning; en av de viktigaste simultana fordelningarna)
Anta att man utfor en foljd av oberoende och identiska experiment och att vart

.
och ett av dem har r» mojliga utfall med resp. sannolikheter py, pa,..., pr, > p; = 1.
i=1

1=
Lat X; vara antalet experiment (bland de n) som resulterar utfallet i. Da &r

n!

P(Xl :nl>X2 :nZa---aXr:nr) = 1o | |p71“p32"'p;%7
nNyMagt - Nyt

dar ET: n; = n.
i=1
6.2 Oberoende stokastiska variabler

Tva stokastiska variabler X och Y ar oberoende om for vilka som helst tva
méangder A och Bi R

P(Xe€eAYeB)=P(X AP €B).
Dvs. att X och Y &r oberoende om héndelserna {X € A} och {Y € B} ar

oberoende.

Ovan ar ekvivalent med
P(X <a,Y<b)=PX <a)P(Y <b) foralla a,b,

och med
F(a,b) = Fx(a)Fy(b) foralla a,b.

Om X och Y éar diskreta stokastiska variabler, ar oberoendet av dem ekvivalent
med

p(z,y) = px(z)py(y) foralla z,y.

I kontinuerliga fallet ar oberoendet av X och Y ekvivalent med
f(xay) :fX(x)fY(y) for alla z,y.

Ex.2a: Anta att man utfor n + m oberoende forsok, vart och ett av vilka har
gemensam succésannolikhet p. Lat X vara antalet succéer bland de n forsta
forsoken och Y antalet succéer bland de m sista forsoken. Ar X och Y oberoende?
Om Z ar det totala antalet succéer bland de n + m forsoken, ar X (eller Y') och
Z oberoende?



Ex: Lat den simultana tathetsfunktionen av X och Y vara

[ 4x(1—-y), 0<z<l0<y<l1
flay) = { 0 annars

Ar X och Y oberoende?

Ex: Man tander tva nya glodlampor dess livslingder X och Y antas vara oberoende
och Exp(55) resp. Exp(s;) fordelade (enhet timmar). Hur stor ér sannolikheten
att bade tva lamporna slocknar innan de har anvands i 8 timmar?

Ex.2c: En man och en kvinna bestammer sig att triffas pa ett visst stalle.
Var och en av dem kommer oberoende av varandra vid en tid, som ar likformigt
fordelad mellan 12 och 13. Vad &ar sannolikheten att den som kommer forst maste
vanta langre dn 10 minuter?

Proposition 2.1: Kontinuerliga (diskreta) variabler X och Y &r oberoende omm
deras simultana téthetsfunktion (frekvensfunktion) kan skrivas

fxy (@, y) = h(r)g(y), —oo0<x<o00,—00<y< 0.

Ex.2f: Den simultana tathetsfunktionen av X och Y ar

) 24y, O0<r<],0<y<l0<z+y<l
f(z,y) _{ 0 annars '

Ar X och Y oberoende?

Oberoendet av fler an tva stokastiska variabler: X, Xs,..., X,, ar oberoende om
for alla mangder Aq, As,..., A, i R

P(X; €Ay, ... Xn€A) =]]P(X; € 4)

=1

eller om

n

P(X; <ay,..X, <a,) = HP(Xi < a;) for alla ay,aq, ..., a,.

i=1
En oandlig samling av stokastiska variabler ar oberoende om varje delsamling ar

oberoende.

Ex.2h: Lat X, Y och Z vara oberoende och Lik(0, 1)-férdelade stokastiska vari-
abler. Berdkna P(X >YZ7).



6.3 Summor av oberoende stokastiska variabler

Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler, som har tathetsfunktioner fx
resp. fy. Tathetsfunktionen av X 4+ Y ar

[e.o]

fX+Y(Cl) = /Oofx(a—y)fY(y) dy.

Ex.3a: Lat X och Y vara Lik(0,1)-fordelade. Vad &r téthetsfunktionen av
X+Y?

Proposition 3.1: Lat X och Y vara oberoende gammafordelade stokastiska
variabler med resp. parametrar (s, A) och (¢,A). Da ar X + Y gammafoérdelad
med parametrar (s + ¢, \).

Lat X, Xs,..., X,, vara oberoende gammafordelade stokastiska variabler med
resp. parametrar (ti, A),..., (tn, A). Da ér X; + Xo + ... + X, ~ Gamma(Y t;, A).

i=1
Ex.3b: Lat Xi, X»,..., X, vara oberoende Exzp()\)-fordelade stokastiska variabler.
Da ar X1 + Xo + ... + X,, ~ Gamma(n, \).

Proposition 3.2: Lat X7, Xs,..., X,, vara oberoende normalférdelade stokastiska
variabler med resp. parametrar (u;,02), 1 =1,...,n. Da ar X; + Xo + ... + X, ~

Ex.3c: Ett basketbollag spelar 44 matcher, 26 av vilka ar mot A-lag och 18 mot
B-lag. Laget vinner var och en av matcherna mot ett A-lag med sannolikhet 0.4
och mot ett B-lag med sannolikhet 0.7. Resultaten av de olika matcherna antas
vara oberoende. Approximera sannolikheten att

a) laget vinner minst 25 av matcherna.

b) laget vinner fler matcher mot A-lagen &n mot B-lagen.

Ex.3e: Lat X och Y vara oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler med
resp. parametrar A\; och \,. Hitta fordelningen for X + Y.

Ex.3f: Lat X och Y vara oberoende binomialférdelade stokastiska variabler med
resp. parametrar (n,p) och (m,p). Hitta fordelningen for X + Y.
6.4 Betingade fordelningar: diskreta fallet

Lat X och Y vara diskreta stokastiska variabler. Da &r den betingade frekvens-
funktionen av X givet Y =y

PX=zY=y) pxy(zy)
PY =y) py (y)

pxpy(zly) = P(X =z]Y =y) =



for y for vilka py(y) > 0. Pa motsvarande sitt definierar man den betingade
fordelningsfunktionen av X givet Y =y, dvs.

Fxy(zly) = P(X <z|Y =y) =Y pxy(aly).

a<lx

Obs! Om X och Y ar oberoende, da &r

pxy(z,y) _ px(@)py(y)

py(y) wly) px(z).

pX\Y($|y) =

Ex.4b: Lat X ~ Pois(A\;) och Y ~ Pois(A\y) vara oberoende. Hérleda den
betingade fordelningen av X givet X +Y = n.

6.5 Betingade fordelningar: kontinuerliga fallet

Lat f(z,y) vara den simultana tédthetsfunktionen av kontinuerliga stokastiska
variabler X och Y. Da &r den betingade tathetsfunktionen av X givet Y =y

o fX,Y(l",?/)
fX|Y('r|y) - fY(y)

for y for vilka fy (y) > 0.

Om X och Y ar simultant kontinuerliga, da ar for vilken A € R som helst
PIX €AY =y) = [ fav(aly) do.

Om A = (—o0,a], kan man definiera den betingade fordelningsfunktionen av X
givet Y =y

Fxiv(aly) = P(X < aY =y) = [ fxy(aly) da.

Ex.5b: Den simultana tathetsfunktionen av X och Y ar

e~ z/Ye—y

£ O<r<oo,0<y <
e ={ o e
annars

Hitta P(X > 1Y =y).
Obs! Om X och Y é&r oberoende, da &r

 Ixy(@y)  fx(@)fr(y)
Levlely) ==y = TR




6.6 Ordningsstatistikor

Lat X1, Xs,..., X, vara oberoende likafordelade kontinuerliga stokastiska variabler
med gemensam tathetsfunktion f och fordelningsfunktion F'. Man definierar
X(@1) = minst av Xy, Xs,..., X,
X(2) = andra minst av Xy, Xo,..., X,

X(n) = storst av Xy, Xo,..., X
Da ar X(1) < X(g) < ... < X(,) och de kallas ordningsstatistikor som motsvarar
de stokastiska variablerna X, Xs,..., X,,.

Téthetsfunktionen av X,y = max{Xy,..., X, } ar

fx(n)<l‘) = nf(x)(F(w))nil

och téthetsfunktionen av Xy = min{Xy,..., X, } ér
Fx (@) =nf(2)(1 = F(z))"

Ex: Lat X; och X, vara oberoende Lik(0, 1)-fordelade stokastiska variabler. Vad
ar vantevardet av maz{ Xy, Xa} och min{X;, X»}?



