8. Gransvardessatser
8.2 Chebyshevs olikhet och den svaga stora talens lag

Proposition 2.1 (Markovs olikhet): Om X &r en stokastisk variabel som antar
bara ickenegativa véarden, ar for vilken a > 0 som helst
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Proposition 2.2 (Chebyshevs olikhet): Om X &r en stokastisk variabel med
vantevirdet u < oo och variansen 02 < oo, da ar for vilken k > 0 som helst
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Ex.2a: Anta att antalet produkter som tillverkas av en fabrik under en vecka &r
en stokastisk variabel med vantevardet 50.

a) Vad kan man siiga om sannolikheten att antalet produkter som tillverkas
denna vecka kommer att bli storre an 757

b) Anta att variansen av antalet produkter dr 25. Vad kan man siga om
sannolikheten att antalet produkter som tillverkas denna vecka kommer att
bli mellan 40 och 607

Sats 2.1 (den svaga stora talens lag): Lat X;, Xs,... vara en f6ljd av oberoende
och likafordelade stokastiska variabler med E[X;] = u < 0o, i = 1,2.... Da &r for
vilken som helst € > 0
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da n — oo.
8.3 Centrala gransvardessatsen

Sats 3.1 (centrala gransvirdessatsen): Lat X, Xs,... vara en f6ljd av oberoende
och likafordelade stokastiska variabler med E[X;] = p och Var(X;) = ¢?%, i =
1,2, ... Da konvergerar fordelningen av

X1+ ...+ X, —nu
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till N(0,1) da n — oo. Dvs. att for —oo < a < 0o och da n — oo
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Lemma 3.1: Lat Z;, Z,,... vara en foljd av stokastiska variabler som har
fordelningsfunktioner F, och momentgenererande funktioner M, , n > 1. Lat
Z vara en stokastisk variabel med fordelningsfunktionen F; och momentgenere-
rande funktionen My. Om My, (t) — Mz(t) for varje ¢, da Fy, (t) — Fz(t) for
varje t, dar Fz(t) ar kontinuerlig.

Ex: Lat Xj,..., X vara oberoende stokastiska variabler fran Lik(0,1) och S =
20

> Xi. Approximativt fordelning for S?

k=1

Ex.3a: En astronom vill méta (i ljusar) avstandet mellan sitt observatorium och
en viss stjarna. Han vet att varje gang han mater avstandet far han inte avstandet
exakt men en skattning for det. Darfor mater astronomen avstandet manga
ganger och anvander medelvardet av sina matningar som en definiv skattning for
avstandet. Han antar att varden av métningarna ar oberoende och likaférdelade
stokastiska variabler, som har vantevérdet d (det riktiga avstandet i ljusar) och
variansen 4. Hur manga matningar behover han for att hans skattning skulle
vara inom 40.5 ljusar fran det riktiga avstandet d.

Ex.3b: Antal studenter som léser en viss kurs ar en Poisson(100)-férdelad
stokastisk variabel. Léraren som har kursen har bestamt sig att ha en grupp
om antalet studenter ar mindre eller lika med 120 och tva grupper om antalet ar
storre an 120. Hur stor ar sannolikheten att tva grupper behovs?

Ett specialfall: DeMoivre-Laplace griansvirdessats (Kapitel 5.4.1 Nor-
malapproximation for binomialférdelningen)

Om §,, ar antalet succéer, nar n oberoende forsok med succésannolikheten p,
utfors, da for vilka a < b som helst ar
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dan — oo. ® ar fordelningsfunktionen av den standardiserade normalférdelningen.

Ex.4f: Lat X vara antalet klaver nir man singlar en (symmetrisk) slant 40
ganger. Da ar X ~ Bin(40,0.5). Approximera sannolikheten att X = 20.



Sats 3.2 (centrala grinsvirdessatsen for oberoende stokastiska variabler): Lat
X1, Xs,... vara en foljd av oberoende stokastiska variabler med resp. vantevarden
wi = E[X;] och variansen o? = Var(X;). Om P(|X;| < M) = 1 for varje i och

x 2 O e
>, 0] =00, da ar
i=1

da n — oo.
8.4 Starka stora talens lag

Sats 4.1 (starka stora talens lag): Lat X, Xs,... vara en {6ljd av oberoende och
likafordelade stokastiska variabler med det gemensamma vantevérdet u < oo. Da

ar med sannolikhet 1
X+ ...+ X,

n

— p

da n — oo.



