11 Enkel linjar regression

Man &r intresserad av om det finns linjart samband mellan tva variabler. Till
exempel man vill hitta en metod som beskriver temperaturen av havsvattnet.
Man vet att temperaturen beror pa djupheten. Da har man tva variabler, djuphet
X och temperatur Y. Man vill beskriva temperaturen i olika (exakta) djuphets-
nivaer, dvs. att man fixerar X = x och maéter Y. Da varierar Y fortfarande
beroende pa andra faktorer. Man har en betingad stokastisk variabel Y|z (Y
givet att X = z), dess vintevirde betecknas av jiy|, och som ar en funktion av
x.

Grafen av den funktionen (py |, som en funktion av z) kallas en regressions-
kurva av Y pa z. Y kallas en responsvariabel eller beroende variabel och
X en prediktor eller oberoende variable.

Problemet ar nu att skatta uy |, nar vardena w1, xy, ..., z, ar fixerade. Hur véljer
man dessa viarden?

1) Man kan fixera zi, s, ..., T, forst (preselected); kontrollerad studie.

2) Man kan inte alltid fixera vérdena pa forhand och maste anvéinda de virdena
som finns; observationsstudie.

I bade fall blir stickprovet (z1, Yi|x1), (2, Ya|z2), ..., (Tn, Yn|Zn)-

11.1 Model och parameterskattning

Man tar bara linjar regression, dvs. att sambandet mellan Y och X éar linjart.
Man kan skriva att

MHy|z = Bo + Brx.

For att fa en skattning for linjen, maste man skatta 5y och ;. Man antar att X
ar méatt utan fel och att Y &r stokastisk. Lat E; vara skillnaden mellan Y|z; och
dess vantevarde pys;, dvs. att

Ei =Y|2; — piy|a;-

Da far man att
Y{z; = My|z; + Ei = Bo + Bizi + E;.

Man antar att E;, som ar stokastisk, har vantevirde noll. Ofta skriver man bara
Yi = Bo + Bz + By

Modellen ovan kallas en enkel linjar regressionsmodel.



Nér man har en regressionsproblem, plottar man forst viardena z, y (scattergram).
Om punkterna har en linjar trend, ar linjar regression lamplig. Sedan skattar man
Bo och By fran data. Lat skattningarna vara by resp. b;. Man kan sedan skriva

ﬂy|z = b() + bliE.
Punkterna kommer inte att ligga exakt pa linjen och darfor skriver man
yi = b + biz; + e,

dar e; kallas residualen (avstandet mellan punkten och den skattade regressions-
linjen).

Man kan anvénda en sa-kallad minstakvadratsmetoden (method of least squares)
for att skatta By och B;. Man vill hitta den linjen som passar bast for data: Man
valjer by och by sadana att de minimerar kvadratsumman av residualerna

SSE = Zef = Z(yz — (bo + b1$i))2.
i=1 =1

by och b; hittar man genom att derivera SSE m.a.p. by och b;. Man far att

b — N LY — 2 Ti ). Y
' ny xi — (X ;)?

och
b() =Y — blﬂ?.

Ex.11.1.1: Fuktigheten paverkar evaporation och darfér paverkas 16sningsbalan-
sen av vattenreducerbara firg av fuktigheten under sprutning (malning). Man
studerar sambandet mellan fuktigheten X och omfattningen av evaporation Y.
Studien hjilper malarna att justera sina verktyg. (Data: n = 25, Y z;y; =
11824.44, 3" z; = 1314.90, Y y; = 235.70 och Y 22 = 76308.53).

11.2 Egenskaper av skattningar ﬁo och Bl
Den linjara regressionsmodellen kan skrivas

Y = Bo + Bz + E;,

dar E; ar en stokastisk variabel med vantevarde noll. For att kunna sdga nagonting
av egenskaperna av By = Bo och By = /3’1, maste man anta nagon fordelning for
E;. Vanligen antar man att Fy, Es, ..., E, ar ett stickprov fran normalférdelningen
med vintevirdet noll och variansen o2. D4 ir Y;-erna oberoende och normalfordelade



med resp. vantevarden [y + 31x; och variansen o2. Dvs. att Yj-erna kan ha olika
vantevarden men variansen ar samma for varje Y;.

Man kan visa att By och B; ar normalfordelade

> a?
By~ N (50,0 m)

och
9
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Genom att anvinda dessa fordelningar, kan man intervallskatta By och B; och
testa hypoteser angaende dem.

B1 ~ N (,61,

Ofta kinner man inte variansen o2 och den maste skattas. Man anvinder

X (Y: = (Bo + Bizi))?

02 =38%=
n—2
som en vantevirdesriktig skattning for o2.
Nu ar t.ex. statistikan
By = B
S/ (i — 7)?

T, _o-fordelad och den kan anvindas for att hitta konfidensintervall for ; och
testa hypoteser angaende ;. Man kan till exempel testa nollhypotesen
Hy : 5, = 0 mot en av alternativen Hy : 8, > 0, Hy : 51 < 0 eller Hy : 3; # 0.

11.5 Residualanalys

Residualen
e =y — (bo +b12;) = yi — Ui

ar skillnaden mellan observationen y; och dess skattade viarde. Man kan anvianda
residualer for att sidga om den linjara regressionsmodellen ar en lidmplig model
och for att kolla att modelantaganden géller. Nar man plottar (z;,e;), far man
en residualgraf. Den visar om

1) véntevirdet av F; ar noll (punkterna borde vara omkring z = 0).

2) variansen ar konstant (punkterna sprider sig lika mycket med alla vérden
av )

3) den linjira modellen inte &r bra



4) det finns hal i dataméngden.

11.6 Korrelation
Bade X och Y ar stokastiska. Finns det ett linjart samband mellan dem?

Korrelationen mellan X och Y definieras
Cov(X,Y)
p= )
\/Var (X)War(Y)

dir Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)] = E[XY] — pxpy.

For att skatta p anvander man foljande skattningar

N 1 _ S
X)=-Y(X; - X)? = 22
Var(X) = = ¥ (X, - X)* = =,
- 1 _ S
V)=-Y(Vi-V)?="%
Var(v) = = S(; - V) = 2,
och . g
Cov(X,Y) = S (K= X)(Yi - V) =
Da blir s
p=R= 2y
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vilket kallas Pearsons korrelationskoefficient. Man kan rakna det
N TilYi — 2 Ti 2. Vi
JnXa? — (Cz)) Xy — (S u)?)

r =

Ex.11.6.1: Man vill mata nitratkoncentrationen av vattnet i en sjo. Man har
tidigare anvant ett manuellt matningsystem men nu finns det en automatiserad
metod. Om korrelationen mellan de tva metoderna ar stark (och positiv), borjar
man anvianda den nya automatiserade metoden. (Data: n = 10, > x; = 2405,
Sy = 2503, Y x2 = 900.775, 3" y? = 919.489, och Y z;y; = 902.475)



