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Vad ar ett multiskal/multifysik problem?

Flode | por 0sa medier: Oljereservoarsimulering.

I\/Ilkroelektromekanlska system Elektrohfhlkrosk ap.

sUIMm
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Oversikt

* Modellproblem, svag form

* Finita elementmetoden

* Feluppskattningar, konvergens, adaptivitet
* Multifysikproblem: Joule heating

* Multiskalproblem: Oljereservoarsimulering
* Sammanfattning
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Modellproblem

Poisson’s ekvation.  Lat Q ¢ R? vara ett berakningsomrade
med rand 9, och lat 0 < o < a < 3 vara begransad och

f € L?(Q). Vi soker u som loser
—V-aVu=Ff iQ, u=0paod.

Svag form.  Efter multiplikation med en testfunktion
veV={ve L*(Q): Vve L?*(Q2)?* och tr(v) = 0}, integration [,
och Green’s formel far vi: Hitta v € V sadant att

(aVu,Vv) = /

aVu-Vvda::/fvda::(f,v) forallav e V.
Q Q

Existens och entydighet ges av Lax-Milgrams sats, dessutom
ul|z2(q) + [|Vul| L2y < C. Hogre regularitet = mer antaganden.
L2(Q) = {v: [,,v?dx < oo} och ||v]| L2y = (fiy v2da)"/?

Docentforelasning, Uppsala universitet, 1:a december 2010 — p. 4/33



Finita elementapproximation av den svaga losningen

* Delain 2 (eller en approximation av ) i element 7 = {7},
tex simplexer 2 = Ur.

* Konstruera ett rum att styckvisa polynom
Vi = {v e C(Q) : v|, polynom} sadant att V,, C V
(diskontinuerliga element kan aven anvands).

* Hitta u;, € V;, sadant att

(aVup,Vv) = (f,v) forallav e Vy.
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Linjart ekvationssystem
Vi later {¢;}"_, vara bas for V), sadan att ¢;(x;) = 0;;. Givet
Aij = (aV5, V) bj = (f, &)
har vi Ady, = bdar up, =" | @ .

A ar symmetrisk och positivt definit vilket ger existens av
losning. Systemet I0ses tex med algebraisk multigrid.
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A priori feluppskattning

Vi har V, C V och
(aVu,Vv) = (f,v), forallav eV

(aVuyp, Vv) = (f,v), forallav € Vy,

alltsa, (aV(u — uy), Vov) = 0 for alla v € V.

IVaV (u —up)||72(0) = (@V(u —up), V(u —up))
= (aV(u — up), V(u — v))

< VeV (u = un)| r2@)|VaV(u — v)| L2

Interpolationsuppskattning ger for A, = diam(7) och a < p
V@V (u = up) | 2(0) = min [v/aV (u = )|l 2o

< IVaV (u— )| rzq) < C Y h2[|D* |2y
TeT
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A posteriori feluppskattning och adaptivitet

Feluppskattning i termer av den berdknade Idsningen:

h,
IVaV (u —up)||72(9)< CZTéleerV'avuhH%%Tﬁ?H [n'avuh]\’%z(aTD
TE

—- CZPT<uh)2

Adaptivitet.

Skapa en diskretisering 7 av (2.
Konstruera finita elementrummet V,.
Berakna wuy,.

Berdkna elementindikatorerna p., (up,).

Forfina de element med stor felindikator, ga till andra steget
eller stanna, om felet ar nog litet.
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Numeriskt exempel

Lat Q ¢ R? vara ett L-format omrdde ocha = f =1,

~Au=1 iQ, wu=0paodN.

Antal noder 858
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* |natgaende horn sanker regulariteten.
* Vi anvander linjara kontinuerliga basfunktioner p = 1.

* Vilater h = 0.08 och anvander den adaptiva algoritmen med
20% forfining i varje iteration (totalt 3 iterationer).
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Adaptivitet

Antal noder 858 Antal noder 1641
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Adaptivitet

Felet i energinorm ||V (u — up,)||12(q) vid adaptiv (réd) och
uniform (bla) natférfining.

Fel i energinorm

10

Antal noder

Optimal ordning (p = 1) aterfas.
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Sammanfattning sa har langt

Existens och regularitet

Geometri och diskretisering

Finita elementmetoden och l6sare

A priori feluppskattning och konvergens

g = W0 N =

A posteriori feluppskattning och adaptivitet

* Fix och Strang, An analysis of the finite element method,
1973.

* Babuska och Reinboldt, Error estimates for adaptive finite
element computations, 1978.

* Verfiurth, A review of a posteriori error estimation and
adaptive mesh refinement techniques, 1996.
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Multifysik: mikroelektromekaniska system

"Joule heating” problemet.

—V - (oc(uw)Vo) =f, 1€, u = 0 pa of
—Au = o(u)|Veo]* i9Q, ¢ = 0 pa 0N

Déar ¢ ar elektrisk potential, » ar temperatur, 0 < a < o(-) < g ar
dielektrisitetskoefficient och |f| < ~ &r laddningstathet.
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Vilka utmaningar finns i detta problem?

Komplikationer:
* 3D och gj trivial geometri.
* |cke-linjart problem.
* System av tva partiella differentialekvationer.

* Potentiell Iag regularitet i hogerledet o (u)|V|?.

Existens och regularitet

Geometri och diskretisering

Finita elementmetoden och l6sare

A priori feluppskattning och konvergens

SISO

A posteriori feluppskattning och adaptivitet
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Existens och regularitet

Svag form.  Finn ¢,ucV={vc L?(Q) :Vvec L?*(Q)?, tr(v) = 0}
(c(u)Vo,Vv) = (f,v) (Vu, Vw) = (o(u)|Vé|]?,w), Yuv,w e V.

Existens. LatT(z),¢, € V uppfylla
(0(z)Ve, Vo) = (f,v) (VT(x), Vw) = (0(2)|Ve|*,w), Yo,w € V.

Lax-Milgram ger || T'(z)||z2(q) + || VT (2)||12(q) < C oberoende av
x, om |¢,| < C' for alla z, men det galler ty | f| < ~.

Man kan sen visa att T ar kontinuerlig, T'(z,) — T'(z) da

r, — x. Eftersom V ar kompakt inbaddad i L*(Q) ger
Schauder’s fixpunktsats existens av fixpunkt z = T'(z).

Men x = T'(x) medfor u = x € V och ¢ = ¢, € V svag ldsning.
Entydlighet ges dock e av detta resultat.
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Diskretisering och FEM

Lat V}, C V vara rummet av kontinuerliga styckvis linjara
basfunktioner. Hitta ¢, u;, € V), sadana att

(o(un)Von, Vo) = (f,v)
(Vup, Vw) = (fon, w)—(dno(up)Vén, Vw) VYo, w € V.

Existens av diskret I6sning fas genom Brouwer om Vi
* omformulerar hégerledet med produktregeln:

(0(W)|Ve[*,w) = (V- (¢0(w)V$)—¢V - 0(u)V,w) =
—(¢o(u) Ve, V) + (fo, w).

* garanterar ¢;, ar begransad oberoende av h (krav pa nat).
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Numeriskt exempel

GS iteration.  Givet «! hitta ¢!, u! € V), sddan att
(o(uy, )V, Vo) = (fv)
(Vut, Vw) = (fé¢,w) — (¢t o(ul Vel Vw), Vu,w € V.

Exempel. Lat f = 10zyze™ ((2-0.5)+(y=0.5)*+(:-0.5)°) och
o(u) = 0.05 + 222 (Z 4 arctan(%:2:22)).

0.05

T

Bilden visar ¢;, och u;, 8 x 8 x 8 delkuber | enhetskuben.
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Numeriskt exempel, konvergens/felanalys

Plot av relativt fel (mot ref I0sning med 128 x 128 x 128 element)
i energinorm (||V - ||
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Teoretiska resultat for felet:
1. Konvergens av fem l6sningen ¢y, u;, — ¢, u 1V visad.

2. A posteriori uppskattning endast for "snalla" o (pagaende
forskning).
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MEMS tillampningen

Lat o (u) = 0.5 + £2 (5 + arctan(%:2>))
[ =V (o(w)Vg) =0, iQ
—Au=o(u)|Veo]?, iQ
p=1padQp+ ¢=-1padQp- n-V¢=0annars
u=0padQp+ u=0paodQp- n-Vu=0annars

_/\

\

Holst et. al. Convergence analysis of finite element
approximations of the Joule heating problem in 3D, BIT 2010.
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Multiskal: oljereservoarsimulering

Vi sOker vattenkoncentration s tryck « och hastighetsfalt o
o —aA(s)Vu =0 —V.-0=q

s+o0-Vf(s)=0

dar a ar permeabilitet (bilden), A(s) = A, (s) + Ao (s) total
mobilitet (tex Ay, = s2/pw 0ch Ay = (1 — )2/ 10, dAr u &r

viskositet), ¢ kéllterm och f(s) = 225 .

: .- = L2 PR
2 P s, o _‘a"l E
w_ .., : . l‘;a - L -
i s - T R s L

IMPES (IMplicit Pressure, Explicit Saturation): Givet sg
0n — aX(Sp—1)Vu, =0

—V oy = q
Sp+0n - Vf(sn—1)=0.
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Vilka ar utmaningarna i tryckekvationen?

Vi har on — aX(Sp—1)Vu, =0
—V oy = q.

Likt modellproblemet —V - (aA(sp—1)Vu,) = ¢ men:
* a har finskalestruktur som ar svar att [6sa upp
* stort linjart ekvationssystem maste l6sas i varje tidssteg
* )\(s(x)) &ndras i varje tidssteg (vid vattenfronten).

Existens och regularitet (foljer direkt, for syst. Schauder)
Geometri och diskretisering (I allmanhet komplicerat)
Finita elementmetoden och I6sare (multigrid?, multiskal!)
A priori feluppskattning och konvergens

SN CERR DR

A posteriori feluppskattning och adaptivitet (om vi har tid)
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FE bas for problem p& mixad form (skippan, a := a\)

Pa svag form vill vi lI6sa: hitta o € V och « € VW sadana att

(la,v) + (u,V-v) =0, (V-o,w) =—(q,w)

a

VoeV={vel?)N):V.-veL*Q)} YweW=LQ).

Standard (konsertiv) FEM for detta problem ar

* Raviart-Thomas funktioner ¢;, for V, vektorvérda,
normalkontinuerliga, en frihetsgrad per kant/yta.

* Styckvisa konstanter ., for VW, skalara, diskontinuerliga.

llllllll

IIIIIIII
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Finita elementmetoden och losare

Vi far ett ekvationssystem pa féljande form:

SR

B" 0
dar A]z — (%¢27¢])1 Bjk — (wkav ’ ¢]) och b, = _(Q7wk)

Felanalys ger H%(a — o) z2) < <2, dar e representerar den
finaste skalan | problemet.
* Ldsa upp finskalan i a och l6sa i varje tidssteg ar kostsamt.

* Vivill istéllet utnyttja att a(:= aA(s)) ej &ndras mellan
tidsstegen forutom vid fronten, (A(0) och A(1) konstanta).

* Vi anvander ett grovt nat 7. (H > ¢) med modifierade RT
basfunktioner som tar hansyn till finstrukturen 1 a« och som
ar ateranvandbara i berakningen.
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Variationsmultiskalmetoden

Lat 7. vara ett grovt nét. Splitta V = V. @ Vy och W = W, ® Wy
° RT rum: V. =span({¢;}) och Vy = {v € V : Il.v = 0}.

* Styckvis konstant rum: W, = span({v;}) och
We={weW: Pw=0}.

Vihar (wy,V-ve) =) cqx V- ve | wpdr =0, (we, V-vy) = 0.

Hitta o. +0r € V. @ Vy 0Ch u. +uy € W, © Wy sa att,

(%<UC + Uf>7vc) T (umv : Uc) -+ (v . 007wc> — —(q,wc)

1 1
(EUf,fo> + (Uf,v-vf> + (V- vawf) — _<q7wf> - (aac’vf)

for alla v. € Ve, vy € V¢, w. € W, 0ch wy € Wy. Vill eliminera o
ur den grovskaliga ekvationen.
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Modifierad grovskaleekvation

Vi delar upp finskaleekvationen: hitta 7,,v., o ¢, € V; 0Ch

Tyve,upq € Wy sadana att
1 1

(7) (aTgvc,vf) + (Tyve, V - vf) + (V- Tove, wy) = —(avc,fuf)
g 1
(49) (Eaf’q’vf) + (ufq, V-v8) + (V- 0sg,wr) = —(q,wy).

Notera oy = T,0. + o¢4. Vi fOrenklar analysen genom g € W..
Grovskaleekvationen.  Hitta o, € V. och u,. € W, sa att

1
(E(Uc + Ty0.), vc+Tgvc) + (ue, V- ve) =0

(V -0, we) = —(q, we).

Algebraisk manipulation av (i) och (ii) ger (%af,q, v.) = 0 och
(%(Uc + Tyv.), Tow.) = 0 for alla v., w. € V..
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Kan vi berékna en approximation av 1,v. € V¢

Lat v, = ¢;. Hitta T,¢; € V; och T,,¢; € Wy sa att
1 1
(aTagbi,Uf) + (Tyi, V - vyf) = —(5¢i,vf) Vv € V¢
(V : Tagbi,wf) =0 Ywe Wf.
Vi beraknar approximationer 7,,¢; € V¢ genom att

lokalisera problemen i rummet till patchar w; > supp(¢;),
diskretisera med fint nat som loser upp finskalestrukturen.

Dubbel perm. i vita faltet. Vi plottar ¢; + T,,¢; pa ett och tva lager
patchar. Snabbt avtagande ty 7,¢; € V¢ — fF n-Tyop; de = 0.
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Parallell struktur

Ekvationssystemet som behover l6sas pa den grova skalan ar

~

A B
BT 0

Oc

Uc

|

"

AZ] — (%(¢Z + Ta¢i)»¢j"‘Ta¢j), Bkj — (wkav : Qb]) och b = (Qﬂ*pk)

_m Dataa,q,(2
H m R

Data

Lokala problem

>, A B Oc
BT 0 Ue

0 ] Globalt problem
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Tryckekvationen med homogena Neumannvillkor

y

lo—Vu=0 iQ
< —V.-o=q 19
n-oc=0 paof

\

Permeabiliteten ar fran SPE comp. solution project (nedersta)
och ¢ ar 1 langst ner till vanster och —1 hogst upp till hoger.

* Referenslésningen har 220 x 60 element.
* Grova natet har 55 x 15 element och h = H/4.
* Lokala problem loses for varje grov RT basfunktion ¢;.

Docentforelasning, Uppsala universitet, 1:a december 2010 — p. 28/33



Konvergens | numeriskt exempel

Beloppet av T, ¢; berdknat pa en tre-lager patch.

LI
05

Avvikelse fran referenslésningen i v och o.

O e I e S
O Errorinu|
®  Errorinc|

Layers
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Felanalys

A priori uppskattning och konvergens. Metoden ar
utformad sa att nar w; = ) for alla 7 aterfas referenslésningen pa
det fina natet alltsa,

felet = O0narh — 0och L —

Hur konvergensen sker i termer L ar fortfarande olost.

A posteriori feluppskattning.

1
H%(U — (0c + T0¢)) H2 < CZ (o) "‘Paw (UC)>
R0 = 3 W2l + V- 04+ o)y + hrll - 02T o
T7€T (w;)
2 L 2 1112
p@wi(ac) — wi| [t "O¢ UQSZ]H[P(&%)
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Numeriskt exempel pa adaptivitet

Lager 1 och 50 i SPE comparative solution proj. (log skala) och
plot av trycket, ¢ = 1 uppe till hoger ¢ = —1 nere till vanster.

i J L TR R Mt . s e ’ 4.1 i
it B LI g 4 g w10 " . - g et
" Ll | ; 1 e T . L
! i . 1 3. . A e T W

Adaptiv algoritm.

||%(U — (0c + T006)>||2 <C), (Pii(Uc) + p%wi(ac))
* Givet grovt nat 55 x 15 och lokala h = H/2 och L = 1.
* Berakna multiskalbasfunktioner ¢, + T, ¢; och darefter o...
* Berékna p?, (o) och p3 (oc).

* Forfina h lokalt och utdéka L (30%), starta om eller stanna.

Docentforelasning, Uppsala universitet, 1:a december 2010 — p. 31/33



Forfiningar, lager och konvergens

Number of

blems (avarage) Number of Layers in local problems (avarage)

Forfiningar (vanster) och lager (hoger)

o0 I 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Vi beréaknar skillnad i energinorm mellan multiskallésningen och
referensldsningen.

=——t— SPE layer 1
—©— SPE layer 50

1 1 |
0 1 2 3
Iterations

M. Multiscale methods for elliptic problems, skickad SIAM MMS
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Sammanfattning

* Numerisk approximation av modellproblem med FEM:
Existens, rumsdiskretisering, konvergens, felanalys och
adaptivitet.

* Multifysikproblem, Joule heating: Fokus pa teoretiska
resultat som existens, standardteorin ar till hjalp men nya
resultat kravs, teorin paverkar den numeriska metoden,
adaptivitet fortfarande 6ppet problem.

* Multiskalproblem, oljereservoarsimulering: Fokus pa
metodutveckling, multiskalbasfunktioner som kan
ateranvandas genom berakningen, adaptivitet, konvergens
ar oppen fraga.

"Computers are incredibly fast, accurate and stupid. Human
beings are incredibly slow, inaccurate and brilliant. Together
they are powerful beyond imagination." Einstein
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