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Popularvetenskaplig presentation

Nagot manga tanker pa ndr man siger ordet “sannolikhet” &dr de klassiska exemplen med en tarning
som kastas eller kort som dras ur en kortlek. Vilken ar chansen att du slar en trea med en sexsidig
tdrning? Svaret dr enkelt. Tarningen har sex sidor och endast en av dem visar en trea, da blir
sannolikheten en sjattedel. Men vilken &dr da chansen att nésta slag med térningen &ven det ger en
trea? Sjalvklart d4ndras inte sannolikheten - svaret ar fortfarande en sjéttedel.

Sannolikhetsteori d&r den matematiska ldra som handlar om att beskriva och rikna pa slump-
maéssiga héndelser. I exemplet med térningen ovan réknar vi pa en oberoende héndelse, dar vardet
av néista kast inte dr beroende av foregaende kast. Matematikerna begrénsade sig ldnge till denna
typ av sinsemellan oberoende héndelser. Det var forst i borjan av 1900-talet man bérjade studera
och riékna p& problem dér sannolikheterna beror av varandra. Anta att du drar ett kort ur en
kortlek. Néar du gor det forandrar du antalet kort och sannolikheten for att du ska dra samma
valor igen dndras. Vérdet pa nésta kort beror alltsd av det redan dragna kortet, det &r en beroende
héndelse.

Modeller baserade pa sannolikhet &r naturligtvis inte bara anvindbara nér man spelar kort eller
tdrning. Inom naturvetenskapen anvinds sddana modeller for att studera en rad olika komplexa
fenomen och beroende héndelser &r en viktig del i dessa modeller. Det kan tyckas konstigt att an-
vanda modeller baserade pa sannolikhet nér vi studerar konkreta fenomen som beror av fysikaliska
lagar. Dock ar dessa modeller anvindbara for att forstd betydligt mer avancerade fenomen. Pa
samma sitt som tdrningen och kortleken kan beskrivas med sannolikheter, kan vi dven fér manga
fysikaliska problem anvénda sannolikhetsbaserade modeller for att bygga en djupare forstaelse.
Detta ar sérskilt anvindbart nédr vara problem okar i komplexitet.

Studiet av den kosmiska bakgrundsstralningen &r ett exempel pa hur man kan dra nytta av
modeller baserade pa sannolikhet for att skapa ordning i kaoset. Den kosmiska bakgrundsstralning-
en ar en rest fran den tid d& universum var betydligt varmare och mer kompakt. Darfér ger den
oss en mojlighet att géra antaganden om hur universum sag ut i sin begynnelse. Under 1900-och
2000-talen har man, med markbyggda forskningsstationer, ballonger och pé senare tid satelliter,
gjort matningar av temperaturen for att studera den kosmiska bakgrundsstralningen.

Fran all métdata och fran fysikaliska principer kan man tolka den kosmiska bakgrundsstralning-
en som resultatet av en héndelse. Det fungerar som for “ett tdrningskast” eller utfall, dér universum
inte bara antar ett virde mellan ett och sex. Istdllet kan alla punkter vi ser runt omkring oss anta
olika virden (kvantifierade av temperaturen). Problemet blir dirmed mer hanterbart, men det ar
fortfarande komplext. Hur fluktuerar stralningen i universum? Hur beror stralningen i en del av
universum av stralningen i en annan?

Ett av de objekt inom sannolikhetsteorin som kan anvéndas for att modellera den kosmiska
bakgrundsstralning r si kallade stokastiska (slumpmiéssiga) filt. Det dr dessa vi simulerat i vért
arbete. Flera av de metoder vi anvdnt bygger pa det arbete som Kari Karhunen och Michel Loéve
utforde under 1940-talet. Oberoende av varandra tog de fram en metod for att representera ett
stokastiskt falt som en summa av odndligt manga sma bidrag. Metoden har under aren utvecklats
och idag ar det mojligt att anvdnda denna teoretiska grund for att simulera fluktuationer i den
kosmiska bakgrundsstralning vi tidigare ndmnde.



I vart projekt har vi utgatt fran denna teoretiska grund och ett falt (i detta fall en méngd
slumpade variabler) pa en sfir. Vi anvinder Karhunens och Loéves idé for att dela upp faltet i
manga smé delar och sedan simulera alla dessa separat. Varje del ger oss en “bild” och genom att
summera dessa “bilder” far vi det totala faltet pa sfaren. I figur 1 ser vi hur varje separat bild ser
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Figur 1: Figuren hénvisas till [1].

For varje ny sfir adderas virdet pa dess filt till den totala summan. Genom att summera alla
smé bidrag far vi bilder likt den i figur 2.

Figur 2: Figuren hinvisas till [1].

Beskrivningen ovan &r dock en sanning med modifikation, da vi behover ett oédndligt antal
delar for att simulera ett fullstdndigt falt. Om vi anvénder tillréickligt manga delar blir emellertid
resultatet en tillrdckligt god approximation. Vi har dérfér med numeriska simuleringar undersokt
hur vi ska addera dessa delar for att ett simulerat falt ska bli en tillrackligt god approximation av
det faktiska féltet.



Sammandrag

Rapporten behandlar studiet av isotropiskt gaussiskt stokastiska falt (iGRF) pa enhetssfé-
ren. Rapporten inleds med en presentation av den teoretiska bakgrund som behovs for att
forstd Karhunen-Loéve-expansionen for ett iGRF pé sfiren. Med den nidmnda serieexpan-
sionen kan ett iGRF utvecklas som en o#éndlig summa av klotytefunktioner och stokastiska
koefficienter. Fran faltets Karhunen-Loéve-expansion hittas ett uttryck for ett approximativt
iGRF pa sfaren. Det uttrycket trunkeras till en finit summa av x termer och anvinds sedan i
tre olika algoritmer (utvecklade i MATLAB) for att simulera ett iGRF pa sfaren. Eftersom féltet
ar approximativt fas en felterm fran den trunkerade serien. Darfor presenteras en sats och ett
korollarium som visar pa konvergensen hos det félt vi sedan simulerar. Dessa konvergensresul-
tat bekriftas med hjélp av numeriska metoder sd som maxmetoden, mittpunktsmetoden och
Monte Carlo-metoden. Dessutom analyseras tidkomplexiteten hos de olika algoritmerna, dér
slutsatsen blir att den algoritm som kallas Algoritm 3 &r den mest tidseffektiva.

Abstract

This thesis deals with the study of isotropic Gaussian random fields (iGRF) on the unit
sphere. The report begins with a presentation of the theoretical background required to under-
stand the Karhunen-Loéve expansion for an iGRF on the sphere. Using the series expansion, it
is possible to expand an iGRF as an infinite sum of spherical harmonic functions and stochastic
coefficients. From the Karhunen-Loéve expansion of the iGRF, an approximated expression
is found. The field is truncated to a finite sum of k terms and is used in three different al-
gorithms (developed in MATLAB) in order to simulate an iGRF on the sphere. Since the field
is an approximation, an error arises from the truncated series expansion. Hence, a theorem
and a corollary that show the convergence of the simulated iGRF are presented. The results
regarding the convergence are confirmed numerically using the midpoint method, a maximum
over the grid points and the Monte Carlo method. Moreover, the time complexity of the al-
gorithms was analysed, with the conclusion that the algorithm called Algorithm 3 is the most
time efficient.
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1 Inledning

Studiet av isotropiskt gaussiskt stokastiska félt (framover bendmnt som iGRF) &r aktuellt da
studier av iGRF pa sfiren kan kopplas till forskning kring den kosmiska bakgrundsstralningen [2,
s. 3-7]. Den kosmiska bakgrundsstralningen kan ses som ett stokastiskt falt, dir mycket tyder pa att
fluktuationer i faltet &r gaussiskt fordelade [2, s. 6]. I figur 3 nedan ser vi en bild av den kartlagda
kosmiska bakgrundsstralningen.

Figur 3: European Space Agency (ESA) korde Planck-satelliten for att kartligga den kosmiska
bakgrundsstralningen [3].

Den kosmiska bakgrundsstalningen ar endast ett applikationsomrade, men det ger en relevans
till simuleringar av stokastiska falt pa sfaren. Det dr dock inte mdjligt att simulera ett iGRF pa
sfaren utan att forst ta fram ett approximativt uttryck for faltet. Darfor ar det ytterst relevant
med den approximation av iGRF:et som hérletts i [4] och som presenteras i foljande rapport.

Syftet med rapporten &r att introducera ldsaren till den bakomliggande teori som krévs for att
forsta hur ett iGRF kan simuleras 6ver enhetssfiren. Vi presenterar tre olika algoritmer och dérefter
visas de simulerade falten. Rapporten syftar dven till att forklara de skillnader som foreligger mellan
algoritmerna och darfor utfors en komplexitetsanalys for var och en av dem. Till sist visar vi pa
en begransning av det fel som uppstar ur approximationen.

Malet med rapporten &r att forklara de simulerade resultaten sé att de kan forstas av en ldsare
som studerar en teknisk utbildning pa universitetsniva. Vi forutsatter grundliggande forstaelse av
begreppen sannolikhet, stokastiska variabler och stokastiska processer samt att lésaren har férkun-
skaper i programmeringsspraket MATLAB. I arbetet har vi anvint artikeln av Isotropic Gaussian
random fields on the sphere: reqularity, fast simulation and stochastic partial differentian equations
[4] Lang & Schwab som var huvudsakliga referens.

Rapporten ar disponerad enligt f6ljande struktur. Avsnitt 2 introducerar ldsaren till de begrepp
och grundldggande definitioner som krévs for att tilligna sig rapporten. Déarefter tar vi i
avsnitt 3-6 upp de huvudsakliga teoretiska delmoment som krévs for att kunna forsta uttrycket
for det approximerade iGRF:et. I avsnitt 7 presenteras vidare det approximativa uttryck vi senare
simulerar och i avsnitt 8 trunkerar vi uttrycket for att sedan visa pa konvergens av faltet.
Avsnitten 9-11 behandlar de tre algoritmerna, de simulerade resultaten, tidskomplexiteten i algorit-
merna samt numeriska resultat av trunkeringsfelet fran avsnitt 8. Vi avslutar i avsnitt 12 rapporten
med en kort sammanfattning av de huvudsakliga resultaten.

2 Inledande teori

Vi inleder avsnittet med en introduktion till den teori som kravs for att forstad de simuleringar
som utfors i avsnitt 9. Vi introducerar ocksa flera av de beteckningar som kommer att anvindas
framover.

For att arbeta med iGRF péa sfaren behover vi kiéinna till begreppet mattrum, och darfoér ar det
en fordel om ldsaren har grundldggande kinnedom om sddana. Med mattrum avser vi den trippel
som bestar av en mangd D, en og-algebra och ett matt. Sérskilt viktiga dr Lebesguemattet, det
speciella mattrum som kallas for sannolikhetsrummet och Borels o-algebra B(D).



Vi kommer framéver beteckna ett generellt méattrum med (D, A, v), dir D &r en méngd, A en
o-algebra och v ett matt [5]. For en méatbar funktion f pd D skriver vi den generella integralen
med avseende pa ett matt v som

Lﬂmwwzﬁyw,

dér vénsterledet anvinds om det finns skil att vara extra tydlig [5].
D4 de simuleringar vi senare presenterar i avsnitt 9 dir utférda over enhetssfiren S? maste dven
denna introduceras. Vi later enhetssfiren ges, enligt [4, s. 3049], av

S = {2 e B®: o] = 1}

déir normen ovan ir det euklidiska avstandet i R3.

Vi later direfter S?, den tillhérande Borel o-algebran B(S?) och Lebesgueméttet o utgora
méttrummet (S?, B(S?), o) pa samma siitt som gors i [4, s. 3049]. Som bekant giller det for
kartesiska punkter y € S? att vi kan representera dem i sfiriska koordinater. Vi betecknar dessa
enligt nedan, sa att

y = (sin(d) cos(y), sin(I¥) sin(p), cos(d)),

dar (9, ) € [0, 7] x [0, 27) och ¢ &r polvinkeln och ¢ &r azimut . Det géller da for Lebesguemaéttet,
enligt [4], att
do(y) = sin(¥) dv de.

For att forsta och ta fram det uttryck som senare simuleras maste ldsaren vara bekant med
Hilbertrum och dess generella egenskaper. Mer specifikt anvinder vi den egenskap som later en
funktion f i Hilbertrummet H uttryckas som en linjarkombinationen

f=coeo+cren+---, dir¢; = (f,e;)m,

dar (f,e;)yg betecknar den inre produkten i H, nir H spanns upp av en ortonormal (men inte
nédvindigtvis uppriknelig) bas eq, €1, €, ..., €;.

Till sist noterar vi att vi i kommande avsnitt anvinder Kroneckerdeltat for att med en kortare
notation beskriva ortonormaliteten mellan tva element. Om exempelvis e;,e; dr ortonormala i
Hilbertrummet H, skrivs det som (e;,ej)g = 5{ , dar 5{ dr Kroneckerdeltat. Kroneckerdeltat ges

av
1 omi=j
i = o
0 omi#j,
dér ¢ och j &r tvA summerbara index [6].

3 Isotropiskt gaussiskt stokastiska falt, iGRF

Det fullstindiga sannolikhetsrum som framéver anvénds later vi betecknas av (Q, F,P), dar vi
(relaterat till hur vi tidigare beskrev det generella méattrummet) later Q vara den underliggande
méngden, F en o-algebra och P ett sannolikhetsméatt. Vi kommer i flera definitioner framd&ver
kommer séga att en héndelse A € F intréffar P-néstan sikert. Detta innebér att det f6r hdndelsen
géller att P(A) = 1. Definitionerna 3.1, 3.2 och 3.3 nedan bygger pa definition 2.1 i [4].

Forstéelsen av stokastiska félt innebér att vi dr fortrogna med stokastiska variabler och begrepp
som varians, kovarians och véntevirde. En reell stokastisk variabel i sannolikhetsrummet € 4r en
métbar funktion X : O — R (dess virdeméngd &r de reella talen). Vi férvintar oss att ldsaren &r
bekant med begreppen varians och véinteviarde, men paminner om att variansen for en stokastisk
variabel X betecknas med Var(X) och véntevirdet med E(X).

For en sekvens av stokastiska hédndelser under ett tidsintervall kan man analysera vad som kallas
stokastiska processer. I foljande rapport intresserar vi oss for stokastiska hédndelser med avseende
pa det underliggande rummet, alltsa sfiren S?. Vi analyserar sa kallat stokastiska falt.



Definition 3.1 (Stokastiskt filt pa S?). Ett reellt stokastiskt filt pa S? dr en F ® B(S?)-miitbar
funktion 7': Q x S? — R.

Vi kan alltsa se reella stokastiska filt 7' pa S? som en familj {T'(y) : y € S?} av reella stokastiska
variabler T'(y). Géllande vara simuleringar har de reella stokastiska félt vi arbetat med véldigt
speciella egenskaper, vilka beskrivs i definitionerna 3.2 och 3.3 nedan.

Definition 3.2. Ett reellt stokastiskt falt T pa S? ar gaussiskt om det for varje k € N, x1, 2o, ..., T
€ S? giller att den reella, flerdimensionella, stokastiska variabeln (T'(z1),T(z2),...,T(zx)) #r
flerdimensionellt gaussiskt fordelad. Det édr ekvivalent med att Zle ¢;T(x;) ar en normalférdelad
stokastisk variabel for alla ¢; e R, i=1,...,k.

Félten ar alltsa gaussiskt fordelade. Nasta intressanta egenskap hos félten dr nagot som kallas
1sotropi, vilket innebér att ett falt i nagon mening &r invariant med avseende pa rotationer. Om vi
roterar en sfir 180° i nagon riktning och en annan sfér 90° i en annan riktning kommer vi pa grund
av dess isotropi inte se nagon skillnad mellan dem; sfiren &r likformig i alla riktningar. Gruppen
av alla rotationer pa sfiren S? skriver vi som SO(3). Mer rigordst definieras isotropin for ett reellt
stokastiskt filt pa S? enligt definition 3.3 nedan.

Definition 3.3 (Isotropi). Ett reellt stokastiskt filt pa S? &r

1. starkt isotropiskt om det for alla k € N,2y,29,...,2% € S? och g € SO(3) giller att
(T(x1), T(x2),...,T(xx)) = (T(gx1), T (gz2), ..., T(gxr)) i lag.

2. n-svagt isotropiskt for n > 2 om E (|T'(z)|") < +oo for alla 2 € S? och om det fér 1 <k <n
och 1,xa,...,2x € S? och g € SO(3) giller att E (T'(z1)T(x2)...T(xy))
=E(T(gz1)T(gz2) ... T(gzk)).

Om vi har en realisation av ett starkt isotropiskt, stokastiskt falt pa S2, sa innebér
definition 3.3 for stark isotropi att vi kan férviinta oss samma typ av “ménster” &ver hela S2. Géllan-
de den kosmiska bakgrundsstralningen, tolkad som en realisation av ett isotropiskt, stokastiskt falt,
s& dr den underliggande isotropin en konsekvens av att universum (vid tillrickligt stora avsténd)
ser likadant ut i alla riktningar [2].

Ett starkt isotropiskt, stokastiskt filt 7" pa S* som uppfyller E((T(x))?) < oo for alla z €
S? #r ocksa 2-svagt isotropiskt [2]. Den omviinda implikationen giller dock inte allmiint. Enligt
proposition 2.2 i [4] géller att om T &r gaussiskt, s& &r T' ocksa starkt isotropiskt om och endast
om T ar 2-svagt isotropiskt. De félt vi simulerar &r 2-svagt isotropiskt gaussiskt stokastiska falt.
Darfor ar det fullt motiverat att kalla dem for isotropiskt gaussiskt stokastiska félt eller iGRF (péa
S?).

4 I? och andra relevanta rum

Vi kommer nu presentera nagra av de inre produktrum som syns mycket i ndstkommande avsnitt.
Ett flertal av rapportens definitioner, satser och lemman anvinder sig av dem. Darfor ar det dessa
rum som i slutdndan hjilper till att bygga upp det approximerade filt vi simulerat.

Vi anviinder oss av ett funktionsrum, mer specifikt L?-rummet (eller rummet av kvadratiskt
integrerbara funktioner). Den generella definitionen for L2-rummet ges enligt Lord, Powell & Shard-
low [7]:

Definition 4.1. Lat (D, A,v) vara ett métbart rum, och H ett Hilbertrum. Rummet L?(D; H)
definieras som méngden av alla A-métbara funktioner f : D — H sa att ||f|/z2(p;n) < oo, dér
normen for funktioner f € L?(D; H) ges av den inre produkten

Hf||L2(D;H) = <f7f>L2(D;H)'

Den inre produkten fér tva funktioner f,g € L?(D; H) definieras i sin tur med den inre pro-
dukten i H. Det giller att

. 9) 12 oty = /D (), g(x)) pr dv(z).



Om vi anviinder de reella talen R som Hilbertrummet H i definition 4.1 ovan skriver vi L?(D)
istillet for L?(D;R).

I rapporten anvinder vi tre olika L2-rum. Det forsta kallar vi rummet av alla reella, kvadratiskt
integrerbara, stokastiska variabler. Vi later exempel 4.1 nedan visa hur rummet definieras.

Exempel 4.1. Lat sannolikhetsrummet (2, F,P) vara det métbara rummet och méngden av alla
reella tal R vara vart Hilbertrum H. D4 kan vi enligt definition 4.1 ovan konstruera L?(£2). Detta
dr rummet av alla reella, kvadratiskt integrerbara, stokastiska variabler X : Q — R.

Virt att notera angaende exempel 4.1 dr att vi for X, Y € L%(2) har att

(XY )iz = [ (X@),Y @) dPw) = [ X(@)V (@) dP(w) = EXY).

Déarfér anvénder vi generellt notationen for vantevirdet istéllet for integralnotation nér vi be-
skriver den inre produkten pa L?(Q2). Vi siiger dessutom att en foljd av reellvirda stokastiska
variabler (X,,, n € N) konvergerar mot X i L?(2) om

E((X, — X)?) = 0 dan — oo.

For att i framtiden ha mojlighet att konstruera ett rum for funktionsvérda stokastiska variabler
pa S? maste vi forst studera det rum som byggs upp av mingden av alla reella kvadratiskt inte-
grerbara B(S?)-mitbara funktioner. Rummet vi soker kallas L?(S?) och illustreras mer noggrant i
exempel 4.2 nedan.

Exempel 4.2. Rummet L?(S?) bestar av mingden av alla reella, kvadratiskt integrerbara, B(S?)-
miétbara funktioner f :S? — R. Den inre produkten definieras som

gz = [ F@ha(@)do@), f9 € H(E)

Enligt [7] &r alla kvadratiskt integrerbara rum L2(D; H) ocksa Hilbertrum H. Vi anviinder
dérfor dessa for att konstruera nya L2-rum. Vi kan till slut, enligt exempel 4.3 nedan, skapa det
tredje och sista rum som behovs for arbetet. Detta &ir det L2-rum som spénns upp av funktionsvirda
stokastiska variabler pa S? eller, med andra ord, reella stokastiska falt pa S2.

Exempel 4.3. Med sannolikhetsrummet (€, F,P) och Hilbertrummet L?(S?) konstruerar vi
L2(; L*(S?)). Den inre produkten for tva element T, S € L?(Q; L%(S?)) blir enligt definition 4.1:

<T, S>L2(Q;L2(82)) = A<T(w), S(w»Lz(Sz) dIP’(w)

_ /Q ( /S T(,0)S(w,2) da(x)) dP(w) = E ( /S T(@)S() da(a:)).

Elementen i L?(Q; L?(S?)) ér funktionsvirda stokastiska variabler pa S?, eller som tidigare sagts,
reella stokastiska filt pa S?. Speciellt géller det att ett iGRF pa S? &r en del av L?(Q; L2(S?)) [4].

(1)

5 Klotytefunktionerna

I detta avsnitt introducerar vi klotytefunktionerna (eng. Spherical Harmonics). Det &r vért att
redan nu notera hur foljande avsnitt till stor del bygger pa avsnitt 2 i Lang & Schwab [4]. Da
mycket av den bakomliggande teorin dr komplex, ndmner vi endast de definitioner som kravs for
att forsta hur ett iGRF kan simuleras pa S%. For vidare lisning hinvisar vi till [4].

Malet ar alltsa att bygga forstaelse for hur de iGRF vi beskrivit kan simuleras. For simulering-
arna skriver vi om faltet som en summa av oéndligt ménga deltermer, sé kallade basfunktioner och
stokastiska koeflicienter. Narmare beskrivningar av hur denna uppdelning gors finns i avsnitt 6,
men innan vi kan ga vidare méaste vi forst definiera de sa kallade klotytefunktionerna. Vi kommer
i senare avsnitt se hur dessa fungerar som de basfunktioner det uppdelade iGRF:et skrivs i termer
av.



Klotytefunktionerna definieras genom att anvéinda (de ortogonala) Legendrepolynomen (P, £ €
Np). Dessa ges av Rodrigues formel. Det giller att

_yel o

P =2 e

(2~ 1

for alla ¢ € Ng, déar 7 € [—1,1].
P& samma sétt som i [4], definierar vi Legendrepolynomens associerade Legendrefunktioner
(Pym, £ € Ng, m=0,...,¢) genom:

Pn(r) 1= (-1 (1= 7)™y (r), )

for £ € Ng, m =0,...,f och 7 € [-1,1].
Slutligen definierar vi klotytefunktionerna som i [4].

Definition 5.1 (Klotytefunktionerna). Klotytefunktionerna Yy, : [0, 7] x [0,27) — C ges av

241 (L—=m)! .
Yom (9, ) := p mPgm(cos ¥) exp(imep), (3)
for £ € Ng,m =0,1,...,€ och (¢,p) € [0,7] x [0,27). For £ € N;m = —¢,..., —1 ges klotytenfunk-
tionerna av sambandet:

I samband (4) ovan betecknar Y;_,, komplexkonjugatet av Yy_,,. Da klotytefunktionerna &r
definierade for sfiariska koordinater, kommer vi framdver att vdxla mellan notationen for hur vi
definierade klotytefunktionerna i definition 5.1 ovan och

Yem(y) := Yem (9, ¢),

fory e S?, dirl €Ny, m=0,1,...,¢
Figur 4 nedan visar de forsta klotytefunktionerna illustrerade pa sfiren S2.

N
m=3 m=2 m=1 m=0 m=-1 m=-2 m=-3

Figur 4: De forsta klotytefunktionerna, £ pa y-axeln och m pa z-axeln. Figuren hénvisas till [1].

=2

6 Karhunen-Loéve-expansionen fér iGRF pa S?

Vi dr nu redo att introducera Karhunen-Loéve-expansionen for ett isotropiskt stokastiskt falt pa
enhetssfiren S?. Detta &r en typ av serieexpansion, alltsa en odndlig summa som later oss uttrycka
en avbildning i separata termer. Karhunen-Loéve-expansionen &r den serieexpansion som later
oss expandera en stokastisk process i termer av stokastiska koefficienter och parvis ortogonala
basvektorer. Eftersom vi arbetar med sfiren S?, anvinder vi den version av Karhunen-Loéve-
expansionen som finns under namnet sats 2.3 i [4]. Satsen lyder som foljer.



Sats 6.1. Om T dr ett isotropiskt stokastiskt filt pa S? sa gdller:

1. T uppfyller P-ndstan sdikert

/S2 T(z)?do(z) < oo. (5)

2. T kan utvecklas till en Karhunen-Loéve-expansion

o 14
T = Z Z afm}/va (6)
=0 m=—¢
med
von = [ TW)Via0) do(a). ™

for £ € Ng ochm e {—£,...,0}.

3. Serieexpansionen (6) konvergerar i L*(2 x S%;R); alltsd

L ¢ 2

=0 m=—4

4. Serieexpansionen (6) konvergerar i L?(S;R) for alla x € S?; alltsa for alla x € S? gdller det

att 5 , )
[Jim E (T(m)—z > aZngm(x)> =0.

{=0 m=—/¢

Som framgar av sats 6.1 ovan kan det isotropiska filtet T utvecklas som en odndlig summa
av koeflicienter ag,, och basvektorer Yj,,. Karhunen-Loéve-expansionen av féltet T" konvergerar
i L2(;S?) och for alla z € S? konvergerar serien dven i L?(Q2;R). Resultatet innebér att varje
2-svagt isotropiskt stokastiskt filt ingar i L2(; L2(S?)) och vi kan anviinda oss av expansionen i
vara simuleringar. For bevis av sats 6.1 hinvisas lasaren till [4].

For att utveckla filtet med en Karhunen-Loéve-expansion behdver vi dock ta fram uttryck
fér expansionens koefficienter och basvektorer. Vi borjar med koefficienterna och presenterar déar-
for lemma 2.1 ur [4]. Lemmat innehéller &ven de generella egenskaper gillande Karhunen-Loéve-
koefficienterna som vi senare utnyttjar for att skriva om termerna i Karhunen-Loéve-expansionen
(6) till uttryck som kan simuleras.

Lemma 6.2. Ldit T vara ett isotropiskt stokastiskt filt pi S* med Karhunen-Loéve-koefficienter
A = (apm,? € Ng,m = —{, ..., £). Elementen i foljden A dr, forutom for ago, centrerade stokastiska
variabler, det vill siga E(agm) = 0 for alla £ € N och m = —£,...,0. Vidare existerar det en foljd
(Ag, ¢ € Ng) av icke-negativa reella tal sédana att:

E (aflmlaézmz) = Aééélgz 5m1m2, (8)
for €189 € N och m; = —4;,....0;,i = 1,2, dir 6pm =1 om n = m och ar lika med noll annars.
Fér Karhunen-Loéve-koefficienten agg gdller det att:
E (aoo@em) = (Ao + E(aoo)?) Soe8om- 9)
Foljden (Ag, £ € Ny) kallas for T's effektspektrum (eng. angular power spectrum). Fér £ € N och
m = —/{,...,0 gdller det dessutom att de stokastiska variablerna ag,, och ag—., uppfyller:
Apm = (—1)mag_m. (10)



Effektspektrat (Ay, | € Np) forser oss med ett sitt att uttrycka Karhunen-Loéve-
koefficienterna ag,,. For varje enskild frekvens i serieexpansionen fran sats 6.1 far vi med effekt-
spektrat ett virde pa styrkan i faltet T, allts& precis vad varje koefficient i en Karhunen-Loéve-
expansion beskriver. I avsnitt 7 ser vi hur denna egenskap anvénds for att ta fram ett approximativt
uttryck for ett iGRF T.

Med definitionen av effektspektrat fran lemma 6.2 kan vi faststélla fordelningarna hos Karhunen-
Loéve-koefficienterna A till ett iGRF T pa S?. Ligg miirke till att vi nu anvéinder klotytefunktioner-
na fran avsnitt 5 som bas i expansionen. Notera &ven skillnaden mellan ett isotropiskt stokastiskt
falt och ett isotropiskt gaussiskt stokastiskt falt (iGRF). Vi har i det senare valt att ge féltet
en gaussisk fordelning och maste ocksé ta fram ett uttryck for hur ett sadant falts Karhunen-
Loéve-expansion ser ut. Vi refererar aterigen till [4], ddr korollarium 2.5 beskriver just ett sddant
uttryck.

Korollarium 6.1. Lit T vara ett isotropiskt gaussiskt stokastiskt filt pa S*. Dé antar T Karhunen-

Loeve-expansionen
') 4
T= 5 g aom Yom,

=0 m=—1~
dir (Yom, € € No,m = —£, ..., 0) dr foljden av klotytefunktioner och
A = (apm, € € Ng, m = —L, ... L) dr en sekvens av komplexvirda, gaussiskt fordelade stokastiska

variabler med egenskaperna :

1. Ay :=(apm, L € Ng,m =0,...,0) ar en sekvens av oberoende, komplexvirda, gaussiskt stokas-
tiska variabler.

2. For elementen i Ay med m > 0 gdller det att Re(apm) och Im(agy,) dr oberoende och
N(0, Ag/2)-férdelade.

3. Elementen i Ay med m = 0 dr reellvirda och Re(ag) ~ N (0, Ag) for € € N, medan Re(agp) ~
N (E(T)2+/7, Ao).

4. Elementen i A med m < 0 far man fran elementen i A, av

Re(agm) = (—1)"Re(ar—m), Im(apm,) = (=1)""m(ar_,).

Korollarium 6.1 ger oss ett sétt att expandera ett iGRF T pa S2. Klotytefunktionerna anvinds
som bas da de #r parvis ortogonala pa S2. Dessutom ger korollarium 6.1 att Karhunen-Loéve-
koefficienterna A fran ovan kan uttryckas med hjilp av T':s effektspektrum, da de &r normalférdelade
med en varians som dr beroende av effektspektrat.

7 Approximering av iGRF pa S?

Uttrycket for iGRF:et T pa S? fran korollarium 6.1 kan approximeras till ett filt vi kan simulera.
For att simulera 7" maste vi skriva om filtet i reella termer. Vi anvinder oss av lemma 5.1
fran [4], ddr vi finner det approximerade féltet som ges av ekvation (11) nedan.

Lemma 7.1 (Karhunen-Loéve-expansionen i reella termer). Ldt T vara ett centrerat iGRF. For
LeN, m=1,...£0 och 9 € [0,n], definieras:

Lon(@) = 4/ 2 4;: ! mpgm(cos(ﬂ)).

For y = (sind cos ¢, sin ¥ sin p, cos 9) galler det darfor:

o0 4
T(y) =) <\/ AeXjoLuo (D) + V240 Y Lim (9) (X}, cos(me) + X7, sin(mep)) ) (11)
£=0 m=1

i lag, dir ((X},,,X2,.),¢ € No,m = 0,....0) dr en foljd av oberoende, reella, stokastiska variabler
sd att X}, ~N(0,1) fori=1,2 och alla ¢ € Ng,m =0,...,¢, och X}, =0 for £ € N.



Det &ar inte uppenbart att Karhunen-Loéve-expansionen fran korollarium 6.1 kan skrivas om
till ekvation (11); for bevis av denna hénvisas ldsaren darfor till [4, s. 3069]. Beviset ger &ven en
forklaring till hur uttrycket i ekvation (11) hérleds.

Vi noterar att den approximerade serien dven den baseras pa klotytefunktionerna, men en
normaliserad version av dessa. Det géller for (¢, ) € [0, 7] x [0,27) och £ € Ng, m = —¢,..., ¢ att

Yim (9, ©) = Ly (9)e™™? = Ly, (9)(cos(me) + i sin(mg)).

Vi ser att Ly, alltsa skrivs i termer av klotytefunktionerna Yp,,, men Ly, &r fullt reell. Vi
ser dven att den approximerade serien i ekvation (11) baseras pa effektspektrat och att Karhunen-
Loeéve-koefficienterna nu skrivits om i termer av normalférdelade stokastiska variabler. Dock &ar den
viktigaste egenskapen hos uttrycket i (11) att alla dess termer &r reella. Det ar alltsd ett uttryck
vi kan anviinda for att implementera en simulering av ett iGRF pa sfiren S2.

8 Trunkering av faltet

I simuleringar kan vi dock inte anvénda oss av en odndlig summa. Vi maste trunkera féltet och vélja
ett viarde for hur ménga termer som tas med i implementationen. Vi definierar dérfor ett iGRF
T enligt lemma 7.1. For en given f6ljd stokastiska variabler ((X}m, XEQm) , €Ny, m=0,... ,Z),
definierade enligt lemma 7.1, véljer vi

oo L
T(y) := Z (MX}()LZO(ﬁ) +V24, Z L (9) (X4, cos(me) + X7, sin(mgo))) .
£=0 m=1

Vi véljer nu antalet termer hos det trunkerade filtet och bendmner talet med x, dér x € N.
Den trunkerade versionen av faltet T' foljer av

K 14
T (y) == Z (MXgoLzo(ﬁ) + /24, Z L (9) (X4, cos(me) + X7, sin(map))) ) (12)

£=0 m=1

dér y = (sin(9) cos(yp), sin(¥) sin(p), cos(¥)) for (9, ¢) € [0, 7] x [0, 2m).

Innan vi kan implementera algoritmer for att simulera uttrycket i (12) maste vi veta att det
trunkerade faltet 7" konvergerar. Konvergensen hos det trunkerade féltet beror till stor del av en
konstant o, dir det géller att o > 2. Teorin bakom detta beskrivs i Lang & Schwab [4, s. 3054-3068]
och ar alldeles for komplex for att behandlas i foreliggande rapport. Det vi behdver veta for att
kunna simulera ett iGRF pa S? #r vilket effektspektrum vi ska anvinda for att fa ett approximerat
och trunkerat filt som konvergerar. Vi hanvisar aterigen till [4, s. 3065] och later effektspektrat
(A, ¢ € Np) ges av

A= (U +1)7%, (13)

dar vi kraver av (Ay, £ € Np) att denna avtar algebraiskt med en konstant ordning o > 2. Utdver
detta kan konstanten « viljas godtyckligt och det trunkerade iGRF:et T" fran ekvation (12) kom-
mer konvergera i L?(Q; L?(S?)). Detta ges enligt proposition 5.2 fran Lang & Schwab [4, s. 3070]
eller sats 8.1 nedan.

Sats 8.1 (Konvergens i L?(Q2; L?(S?)) av den trunkerade Karhunen-Loéve-expansionen). Lt ef-
fektspektrat (Ag, € € No) hos det centrerade iGRF:et T avta algebraiskt med ordning o > 2; det wvill
sdga, det finns konstanter C > 0 och £y € N sd att Ay < C -4~ for alla £ > ly. Da gdller det
att serien av approzimativa stokastiska falt (T, k € N) konvergerar mot det stokastiska filtet T i
L2(Q; L?(S?)) och trunkeringsfelet begrinsas av

T — T%| 2 (s p2(s2)) < Cr™ (@772

. 2 1
2* .
c?=c <a_2+a_1>.

for k > {y, dir




Beviset till sats 8.1 ges enligt [4, s. 3070].

Hérnést vill vi presentera ett uttryck for konvergens for trunkeringsfelet hos ett approximativt
iGRF i L?(S?). Vi anviinder senare i avsnitt 11 detta for att numeriskt visa pa konvergens av
samma falt. Det korollarium som anvinds kommer fran [4] och kallas dér korollarium 5.4.

Korollarium 8.1. Lt effektspektrat (Ag, £ € N) hos det centrerade iGRF:et T avta algebraiskt
med ordning o > 2; det vill sdga, det finns konstanter C > 0 och £y € N sddana att Ay < C - 0~¢
for alla £ > ¢y. Dd konvergerar foljden av approximativa stokastiska falt (T", k € N) mot det
stokastiska faltet T P-néastan sdkert och for alla B < (o — 2)/2 dr trunkeringsfelet asymptotiskt
begrinsat av

| T —T"| p2(s2) < kB, P-nistan sikert.

Beviset av korollarium 8.1 ges enligt [4, s. 3073] och vi har nu presenterat den teori som krévs
fér att borja simulera.

9 De tre algoritmerna

For att simulera uttrycket i ekvation (12) har det skrivits tre olika algoritmer. For programkod
till dessa hénvisar vi till Cronhamn & Westlund [1]. Innan vi beskriver algoritmerna och deras
skillnader noterar vi att uttrycket i (12) &r fullt reellt och mojligt att simulera.

9.1 Algoritm 1 & sfiariska koordinater

For algoritmerna anviinds sfiriska koordinater (9, ) for enhetssfiren S? och filtet diskretiseras
enligt

T5(S?) = T*([0, 7] x [0, 27)),

dar (9, ) € [0, ] x [0, 27). Det fas ett ndtverk av punkter pé sfiren, skrivna i termer av ¢ och
. Punkternas koordinater sparas i matriser. Fér varje punkt berdknas virdet av det trunkerade
iGRF:et T". Legendrepolynomen genereras med de fardigimplementerade funktioner som finns for
dem i MATLAB [8]. For effektspektrat (Ag, ¢ = 0,...,k) anvénds uttrycket i ekvation (13) och T
simuleras for a = 3 och a = 5. Vad avser koden till Algoritm 1 hénvisar vi ldsaren till Cronhamn
& Westlund [1].

9.2 Vektorisering

I MATLAB &r matris-eller vektoroperationer optimerade [9]. Det innebér att ifall vi istéllet baserar
programkoden pa for-loopar far vi hogre exekveringstider. Vi vill darfér anvénda oss av vektorise-
ring till sa hog grad som mojligt. Vektorisering innebér exempelvis att programkod som innehaller
en for-loop skrivs om sé att vi istéllet for for-loopen anvénder matris-eller vektoroperationer.

Exempel 9.1. Nedan finns ett exempel pa en bit kod som saknar vektorisering.

i = 0;
for i = 0:5

i =14 k;
end

Vi kan med vektorisering skriva om detta som

m11 11 1] =0+1+2+3+4+5=15

N )

5

Vi paminner ldsaren om att ekvationen (12) innehéaller en dubbelsummation, vilket antyder att
det finns stor potential att optimera uttrycket med hjalp av vektorisering. Exakt hur vi gor detta
beskrivs nédrmre nedan.



9.3 Algoritm 2

Algoritm 2 kan ses som en vidareutveckling av Algoritm 1. I ekvationen (12) uttrycks det trunkerade
iGRF:et T" med en dubbelsummation. I syfte att 6ka tidseffektiviteten i algoritmen anvinds darfor
MATLAB:s interna funktioner for att generera matriser for varje term i den inre summan i ekvation
(12). Dessa matriser kan nu anvéndas for att skriva om 7" som en enkel summa. Den inre summan
(se den roda rutan) skrivs om med hjalp av vektorisering.

K

[
T (y) := Z VAX Lo (9) + /24, Z Lo (9) (X4, cos(mep) + X7, sin(mep))

£=0

Att anvdnda matrisoperationer &r snabbare &n att for varje enskilt index utféra en summation
genom exempelvis en for-loop. Algoritm 2 blir darfor snabbare dn Algoritm 1 (se avsnitt 10 for
nirmre analys av exekveringstider hos algoritmerna). Vad betréaffar koden till algoritm 2 hénvisar
vi lasaren till [1].

9.4 Algoritm 3

Algoritm 3 utvecklas fran algoritm 2 via ytterligare vektoriseringar av uttrycket fér 7% fran ekvation
(12). Med hjilp av MATLAB:s interna matrisoperationer kan &ven den yttre summan (se aterigen
den réda rutan) i ekvation (12) forenklas bort.

K V4
T"(y) == Z <\/A_gXeloLeg(z9) + /24, Z Ly (9) (Xelm cos(me) + Xezm sin(mcp)))

£=0

m=1

Algoritm 3 summerar inte Gver varje enskilt index £ = 0, ..., k. Darfor d&r Algoritm 3 &ven snabbare
an Algoritm 2. Koden till Algoritm 3 aterfinns i [1]. I avsnitt 10 nedan visar vi numeriskt pa
tidskomplexiteten hos alla tre algoritmer.

9.5 Det simulerade iGRF:et pa S?

Nedan i figur 5 syns det iGRF som simulerats med hjalp av uttrycket i ekvation (12). Notera
a-vardets inverkan pa faltets utseende. Vi ser att vi for ett hogre o = 5 far vi ett mer utjimnat
falt an for ett lagre o = 3.

Figur 5: For var och en av de tre algoritmerna kan vi simulera iGRF pé enhetssfiaren. For att
generera bilden ovan anvéndes Algoritm 3. Véanster bild o = 3. Hoger bild a = 5. Figuren hinvisas
till [1].
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Vi har nu simulerat ett approximativt iGRF pa enhetssfiren S? och presenterat tre olika algo-
ritmer for att gora sa. Vi dr nu redo att fortsitta vidare och diskutera effektiviteten, mer bestdmt
tidskomplexiteten, hos algoritmerna.

10 Komplexitet och exekveringstider hos algoritmerna

10.1 Ordo-notation (O)

Innan vi diskuterar komplexitet och exekveringstider hos de tre algoritmerna presenterar begreppet
ordo som &r valanvint inom matematik och datavetenskap. Inom datavetenskapen anvinder man
notationen for att beskriva tidseffektivitet hos en algoritm pa ett smidigt sétt. Vi letar efter en
asymptotisk 6vre gréns, d.v.s. ordo, for hur tidsatgangen hos en algoritm Skar med négon given
parameter. Vi betecknar ordo med O och later Adams & Essex [6, s. 277] ge ett exempel pa hur
vi anvander begreppet.

Exempel 10.1 (Ordo). Vi skriver att f(z) = O(u(x)) nir z — a ifall
|f(@)] < Clu(z)]
géller for nagon konstant C' pa nagot dppet intervall som innehaller z = a.

Exempel 10.2. Lat f(z) = 32 — 2 + 6. Vi visar att |f(z)| < Ca? = O(z?) for alla x > 1. Det
géller att

|f(2)| = 32 — 2z + 6] < 32" + |z| + 6 < 3z* + 2* + 62 = 102%,

dér vi ser att det finns ett tal C' sddant att f(z) = O(u(x)) = O(x*) precis som i exempel 10.1.

10.2 Komplexitet och exekveringstider

Vi kor algoritmerna och analyserar deras exekveringstider. Vi gor tva typer av korningar, en dér
vi enbart varierar k (alltsd antalet termer i serieexpansionen) och en dér vi enbart varierar antalet
punkter i sfarens upplosning. Notera att vi for varje vérde i tabeller och figurer i detta avsnitt
berdknat medelvirdet av exekveringstiden 6ver 20 simuleringar genom att anvéinda en fardigimple-
menterad funktion som heter tic [10]. Funktionen tic fungerar som ett tidtagarur i MATLAB och
anvinds for att méta exekveringstider for koder eller algoritmer. Det finns dessvérre osikerheter i
funktionen da variansen ar nédvéndig; vi hanvisar hér till Appendix.

Vi boérjar med att analysera de tre algoritmernas prestanda under en konstant upplosning pa
128 punkter. Figur 6 nedan visar hur de tre algoritmernas exekveringstider varierar med « i x-axeln.

Som vi ser dr Algoritm 2 och 3 avsevirt mycket snabbare &n Algoritm 1. Dessutom noterar vi
hur viardet pa konstanten « inte tycks ha nagon stoérre paverkan pé algoritmernas prestanda.
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Konstant upplosning 128 x 128 punkter, o=3 ) Konstant upplosning 128 x 128 punkter, =5

—@— Algoritm 1 —&— Algoritm 1

2r —&— Algoritm 2 2r —&— Algoritm 2
Algoritm 3 Algoritm 3
0 I I I I I . 0 I ' I I . .
o] 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70

Kappa Kappa

Figur 6: Exekveringstider (i sekunder) for de tre algoritmerna ritat mot virdet hos konstanten .
I bada grafer har vi anvant en konstant upplosning pa 128 x 128 punkter. I den vénstra grafen
anvindes o« = 3 och i den hégra anvindes a = 5. Observera att den réda kurvan for Algoritm 2
ligger bakom den gula kurvan fér Algoritm 3.

Hérnést analyserar vi algoritmernas exekveringstider for ett konstant varde pa k. Figur 7 nedan
visar hur de tre algoritmernas exekveringstider varierar med upplésningen (antal punkter pa sfiren)
i z-axeln. Algoritm 2 och 3 &r aterigen avsevért mycket snabbare &n Algoritm 1. Inte heller denna
gang verkar virdet pd a ha nagon storre inverkan pé algoritmernas prestanda (se figur 7 nedan).

Konstant k=64, =3 Konstant x=64, a=5

O =z
= =
= gl £ gl
6r 6r
4+ 4+
—@&— Algoritm 1 —@&— Algoritm 1
2r —&— Algoritm 2 2r —&— Algoritm 2
Algoritm 3 Algoritm 3
0 o s s . s s *— 0 s . . . . . —
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
Upplésning Upplésning

Figur 7: Exekveringstider (i sekunder) for de tre algoritmerna ritat mot virdet hos p4 upplosningen.
I bada grafer har vi anvéint ett konstant k = 64. I den vénstra grafen anvindes o = 3 och i den
hogra anviandes o = 5. Observera att roda kurvan &r bakom gula kurvan for Algoritm 3.

Vi viljer pa grund av ovanstéende att inte analysera tidskomplexiteten hos Algoritm 1 nérmre.
Denna ér sa pass ineffektiv berdkningsmassigt att den for hoga k och/eller for hog upplosning inte
presterar i nirheten av Algoritm 2 eller Algoritm 3. Dock har vi under kérningar mérkt att den
ar battre ur minnessynpunkt, vilket kan vara en fordel. I komplexitetsanalysen nedan diskuterar
vi dock endast prestandan géllande exekveringstider och déarfor jAmfor vi endast Algoritm 2 med
Algoritm 3.
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10.3 Konstant upplosning

Vi kér Algoritm 2 och 3 for en konstant upplésning av sfaren med 2048 x 2048 punkter, dér enbart
Kk varieras. Vi testar k = 16, 32, 64, 128 och noterar att exekveringstiderna i tabell 3 (Algoritm 3)
ar snabbare &n dem i tabell 2 (Algoritm 2).

K ‘ Uppl6sning ‘ Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (s)

16 | 2048 x 2048 0.8767 0.0007208
32 | 2048 x 2048 1.7018 0.0026
64 | 2048 x 2048 3.7638 0.0717
128 | 2048 x 2048 8.9943 1.3105

Tabell 2: Prestanda for Algoritm 2 med konstant upplosning pa 2048 x 2048 punkter. Exekverings-
tiden och variansen dr ett medelvirde av 20 stycken kérningar.

K ‘ Upplésning ‘ Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (s)

16 | 2048 x 2048 0.1140 0.0000639
32 | 2048 x 2048 0.2600 0.0001450
64 | 2048 x 2048 0.9279 0.0005
128 | 2048 x 2048 3.7023 0.0028

Tabell 3: Prestanda fér Algoritm 3, konstant upplésning pa 2048 x 2048 punkter. Exekveringstiden
och variansen &r ett medelvirde av 20 stycken kdrningar.

Vi ritar en graf med vara métvirden (se figur 8) och ser att &ven om Algoritm 3 &r snabbare
an Algoritm 2, verkar exekveringstiderna inte vara alltfor langt ifrdn varandra. Vi har dessutom
lagt in en referenslinje av komplexitet O(klog k), alltsa linearitmisk tid, sa att ldsaren kan fa en
uppfattning om vilken ordning exekveringstiderna vixer med. Notera att vi i grafen skalat var
referenslinje med en faktor 0.1. Detta &r eftersom axlarna i figur 8 inte normerats.

Konstant upplosning, 2048 x 2048 punkter

—=8&— Algoritm 2
—&— Algoritm 3
————0.1-x log(x)

0 20 40 60 80 100 120 140

Figur 8: Figur 6ver hur exekveringstiden (i sekunder) varierar med
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10.4 Konstant s

Vi testar nu Algoritm 2 och 3 for ett konstant x = 128 och varierande upplosning pa 256 x
256, 512 x 512, 1024 x 1024 och 2048 x 2048 punkter. Notera att exekveringstiderna dven denna
gang &r snabbare for Algoritm 3 (tabell 5) &n for Algoritm 2 (tabell 4).

K ‘ Uppl6sning ‘ Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (s)

128 | 256 x 256 0.3216 0.0035
128 | 512 x 512 0.7972 0.0044
128 | 1024 x 1024 2.5650 0.0259
128 | 2048 x 2048 8.9943 1.3105

Tabell 4: Prestanda fér Algoritm 2, konstant x pa 128. Exekveringstiden och variansen &r ett
medelvirde av 20 stycken kdrningar.

K ‘ Upplosning | Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (s)

128 | 256 x 256 0.3464 0.0123
128 | 512 x 512 0.6002 0.0018
128 | 1024 x 1024 1.2854 0.0020
128 | 2048 x 2048 3.7023 0.0028

Tabell 5: Prestanda for Algoritm 3, konstant x pa 128. Exekveringstiden och variansen &r ett
medelviarde av 20 stycken korningar.

Figur 9 visar aterigen att det &r tydligt att Algoritm 3 &r snabbare &n Algoritm 2. Vi har i
figur 9 nedan lagt in en referenslinje av den linearitmiska komplexiteten O(res] - log([res])), dér
vi later [res] beteckna sfirens upplosning. Vi har precis som i figur 8 skalat referenslinjen, denna
gang med en faktor 0.001. Detta &r aterigen eftersom vi inte normerat axlarna i figur 9.

Konstant k=128

16
//
7
14 1 e
//
rd
'
12 1 i
//
//
10 - e
,
— //
w p
- 8¢ e
— s
///
6F s
.
//
4 I /// /.
/// —&— Algoritm 2
2r e —&— Algoritm 3
e ———-0.001- [res]- log([res])
0 = 1 1 1 1 I}
0 500 1000 1500 2000 2500
Upplésning

Figur 9: Figur 6ver hur exekveringstiden varierar med upplosningen (antal punkter pé sfiren)

Vi ser i figurerna 7 och 6 att valet av « inte verkar paverka den tidsméssiga prestandan ndmn-
vart.
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11 Konvergens i L? och simuleringar av trunkeringsfelet

For att bekréfta att vart approximerade iGRF foljer de analytiska konvergensresultat som ges av
sats 8.1 approximerar vi trunkeringsfelet numeriskt. Fran sats 8.1 far vi en begransning av felet
hos vért trunkerade och approximerade iGRF i L?(£2;S?) genom

IT — T%| 2 iz ey < Cr™O7D/2, (14)
for k> £y och dir C ir en konstant given enligt sats 8.1. Vi far &ven enligt korollarium 8.1 att
|1T — T || 2 sy < k8, P-niistan sikert, (15)

déir vi anviinder 8 < (a—2)/2. Vi har alltsa for enskilda realisationer pa L?(S?) en given begrinsning
av trunkeringsfelet. I féljande avsnitt undersdker vi numeriskt konvergensen av dessa feltermer.

Vi bor dock inledningsvis ndmna att vi inte har en exakt 16sning for féltet 7. Vi anviander
istéllet en referenslosning T™ for nagot stort M som dr storre n alla x. I vara simuleringar har vi
anviint ett referensfilt T med M = 2°. Vi later k ges av k = {2,22,...,2%} och jaimfor direfter
det trunkerade filtet T med referensfiltet T . Som effektspektra anviinder vi (4, = (1+£)~%, £ =
0,...,k), som uppfyller antaganden fran sats 8.1 och korollarium 8.1. Vi véljer dven godtyckliga
konstanter a > 2 i effektspektrat.

11.1 Fel i L*(S?)

Vi simulerar nu enskilda realisationer av det trunkerade iGRF:et T, vilka vi skriver som T"(w)
for nagot w € . Trunkeringsfelet relativt referenslésningen later vi darfor enligt ekvation (15) ges
av

1T (w) = T*(w)l|2(e2) < w77, (16)

for 8 < (a — 2)/2. Notera att vi inte visat analytiskt att felet givet av ekvation (15) &r begréinsat,
da vi, som tidigare nimnts, anviint referenslosningen T istiillet for iGRF:et T och dessa inte &r
lika. Dock kan vi i figur 10 i avsnitt 11.2 nedan se att felet fortfarande numeriskt begrinsas av x =
for tillrackligt stora M.

Det forsta tillvigagangsséttet som vi anvént for att approximera trunkeringsfelet bygger pa
mittpunktsmetoden. Vi gor nu inga rigortsa definitioner, men kort sammanfattat fas trunkerings-
felet genom [1]

|T(w) — T™(w)|? do. (17)
S2
Dock &r det svart att applicera riknereglerna for integraler pa ekvation (17). Vi behdver en dis-
kretiserade typ av ekvationen d.v.s. en diskretising av ytan pa sfiren. Déarefter anvinder vi en
Riemannsumma for att ge en nérmre numerisk approximation till trunkeringsfelet. For diskretise-
ringen av ytan pa S? skapar vi ritblock av storlek Ad; x Ayp;. Funktionsvérdet for alla punkter
(%4, ¢;) i rutnétet motsvarar

|TM(w7192730]) - Tn(w7’l9i7(pj)|2'

Dérefter tar vi Riemannsumman av varje funktionsviarde. Det ska dock tilldggas att vart omrade
inte ar rektangulirt utan en yta sfirisk yta och rutnétet deformeras nér vi “lindar” det runt sfiren.
Dérfor anvinder vi Lebesguemattet fran tidigare (se avsnitt 2) s& att alla punkter transformeras.
Vi ger ett exempel (kapitel 5) ur Adams & Essex [6, s. 303-305] for att forklara nérmre vad det
innebér att anvinda en Riemannsumma.

Exempel 11.1. For begreppet Riemannsumma hénvisar vi till Adams & Essex [6]. Vi later P =

{zo,21, -+ ,xp},déra =0 < 1 < --- <z, = b, &r en partition med normen || P|| = maxi<;<nAy,
for 0,1,...,n € Ny. For varje delintervall [x,_1,2;] av P véljer vi en punkt ¢; och later ¢ =
(co, €1, ,cn) beteckna méngden av punkterna. Summan

n

R(f7p7 C) = Z f(cz)Azl = f(cl>A:m + f(CQ)Aasz + -+ f(cn)A:E”a

i=1
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kallas for Riemannsumman till f pa [a,b]. Exempelvis &r gransviardet (Riemannsumman)

"9 2i—1)7
lim (1+ )
n—o0 &= n, n

1=

lika med

2
/ (14 )3 da.
0

Vi har anvént ytterligare en metod fér att approximera trunkeringsfelet. Det andra tillviga-
gangssittet bygger pa att vi tar maximum av alla funktionsvirden i alla punkter pa S?. Dérefter
multiplicerar vi maxiumvérdet med faktorn 47 eftersom arean av enhetsfdren motsvarar

do = 4r.

Med andra ord, vi anvénder aterigen rétblock av storlek Ad; x Agp; (likt det forsta tillvigagangs-
sittet) for att darefter soka genom hela rutnétet f6r att hitta maxiumvérdet. Vi multiplicerar arean
av rutnétet, eller rattare sagt sfaren, vilken som sagt ar 4.

IT(w) — T*(w)P do < 4m max|T(w, ) - T(w,y)?
S2 y€eS?

~ 4 TM _ 2'
7T<Pi,19jr:nlagxi,jgn| (w’y) (W,y)|

Nedan, i figur 10, syns det resulterande trunkeringsfelet fran de olika metoderna. I figuren finns &ven
en referenslinje till O(x~(*=2)/2) ritad. Bada grafer i figur 10 &r ritade med hjilp av Algoritm 3 men

a=3 a=5
e Numerisk e Numerisk
e Max o Max
O(r ) 100 F O(k™¥/?)
[ )
o D
@ 100} B0
S . S
T T
] ]
T ° T 10%F
[0 L4 [0
o ° o
[ ]
10" ° 10°F
[ )
[ )
L L L L L L L L 10'4 L L L L L L L L L
2! 22 28 24 25 o 27 28 2! 22 28 ot 25 o8 27 28
K K
Figur 10: En enskild realisation av trunkeringsfelet for k = 2", n = 1,...,8. Bilden &r ritad med

upplosning 256 x 256 och effektspektrat ges av (Ay = (14+4)"%, £ =0,...,k). I den vinstra grafen
har a = 3 anvéints och i den higra anvinde vi o = 5. Notera att figuren genererats av programkod
fran [1].

med en mindre modifikation. Vi later det trunkerade iGRF:et T%, k < 2° tas som undermatriser
till de matriser som redan genererats for TM.

11.2 Fel i L?(Q; L%(S?))

For att approximera trunkeringsfelet i L?(Q; L?(S?)) anviéinder vi oss nu av sats 8.1. Vi anviinder
uttrycket i ekvation (14) for att visa att L2(£2; L?(S?))-normen av trunkeringsfelet begriinsas enligt

||TM — TK||L2(Q;L2(SQ)) < C'Ii_(a_Q)/Q, (18)
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for k > £y, M = 29 och dir C dr en konstant given sasom i sats 8.1. Notera hur vi aterigen inte
visat analytiskt att uttrycket ovan géller, men att vi numeriskt kommer att visa pa konvergens
av trunkeringsfelet (se figur 11). Vi anvinder Monte Carlo-metoden for att berdkna normen i
ekvation (18). Vi later ett exempel (Exempel A, avsnitt 5.2) ur Rice [11, s. 179] illustrera hur
metoden fungerar.

Exempel 11.2 (Monte Carlo-metoden). Vi genererar oberoende och likformigt férdelade stokas-
tiska variabler pa intervallet [0, 1], alltsd Xy, Xa,..., X, for 1,2,...,n € N. Dérefter berdknar
vi

De stora talens lag séger att detta dr en god approximation till E( f(X )), dér vantevirdet berdknas
som

Iuﬂxn=[:fumX=uﬂzfu»

Vi kan skriva L2(2; L?(S?))-normen av trunkeringsfelet som ett viinteviirde av trunkeringsfelets
kvadrat i L?(S?)-normen. Detta pastaende motiveras nigot av exempel 4.3, men for en fullstéindig
forklaring, se Cronhamn & Westlund [1]. Vi anvinder nu Monte Carlo-metoden och berdknar

K 1 - K
E (I7 = T3 ) ~ — Y OIT = TF e
=1

vilket alltsa &r en approximation av trunkeringsfelet ||7—T" || 12 (q;z2(s2)) 1 det totala utfallsrummet.
Nedan i figur 11, ser vi hur trunkeringsfelet avtar med en ordning (’)(m*(a’m/ 2). Konvergenshas-
tigheten av feltermen begrénsas alltsa av den ordning som ges av sats 8.1, trots att vi anvint
referenslosningen 7™ med M = 2° termer.

o Numerisk
e Max
o( )‘53/2)

e Numerisk
e Max

Ok~ 100 F

9 o
NI (\lI
- - 2
o 10
°
[ ]
1071 o 103
°
L]
L L L L L L L L 10'4 L L L L L L L L L
2! 22 23 24 25 26 27 28 2! 22 23 24 25 28 27 28
K K

Figur 11: Monte Carlo-estimeringar av || 7" — 1" || 12 (0;12(s?)) med referenslosning T for M = 2°,
och n = 1000 Monte Carlo-realisationer. Den inre integralen dr berdknad med maxmetoden och
med mittpunktsmetoden. Effektspektrat ges av (Ay = (14+£)"%, £ =0,...,k), ddr o = 3 i vénster
figur och o = 5 i hoger figur. Upplosning for ¢, ¢ &r 256 x 256. Notera att figuren genererats av
programkod fran [1].

12 Sammanfattning & avslutande ord

For att avsluta rapporten vill vi ta upp nagra av de huvudsakliga resultat vi behandlat i arbetet.
Som beskrivs i avsnitt 7 dr det mojligt att hérleda ett approximativt och reellt uttryck for ett
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iGRF pa sfiren S2. Summan fran uttrycket i ekvation (11) ur avsnitt 7 kan dessutom trunkeras till
en finit summa av  termer som konvergerar mot det exakta iGRF:et i L?(€2; L?(S?)). Dessutom
ir trunkeringsfelet asymptotiskt begriinsat i L?(S?).

Det har skrivits tre olika algoritmer for att simulera det approximativa féltet, déar algoritmerna
skiljer sig sinsemellan i grad av vektorisering. Genom komplexitetsanalys fann vi att Algoritm 3
var snabbast. Dessutom gjordes en numerisk analys av trunkeringsfelet med hjélp av mittpunkts-
metoden, maxmetoden och Monte Carlo-simuleringar, dér vi bekréftar att feltermen avtar s& som
ges av sats 8.1 och korollarium 8.1.
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A Appendix
Avsnitt A.1 nedan innehéller tabeller kopplade till specifika parameteruppséittningar, med den

empiriska métdata gillande exekveringstider som genererat figurerna 6, 7, 9 och 8 i avsnitt 10.
Dérefter foljer avsnitt A.2, dar programkoden som genererat tidigare ndmnda figurer visas.

A.1 Tillhérande méatdata for figur 6, 7, 8 och 9
A.1.1 Algoritm 1 for a = 3, konstanta kappan

| Uppldsning | Medel av exckveringstid (s) | Varians i exekveringstid (s)

16 16 0.0963 0.0041
16 32 0.2191 0.0001
16 64 0.9457 0.0073
16 128 3.4813 0.0076

Tabell 6: Prestanda fér Algoritm 1 med konstant x = 16 och a = 3. Exekveringstiden och variansen
ar ett medelvirde av 20 st korningar.
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| Upplosning | Medel av exekveringstid (s) | Varians i exekveringstid (s)

32 16 0.1429 0.0021
32 32 0.4758 0.0003
32 64 1.8045 0.0015
32 128 7.2319 0.0027

Tabell 7: Prestanda fér Algoritm 1 med konstant £ = 32 och a = 3. Exekveringstiden och variansen
ar ett medelvirde av 20 st korningar.

K ‘ Upplésning ‘ Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (s)

64 16 0.2700 0.0041
64 32 1.0047 0.0001
64 64 4.1965 0.1600
64 128 17.0227 1.0511

Tabell 8: Prestanda for Algoritm 1 med konstant £ = 64 och o = 3. Exekveringstiden och variansen
ar ett medelviarde av 20 st korningar.

A.1.2 Algoritm 1 for a = 5, konstanta kappan

| Upplosning | Medel av exckveringstid (s) | Varians i exekveringstid (s)

16 16 0.0762 0.0007
16 32 0.2165 0.0000
16 64 1.1679 0.0711
16 128 3.6002 0.0685

Tabell 9: Prestanda for Algoritm 1 med konstant x = 16 och a = 5. Exekverings och variansen ar
ett medelvirde av 20 st korningar.

% | Upplosning | Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (s)

32 16 0.1416 0.0030
32 32 0.4579 0.0002
32 64 1.8460 0.0014
32 128 7.6909 0.3674

Tabell 10: Prestanda for Algoritm 1 med konstant x = 32 och o = 5. Exekveringstiden och
variansen ar ett medelvarde av 20 st korningar.

K ‘ Upplésning ‘ Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (s)

64 16 0.2895 0.0057
64 32 1.0248 0.0004
64 64 4.3319 0.2083
64 128 16.6281 0.0610

Tabell 11: Prestanda for Algoritm 1 med konstant x = 64 och a = 5. Exekveringstiden och
variansen ar ett medelvirde av 20 st kdrningar.

A.1.3 Algoritm 2 foér a = 3, konstanta kappan
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r | Upplosning | Medel av exekveringstid (s) | Varians i exekveringstid (ms)

16 16 0.0042 0.5681
16 32 0.0031 0.0001
16 64 0.0051 0.0159
16 128 0.0078 0.0024

Tabell 12: Prestanda for Algoritm 2 med konstant x = 16 och a = 3. Exekveringstiden och
variansen &ar ett medelvirde av 20 st kdrningar.

K ‘ Upplésning ‘ Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (ms)

32 16 0.0105 0.2737
32 32 0.0067 0.0019
32 64 0.0100 0.0008
32 128 0.0160 0.0021

Tabell 13: Prestanda for Algoritm 2 med konstant x = 32 och a = 3. Exekveringstiden och
variansen dr ett medelvirde av 20 st kdrningar.

K ‘ Upplosning ‘ Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (ms)

64 16 0.0222 0.2800
64 32 0.0223 0.0229
64 64 0.0260 0.0347
64 128 0.0309 0.0073

Tabell 14: Prestanda for Algoritm 2 med konstant x = 64 och o = 3. Exekveringstiden och
variansen &ar ett medelvéirde av 20 st kdrningar.

A.1.4 Algoritm 2 for a = 5, konstanta kappan

K ‘ Upplosning | Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (ms)

16 16 0.0060 0.2030
16 32 0.0027 0.0003
16 64 0.0039 0.0003
16 128 0.0072 0.003

Tabell 15: Prestanda for Algoritm 2 med konstant x = 16 och o = 5. Exekveringstiden och
variansen &ar ett medelvéirde av 20 st kdrningar.

r | Upplosning | Medel av exekveringstid (s) | Varians i exckveringstid (ms)

32 16 0.0160 0.3465
32 32 0.0070 0.0027
32 64 0.0111 0.0095
32 128 0.0192 0.0241

Tabell 16: Prestanda for Algoritm 2 med konstant x = 32 och a = 5. Exekveringstiden och
variansen &ar ett medelvirde av 20 st kdrningar.

A.1.5 Algoritm 3 for a = 3, konstanta kappan
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r | Upplosning | Medel av exekveringstid (s) | Varians i exekveringstid (ms)

64 16
64 32
64 64
64 128

0.0211
0.0241
0.0248
0.0300

0.1986
0.0131
0.0459
0.0073

Tabell 17: Prestanda for Algoritm 2 med konstant x = 64 och a = 5. Exekveringstiden och
variansen &ar ett medelvirde av 20 st kdrningar.

K ‘ Upplésning ‘ Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (ms)

16 16 0.0087 0.3942
16 32 0.0043 0.0005
16 64 0.0047 0.0008
16 128 0.0066 0.0006

Tabell 18: Prestanda for Algoritm 3 med konstant x = 16 och a = 3. Exekveringstiden och
variansen dr ett medelvirde av 20 st kdrningar.

K ‘ Upplosning ‘ Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (ms)

32 16 0.0152 0.6753
32 32 0.0077 0.0019
32 64 0.0100 0.0024
32 128 0.0150 0.0020

Tabell 19: Prestanda for Algoritm 3 med konstant x = 32 och o = 3. Exekveringstiden och
variansen &ar ett medelvéirde av 20 st kdrningar.

% | Upplésning | Medel av exckveringstid (s) | Varians i exckveringstid (ms)

64 16 0.0335 0.9024
64 32 0.0289 0.0059
64 64 0.0329 0.0371
64 128 0.0438 0.0214

Tabell 20: Prestanda for Algoritm 3 med konstant x = 64 och a = 3. Exekveringstiden och
variansen &dr ett medelvirde av 20 st kdrningar.

A.1.6 Algoritm 3 for a = 5, konstanta kappan

% | Upplésning | Medel av exckveringstid (s) | Varians i exckveringstid (ms)

16 16 0.0094 0.4239
16 32 0.0039 0.0007
16 64 0.0041 0.0002
16 128 0.0008 0.0003

Tabell 21: Prestanda fér Algoritm 3 med konstant k = 16 och a = 5. Exekveringstiden och
variansen &r ett medelvirde av 20 st kdrningar.
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r | Upplosning | Medel av exekveringstid (s) | Varians i exekveringstid (ms)

32 16 0.0099 0.4957
32 32 0.0038 0.0003
32 64 0.0040 0.0003
32 128 0.0068 0.0003

Tabell 22: Prestanda for Algoritm 3 med konstant x = 32 och a = 5. Exekveringstiden och
variansen &ar ett medelvirde av 20 st kdrningar.

K ‘ Upplésning ‘ Medel av exekveringstid (s) ‘ Varians i exekveringstid (ms)

64 16 0.0295 0.7152
64 32 0.0246 0.0092
64 64 0.0247 0.0113
64 128 0.0338 0.0023

Tabell 23: Prestanda for Algoritm 3 med konstant x = 64 och a = 5. Exekveringstiden och
variansen ar ett medelvirde av 20 st korningar.

A.2 Programkod

kappas = [0, 16, 32, 64, 128];
res = [0, 256, 512, 1024, 2048];
alpha = 3;

clf

x_kap = linspace (0, 128);
x_res = linspace (0, 2048);

%A2 for res 2048, mean times for different kappas (based on 20 samples)

A2 res2048 = [0, 0.8767, 1.7018, 3.7638, 8.9943];
%A3 for res 2048, mean times for different kappas (first val based on 40
samples, others 20 samples)

A3 res2048 = [0, 0.1140, 0.2666, 0.9279, 3.7023];

%A3 for const. kappa=128, but varying res (256, 512, 1024, 2048)
A2 kapl28 = [0, 0.3216, 0.7972, 2.5650, 8.9943];

%A2 for const. kappa=128, but varying res (256, 512, 1024, 2048)
A3 kapl28 = [0, 0.3464, 0.6002, 1.2854, 3.7023];

%plot of varying kappas on const. res. at 2048

figure (1)

hold on

plot (kappas, A2 res2048, ’'.— 7, ’LineWidth’, 1.4, ’MarkerSize’, 20)
plot (kappas, A3 res2048, ’.—’, ’LineWidth’, 1.4, "MarkerSize’, 20)

plot (x_kap, 0.01.xx kap.~1.1.xlog(x _kap), 'k—’") %x kap. 1.1

xlabel (7\kappa’);

ylabel (7tid (s)’7);

title (’Konstant upplosning, 2048 punkter’)

legend ( ’Algoritm 2’, ’Algoritm 37, ’0.1\cdot\kappa'\cdot log(\kappa) ~{~1.1}’
"Location’, ’southeast ’)

I

VO

%plot of varying res. on const. kappa at 128

figure (2)

hold on

plot (res, A2 kapl28, ’.— ', ’'LineWidth’, 1.4, "MarkerSize’, 20)
plot (res, A3 kapl28, ’.— ', ’LineWidth’, 1.4, "MarkerSize’, 20)

plot(x_res, 0.001.xx res.xlog(x _res), 'k—7)



xlabel ("Upplosning ) ;

ylabel (7tid (s)7);

title (’Konstant \kappa=128")

legend (" Algoritm 2’, ’Algoritm 3’, ’0.001\cdot [res]\cdot log([res])’, ~’
Location’, ’southeast ”)

9%
% Plots for algorithms 1,2,3 for constant kappa

kappas = [0, 16, 32, 64];
res = [0, 16, 32, 64, 128];
alpha = 3;

clf

%alpha=3
%A1 for const. kappa=64, but varying res (0, 16, 32, 64, 128)
Al kap64 a3 — [0, 0.2700, 1.0047, 4.1965, 17.0227];

%A2 for const. kappa=64, but varying res (0, 16, 32, 64, 128)
A2 kap64 a3 — [0, 0.0105, 0.0067, 0.0100, 0.0160];

%A3 for const. kappa=64, but varying res (0, 16, 32, 64, 128)
A3 kap64 a3 — [0, 0.0335, 0.0289, 0.0329, 0.0438];

YALPHA=5
%A1 for const. kappa=64, but varying res (0, 16, 32, 64, 128)
Al kap64 ab = [0, 0.2895, 1.0248, 4.3319, 16.6281];

%A2 for const. kappa=64, but varying res (0, 16, 32, 64, 128)
A2 kap64 ab — [0, 0.0211, 0.0241, 0.0248, 0.0300];

%A3 for const. kappa=64, but varying res (0, 16, 32, 64, 128)
A3 kap64 ad — [0, 0.0295, 0.0246, 0.0247, 0.0338];

%plot of varying res. on const. kappa at 64, alpha=3

figure (3)

hold on

plot (res, Al kap64 a3, ’.— ', ’LineWidth’, 1.4, "MarkerSize’, 207)
plot (res, A2 kap64 a3, ’.—’, ’LineWidth’, 1.4, "MarkerSize’, 20)
plot (res, A3 kap64 a3, ’.— ', ’LineWidth’, 1.4, "MarkerSize’, 20)

xlabel (" Upplosning 7);

ylabel (7tid (s)7);

title (’Konstant \kappa=64, \alpha=3")

legend ( *Algoritm 17, "Algoritm 2’, ’Algoritm 3’, ’'Location’,’southeast’)

%plot of varying res. on const. kappa at 64, alpha=3

figure (4)

hold on

plot (res, Al kap64 a5, ’.— ', ’LineWidth’, 1.4, "MarkerSize’, 20)
plot (res, A2 kap64 a5, ’.— ', ’LineWidth’, 1.4, "MarkerSize ', 20)
plot (res, A3 kap64 a5, ’.—’, ’LineWidth’, 1.4, "MarkerSize’, 20)

xlabel (" Upplosning ) ;

ylabel (7tid (s)7);

title (’Konstant \kappa=64, \alpha=5")

legend (’Algoritm 1’, ’"Algoritm 2’, ’Algoritm 3’, ’'Location’,’southeast’)

9o

% Plots for algorithms 1,2,3 for constant res
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kappas = [0, 16, 32, 64];
res = [0, 16, 32, 64, 128];
clf

Y%alpha=3
%A1 for const. res=128, but varying kappa (0, 16, 32, 64)
Al resl28 a3 = [0, 3.4813, 7.2319, 17.0227];

%A2 for const. res=128, but varying kappa (0, 16, 32, 64)
A2 resl28 a3 = [0, 0.0078, 0.0160, 0.0309];

%A3 for const. res=128, but varying kappa (0, 16, 32, 64)
A3 resl28 a3 = [0, 0.0066, 0.0150, 0.0438];

%alpha=>h
%A1 for const. res=128, but varying kappa (0, 16, 32, 64)
Al res128 a5 — [0, 3.6002, 7.6909, 16.6281];

%A2 for const. res=128, but varying kappa (0, 16, 32, 64)
A2 resl28 a5 = [0, 0.0072, 0.0192, 0.0300];

%A3 for const. res=128, but varying kappa (0, 16, 32, 64)
A3 res128 a5 = [0, 0.0008, 0.0068, 0.0338];

%plot of varying kappa. on const. res at 128, alpha=3

figure (5)

hold on

plot (kappas, Al resl28 a3, ’.—’, ’LineWidth’, 1.4, "MarkerSize’, 20)
plot (kappas, A2 resl28 a3, ’.—’, ’LineWidth’, 1.4, "MarkerSize’, 20)
plot (kappas, A3 resl28 a3, '.—’, ’'LineWidth’, 1.4, ’~MarkerSize’, 20)

xlabel ( "Kappa’) ;

ylabel (7tid (s)7);

title (’Konstant upplosning 128 punkter, \alpha=3’)

legend ( *Algoritm 17, ’Algoritm 2’, ’Algoritm 3’, ’'Location

)

, 'southeast )

%plot of varying kappa. on const. res at 128, alpha=5

figure (6)

hold on

plot (kappas, Al resl28 a5, ’'.—’, ’'LineWidth’, 1.4, ~MarkerSize’, 20)
plot (kappas, A2 resl28 a5, ’.— ', ’LineWidth’, 1.4, "MarkerSize’, 20)
plot (kappas, A3 resl28 a5, ’.—’, ’LineWidth’, 1.4, 'MarkerSize’, 20)

xlabel ("Kappa’);

ylabel (7tid (s)7);

title (’Konstant upplosning 128 punkter, \alpha=5")

legend (7 Algoritm 1’, ’Algoritm 2’, ’Algoritm 3’, ’Location’,’southeast’)
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