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Serie 11

mit Musterlosungen
Aufgabe 1: (P)*
Schreiben Sie eine Matlab-Funktion
function [x, iter] = NewtonIter_System(f1, f2, x0, max_iter, tol),

die eine numerische Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

f1($1,932) =0,
fz(Il,xz) =0,

mit der Newton-Iteration fiir den Startwert £ = (2'%, 2{)7 und der Genauigkeit

tol bestimmt, wobei hochstens max_iter Iterationsschritte durchgefiihrt werden.
Approximieren Sie die partiellen Ableitungen von f = (f1, f2)7 in der Jacobi-Matrix
durch Differenzenquotienten, z. B.

ofi _ file, w4+ h) = fi(a, o)

8—172(%,%2) ~ 3 , h=107"

Schreiben Sie eine Matlab-Routine Test_NewtonIter_System, die die numerische
Losung des Gleichungssystems

sinh(zy29) + 25 + 25 + 1, = 1

3 2
T] — x5+ 19 = —1

mit £® = (—1,1) und tol= 107! berechnet.

Hinweis: Die Skelette der Codes kann man von der Webseite herunterladen.

Aufgabe 2: (P)*

Schreiben Sie eine Matlab-Funktion
function [x, y] = Euler(f, yO, h , x_0, x_max),

die eine numerische Losung des Anfangswertproblems
y'(x) = flz,y), z0<2< Taw
y(wo) = yo
mit dem Euler-Verfahren mit konstanter Schrittweite i bestimmt.

Schreiben Sie eine Matlab-Routine Test_Euler zur numerischen Losung des Anfangs-

wertproblems
, x4+ 2
= 0<z<5h
y)=_——7y, 0<z<
y(zo) =e



mit dem FEuler-Verfahren mit konstanter Schrittweite A = 0.01. Zeichnen Sie die
numerische Losung und die exakte Losung y(z) = (1 + z)e*®) zusammen.

Hinweis: Die Skelette der Codes kann man von der Webseite herunterladen.

Aufgabe 3: (P)

Schreiben Sie Matlab-Routinen

function [x, y1, y2] Euler_System(f1, f2, yO, h, x_0, x_max) und

ModEuler_System(f1l, f2, y0O, h, x_0, x_max)

function [x, y1, y2]

zur numerischen Losung eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen

v =@ yny2), 20 <2< Tae
Yo = fo(@,y1,92), @0 <& < Tynge
yi(zo) = Y1, yalao) = s
mit dem Euler-Verfahren bzw. mit dem modifizierten Euler-Verfahren.

Schreiben Sie Matlab-Routinen Test_Euler_System und Test_ModEuler_System
zur numerischen Losung der van der Pol’sche Differentialgleichung

Y' = A1—-y?)y +y=0, 0<z<5
y(0) =0, ¢y'(0)=1.

Berechnen Sie die Losung fiir A = 0 mit Schrittweite h = 0.025,0.0025 und plotten
Sie die mit der exakten Losung zusammen. Fiir A = 12 berechnen Sie die Losung und
plotten Sie jede ihrer Komponente.

Hinweis: Setzen Sie y; := y und y := y' und schreiben Sie zuerst die Differen-
tialgleichung 2. Ordnung als ein System von Differentialgleichungen. Benutzen Sie
die Verfahren auf dieses System. Fiir X = 0 lautet die exakte Losung (yi,y2)T =
(sinz,cosz)T.

Die Skelette der Codes kann man von der Webseite herunterladen.

Aufgabe 4: (A+B)

Beweisen Sie die folgende Aussage (Banachscher Fixpunktsatz im R™):

Sei 2 C R” ein abgeschlossenes, beschrénktes Gebiet und ® :  — € eine Kon-
traktion. Dann existiert ein eindeutiger Fixpunkt x* €  mit * = ®(x*). Zudem
konvergiert die Folge @,,.1 = ®(x,), n =0,1,... fiir jedes &y € 2 gegen x*.
Hinweis:  Um die Existenz eines Fizpunktes x* € ) von ® zu zeigen, zeigen Sie,
dass {@x, }n>o0 eine Cauchy-Folge ist. Dazu zeigen Sie, dass

n

_ <
| — ] <~

|21 — 20| -

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, betrachten Sie einen weiteren Fixpunkt ' € Q0 von
®. Zeigen Sie dann, dass |x* — x'|| = 0.



Aufgabe 5: (A+B)

Beweisen Sie die folgende Aussage:

Sei 2 C R" offen und ® : 2 — R” stetig differenzierbar. Sei * € 2 ein Fixpunkt
von ® und || - || eine Norm auf R™, in deren induzierten Matrixnorm ||®'(z*)|| < 1
gilt. Dann gibt es eine (kompakte) Umgebung

B.(x")={x e R" : || —z"|| < ¢},

so dass ® : B, — B. eine Kontraktion ist, die B in sich abbildet.

Hinweis: Uberlegen Sie, dass ein e > 0 eistiert, so dass |®'(x)|| < 1, x € B.(z*).
Unter Verwendung von

T ge{te+(1-t)y:te[0,1]}

|®(z) - (y)|| = /‘I”(twﬂl—t)y)dt(w—y) < max [EACIRIEST

fir x,y € B., zeigen Sie, dass || ®(x) — ®(y)| < L||lx — yl|| mit L < 1.

Um zu zeigen, dass B. in sich abgebildet wird, nehmen Sie ein @ € B. und zeigen
Sie, dass | ®(x) — x*|| < e.

Abgabe: ohne Abgabe; Falls man zusédtzlichen Programmieraufgaben abgeben mochte,
sollte man die Programmieraufgaben zur Serie 11 bis 22. Mai abgeben.

Allgemeine Informationen zur Vorlesung und Ubungsblitter befinden sich auf der Webseite
http://www.math.unibas.ch/"cohen



