
Spektralmethoden Mathematik, FS 2008Prof. D. Cohen und I. Sim Universität BaselSerie 81. Sei ‖ · ‖N,ω die diskrete Norm für die Chebyshev-Gauss-Lobatto Quadraturformel mit
xj = cos

πj

N
und ωj =

π

c̄j

N für j = 0, . . . , N .Zeigen Sie die folgenden Unglei
hungen:
‖u‖L2

ω(−1,1) ≤ ‖u‖N,ω ≤
√

2‖u‖L2
ω(−1,1) ∀u ∈ PN(−1, 1).2. Sei PNu(x) =

N/2−1
∑

k=−N/2

ûkei k x ein trigonometris
hes Polynom einer glatten Funktion u.1) Zeigen Sie, dass (PNu)′ = PNu′.2) Zeigen Sie, dass
(INu)′j = (DNu)j =

N/2−1
∑

k=−N/2

ũ
(1)
k e2ikjπ/N für j = 0, 1, . . . , N − 1,wobei ũ

(1)
k = ikũk =

ik
N

N−1
∑

ℓ=0

u(xℓ)e−2ikℓπ/N für k = −N/2, . . . , N/2 − 1 und
INu(x) :=

N/2−1
∑

k=−N/2

ũkeikx der N/2-Interpolant von u dur
h xj =
2πj

N
, j = 0, . . . , N − 1.3) Mit (2) zeigen Sie, dass

(DNu)j =

N−1
∑

ℓ=0

(DN)jℓ uℓ mit (DN)jℓ =
1

N

N/2−1
∑

k=−N/2

ike2ik(j−ℓ)π/N .4) Zeigen Sie, dass (DN)jℓ = Ψ′

ℓ(xj) mit dem Lagrange-Polynom
Ψℓ(x) =

1

N

N/2−1
∑

k=−N/2

eik(x−xℓ) .3. Sei {xj}N
j=0 die Chebyshev-Gauss-Lobatto Knoten. Zeigen Sie, dass

Ψℓ(x) =
(−1)ℓ(x2 − 1)T ′

N (x)

c̄ℓN2(x − xℓ)ein Interpolationspolynom ist (d.h. Ψℓ(xj) = δℓj).1



4. (Chebyshev-Ableitung im physikalis
hen Raum)a) Sei {xj}N
j=0 die Chebyshev-Gauss-Lobatto Knoten. Programmieren Sie die Ab-leitungsmatrix DN von (DNu) = (INu)′ mit (DNu)(xj) =

N
∑

ℓ=0

(DN)jℓu(xℓ) für
j = 0, . . . , N .b) Plotten Sie die Chebyshev-Ableitungen (mit N = 20 z.B.) und die Fehler (N =
0, . . . , 50) für die folgenden Funktionen:

f(x) = ex sin(5x), g(x) = x10, h(x) = |x3| x ∈ [−1, 1].5. Wir betra
hten das Problem










∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
in (−1, 1)

u(−1, t) = u(1, t) = 0
u(x, 0) = f(x).Geben Sie ein Chebyshev-Galerkin Ansatz, um die numeris
he Lösung

uN(x, t) =
N

∑

k=0

ak(t)φk(x) zu �nden.Hinweis: φk = Tk+1 − Tk−1, k ≥ 1. Aber warum?
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