
Spektralmethoden Mathematik, FS 2008Prof. D. Cohen und I. Sim Universität BaselSerie 111. Beweisen Sie den folgenden Satz:Für alle Polynome pN ∈ PN(−1, 1) gilt
‖pN‖

2
L2(−1,1) ≤

N∑

j=0

p2
N(xj)ωj ≤ 3‖pN‖

2
L2(−1,1),wobei {xj, ωj}

N
j=0 die Knoten bzw. die Gewi
hten von der Legendre-Gauss-LobattoQuadratur sind.Hinweis: Benutzen Sie N∑

j=0

L2
N (xj)ωj = (2 +

1

N
)‖LN‖

2
L2(−1,1)2. Beweisen Sie den folgenden Satz:Für die exakte Lösung u ∈ Hm(Ω) des Problems(P) �nde u ∈ H1

0 (Ω) so, dass a(u, v) = b(v) ∀v ∈ H1
0 (Ω) (mit a(u, v) =

(∇u,∇v), b(v) = (f, v) und f ∈ Hr(Ω))gilt
‖u − uN‖L2(Ω) ≤ C · (N−m||u||Hm(Ω) + N−r‖f‖Hr(Ω)).Hinweis: Wir haben ‖u− uN‖L2(Ω) = supt∈L2(Ω)

∫
Ω
(u(x) − uN(x))t(x)dx

‖t‖L2(Ω)
. Für t ∈ L2(Ω)betra
hten wir das Problem:�nde ω ∈ H1

0 (Ω) so, dass a(v, ω) =
∫
Ω

t(x)v(x)dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).(Es gelten ω ∈ H2(Ω) und ‖ω‖H2(Ω) ≤ C‖t‖L2(Ω) (o.B.)).3. Wir lösen das Poisson-Problem in 2D

{
uxx + uyy = 10 sin(8x(y − 1)) in Ω := (−1, 1) × (−1, 1),

u = 0 auf ∂Ωmit einer Chebys
hev-Spektralmethode. Dur
h Diskretisierung erhalten wir eine Glei-
hung LNu = f auf dem Lobatto-Gitter.1



a) Bere
hnen Sie den diskreten Lapla
e-Operator LN mit der Hilfe von dem Tensor-Produkt.b) Implementieren Sie das Problem.Hinweis: Wir bere
hnen ωp q die Ableitungen von u na
h x an GLL-Knoten (xp, xq):
ωp q :=

∂u

∂x
(xp, xq) =

N∑

i=0

N∑

j=0

uijℓ
′

i(xp)ℓj(xq) =
N∑

i=0

uiqℓi(xp)mit den Lagrange-Polynomen ℓj(x).In der Matrix-Vektor-S
hreibweise bekommen wir:
ω = Dxu :=




D̂x 0. . .
0 D̂x









u00

u10...
uNN



mit der Chebys
hev-Ableitungsmatrix D̂x (siehe Aufgabe 4 in der Serie8). Die Komponenten von D̂x werden na
h jeden Spalten mit dem Vektor
(u0j, u1j, . . . , uNj)

⊤, j = 0, . . . , N geordnet. Wir haben Dx = I⊗D̂x und Dy = D̂y⊗I,wobei das Symbol ⊗ das Krone
ker-Tensorprodukt bezei
hnet (es gibt ein Befehl kronin Matlab).Def. (Krone
ker-Tensorprodukt)Unter einem Krone
ker-Tensorprodukt A ⊗ B von den Matrizen A ∈ Mat(k, ℓ) und
B ∈ Mat(m, n) versteht man eine Matrix C = A ⊗ B ∈ Mat(km, ℓn) mit

C =




a11B a12B · · · a1ℓB... ...
ak1B · · · · · · akℓB





4. Für Magdalena und WanjaKurze Präsentation der S
hrödinger-Glei
hung.Hinweis: Ges
hi
hte; Anwendung (Glasfaser); Lösung; Soliton; Wellenpa
ket;Fourier-Kollokationsmethode (zeitabhängiges Problem, periodis
he RB).
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