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El caso conmutativo.

Definicidon

Sea G un grupo (localmente) compacto y sea X un espacio
(localmente) compacto y de Hausdorff. Una accién G ~ X se dice
libre si ningtin g # 1 en G tiene puntos fijos.
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Sea G un grupo (localmente) compacto y sea X un espacio
(localmente) compacto y de Hausdorff. Una accién G ~ X se dice
libre si ningtin g # 1 en G tiene puntos fijos.

Teorema

Sean G un grupo compacto y X un espacio métrico totalmente
disconexo. Si G actda libremente en X, entonces G es totalmente
disconexo.
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El caso conmutativo.

Definicidon

Sea G un grupo (localmente) compacto y sea X un espacio
(localmente) compacto y de Hausdorff. Una accién G ~ X se dice
libre si ningtin g # 1 en G tiene puntos fijos.

Teorema

Sean G un grupo compacto y X un espacio métrico totalmente
disconexo. Si G actda libremente en X, entonces G es totalmente
disconexo.

En particular, los tnicos grupos de Lie que actiian libremente en
espacios totalmente disconexos son los grupos finitos.
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Preliminares: C*-algebras.

Definicion

(Gelfand-Naimark) Una C*-dlgebra es una x-subdlgebra cerrada de
B(H) para algin espacio de Hilbert .
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Preliminares: C*-algebras.

Definicion

(Gelfand-Naimark) Una C*-dlgebra es una x-subdlgebra cerrada de
B(H) para algin espacio de Hilbert .

@ Cualquier C*-algebra de dimensién finita es de la forma
Mp, & -+ & Mp,,.

o (Gelfand) Cualquier C*-dlgebra conmutativa con unidad es de
la forma C(X) para X compacto y de Hausdorff.
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Preliminares: AF-3lgebras.

Definicién

Sea (An, ®n)nen una sucesion directa de C*-algebras, con

¢n: Ap — Ap+1. Una C*-dlgebra A junto con mapas

®noo: An — Ason el limite directo de (An, ¢n)nen si satisfacen la
propiedad universal:
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Preliminares: AF-3lgebras.

Sea (An, ®n)nen una sucesion directa de C*-algebras, con

¢n: Ap — Ap+1. Una C*-dlgebra A junto con mapas

®noo: An — Ason el limite directo de (An, ¢n)nen si satisfacen la
propiedad universal:

A 1 Ay 2 A
V2,00 :

V1,00 V¢

B

Una AF-dlgebra es una C*-algebra que es (isomorfa a) un limite

directo de algebras de dimensién finita, esto es, de sumas de
matrices.
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Por ejemplo, si C denota el espacio de Cantor, enonces C(C) es el
limite de la sucesién C — C2 — C* — --- — C(C) con mapas
dados por A — (A, N).

Teorema (Elliott)

Si Ay B son AF-3lgebras unitales, entonces A y B son isomorfas si
y sélo si

(Ko(A), Ko(A)+, [14]) = (Ko(B), Ko(B)+, [18])-
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La propiedad de Rokhlin.

Definicién
Una accién G ~ A tiene la propiedad de Rokhlin si existe un mapa
*-lineal unital

p: C(G)— A
que es aproximadamente multiplicativo, aproximadamente
equivariante y aproximadamente central. (G acttia en C(G) por
traslacién.)
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La propiedad de Rokhlin.

Definicion

Una accién G ~ A tiene la propiedad de Rokhlin si existe un mapa

*-lineal unital
p: C(G)— A

que es aproximadamente multiplicativo, aproximadamente
equivariante y aproximadamente central. (G acttia en C(G) por
traslacién.)

Aproximadamente multiplicativo, aproximadamente equivariante y
aproximadamente central significa que

le(x)p(y) =)l llelex) — g3 [lv(x)a — ap(x)|l

son pequefos para x, y, a en ciertos conjuntos finitos.
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Resultados en el caso no conmutativo.

Definicién (de nuevo)

Una accién G ~ A tiene la propiedad de Rokhlin si existe un mapa
-lineal unital ¢: C(G) — A que es aproximadamente
multiplicativo, aproximadamente equivariante y aproximadamente
central. (G actia en C(G) por traslacién.)
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Resultados en el caso no conmutativo.

Definicién (de nuevo)

Una accién G ~ A tiene la propiedad de Rokhlin si existe un mapa
-lineal unital ¢: C(G) — A que es aproximadamente
multiplicativo, aproximadamente equivariante y aproximadamente
central. (G actia en C(G) por traslacién.)

Teorema
Si X es totalmente disconexo, entonces G ~ X es libre si y sélo si
G ~ C(X) tiene la propiedad de Rokhlin.
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Teorema (de nuevo)

Si X es totalmente disconexo, entonces G ~ X es libre si y sélo si
G ~ C(X) tiene la propiedad de Rokhlin.

Recordemos que:

Teorema

Si G actia libremente en un espacio métrico totalmente disconexo,
entonces G es totalmente disconexo.

La versidon no conmutativa de este resultado es:
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Resultados en el caso no conmutativo.

Teorema (de nuevo)

Si X es totalmente disconexo, entonces G ~ X es libre si y sélo si
G ~ C(X) tiene la propiedad de Rokhlin.

Recordemos que:

Teorema

Si G actia libremente en un espacio métrico totalmente disconexo,
entonces G es totalmente disconexo.

La versidon no conmutativa de este resultado es:

Teorema

Si G actta en una AF-dlgebra con la propiedad de Rohklin,
entonces G es totalmente disconexo.
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Resultados en el caso no conmutativo.

Teorema

Si G actta en una AF-dlgebra con la propiedad de Rohklin,
entonces G es totalmente disconexo.

Damos una idea de la prueba cuando G es conexo (hay que probar

G = {1}).
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Teorema

Si G actta en una AF-dlgebra con la propiedad de Rohklin,
entonces G es totalmente disconexo.

Damos una idea de la prueba cuando G es conexo (hay que probar
G = {1}). Por absurdo, si G es compacto, conexo y no trivial,
entonces el circulo T es o bien un subgrupo o un cociente de G.
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Resultados en el caso no conmutativo.

Teorema

Si G actta en una AF-dlgebra con la propiedad de Rohklin,
entonces G es totalmente disconexo.

Damos una idea de la prueba cuando G es conexo (hay que probar
G = {1}). Por absurdo, si G es compacto, conexo y no trivial,
entonces el circulo T es o bien un subgrupo o un cociente de G.
Supdngase que T < G. La restriccién a|r: T — Aut(A) induce la
sucesién exacta

Ko(a)—id

Ko(A % T) Ko(A x T) Ko(A)

| |

Ki(A) Ki(A x T) Ki(A x T).

Ki(a)—id
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Resultados en el caso no conmutativo.

Ko(a)—id

Ko(A A T) Ko(A A T)

Ko(A)

KI(A) -~ Kl(A X T)

Ki(A % T).
Ki(a)—id 1(AT)
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Resultados en el caso no conmutativo.

a)—id
Ko(A x T) —2O_ (A% T) Ko(A)

| |

Kl(A) <~ Kl(A X T) Kl(A X T).

Ki(a)—id

Como Ki(A) = 0, se tiene que Ko(Q) — idk,(axT) €S inyectivo.
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Resultados en el caso no conmutativo.

a)—id
Ko(A x T) —2O_ (A% T) Ko(A)

| |

Kl(A) <~ Kl(A X T) Kl(A X T).

Ki(a)—id

Como Ki(A) = 0, se tiene que Ko(Q) — idk,(axT) €S inyectivo.
Usando la propiedad de Rokhlin, se puede mostrar que cierta
potencia de este mapa es cero, y por lo tanto Ky(A x T) = 0.
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Resultados en el caso no conmutativo.

a)—id
Ko(A x T) —2O_ (A% T) Ko(A)

| |

Kl(A) <~ Kl(A X T) Kl(A X T).

Ki(a)—id

Como Ki(A) = 0, se tiene que Ko(Q) — idk,(axT) €S inyectivo.
Usando la propiedad de Rokhlin, se puede mostrar que cierta
potencia de este mapa es cero, y por lo tanto Ky(A x T) = 0.
Andlogamente, Ki(A x T) =0, y por lo tanto Ko(A) = 0, que es
una contradiccién.
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Resultados en el caso no conmutativo.

a)—id
Ko(A x T) —2O_ (A% T) Ko(A)

| |

Kl(A) <~ Kl(A X T) Kl(A X T).

Ki(a)—id

Como Ki(A) = 0, se tiene que Ko(Q) — idk,(axT) €S inyectivo.
Usando la propiedad de Rokhlin, se puede mostrar que cierta
potencia de este mapa es cero, y por lo tanto Ky(A x T) = 0.
Andlogamente, Ki(A x T) =0, y por lo tanto Ko(A) = 0, que es
una contradiccién.

El caso en que T es un cociente de G es mas dificil.
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Resultados en el caso no conmutativo.

Clasificacién

Sean G un grupo compacto, Ay B AF-algebras unitales, y a y 8
acciones de G en Ay B respectivamente con la propiedad de
Rokhlin.
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Clasificacién

Sean G un grupo compacto, Ay B AF-algebras unitales, y a y 8
acciones de G en Ay B respectivamente con la propiedad de
Rokhlin. Para cada isomorfismo
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Clasificacidon

Sean G un grupo compacto, Ay B AF-algebras unitales, y a y 8
acciones de G en Ay B respectivamente con la propiedad de
Rokhlin. Para cada isomorfismo

¢: (Ko(A), Ko(A)+, [1a]) = (Ko(B), Ko(B)+, [18])

tal que ¢ o Ko(ag) = Ko(Bg) o ¢ para todo g en G, existe un
isomorfismo 6: A — B tal que

foag=pPg080 Vgei

y Ko(0) = ¢.
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Resultados en el caso no conmutativo.

Clasificacidon

Sean G un grupo compacto, Ay B AF-algebras unitales, y a y 8
acciones de G en Ay B respectivamente con la propiedad de
Rokhlin. Para cada isomorfismo

¢: (Ko(A), Ko(A)+, [1a]) = (Ko(B), Ko(B)+, [18])

tal que ¢ o Ko(ag) = Ko(Bg) o ¢ para todo g en G, existe un
isomorfismo 6: A — B tal que

foag=pPg080 Vgei

y Ko(0) = ¢. Es decir, a 'y 8 son conjugadas si y sélo si Kp(a) y
Ko(/3) son conjugadas.
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Resultados en el caso no conmutativo.

Recordando que las AF-3lgebras conmutativas son precisamente
aquellas asociadas a espacios totalmente disconexos, obtenemos:

Corolario

Sean a: G ~ X y B: G ~ X dos acciones libres en un espacio de
Cantor. Entonces existe un homeomorfismo h: X — X tal que

hoag=pg0h YVgei

si y solo si Ko(a) y Ko(3) son conjugadas.
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Gracias.

iGracias!
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