Losningsforslag till tenta 2009-12-17
Linjar algebra D

Uppgift 1. Vektorerna v = (4,1,1) — (1,0,—1) = (3,1,2) och v = (2,1,2) —
(1,0,—1) = (1,1, 3) ar bada parallella med planet, vars normal darfor fas ur
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(a) En godtycklig punkt (x,y,z) € 7 precis da vektorn (z — 1,y,z + 1) &r
vinkelrdt mot planets normal (1, —7,2). Detta ger ekvationen

(x—1,9,2+1)-(1,-7,2) =0 ©zx—-Ty+2z2+1=0
Svar: Planets ekvation &r x — 7y + 22+ 1 = 0.

(b) Vi kan anvénda en fardig formel. Dividera planets ekvation med lingden
av normalvekorn (1, —7,2).

T—Ty+2z+1 —0
VIEF (222

Nu fas avstandet mellan punkten (—1,0, 1) och planet som

Uz, y,2) =

2 2
£(-1,0,1)]| = — =1/ —=.
(100 = 2= =5
Svar: Avstandet ar 237

Uppgift 2. Kalla planets normalen for n = (1,1,1). Lat u vara vektorn fran

punkten (0,4,0) till P : (2,4,0), dvs u = (2,0,0). Rita noggrann figur! Vektorn
u projiceras pa normalen n varvid u’ erhalles
, u-n 2
u=——n=gn= (2/3,2/3,2/3)

n-n

Punkten @ &ar P:s projektion i planet och O systemets origo. Vi far
0Q = OP —u' = (2,4,0) — (2/3,2/3,2/3) = (4/3,10/3,—2/3)

(
Kontroll: (4/3,10/3,-2/3)e < (4+10-2)/3—4=0.
Svar: (4/3,10/3,-2/3) = 2(2,5,—1)

Uppgift 3. Vi gor det bekvamt for oss och raknar sa mycket som mojligt med
matriser.

Linjens ekvation kan skrivas (2 3)z = (2 3)AT2’ = (-1 10)2’ = 0.
Svar: —a} 4+ 1025 = 0.



Uppgift 4. Vi forsoker avbilda den elliptiska skivan pa en cirkelskiva med

avbildningen
() ~(2)-1(2)
T2 Y2 T2

dér A ar en konstant 2 x 2-matris. Rita sjéilv en rimlig figur! Kvadratkomplet-
tering ger
IE% + 2x120 + 1017% e (Il + 562)2 + (3172)2 =4

och siitter vi y1 = x1 + 2 och yo = 325 fas y? + y3 = 4. Vi ser ocksa att

A:((l) ;) . det(A) =3

Vi anvénder nu: area av bild = det(A) - area av ursprung
och far: 4dm = 3- sokt area.
4am

Svar: 5

Uppgift 5.

(a) Egenvérdena kan fas ur

3—-A -1

det(A—)\I):' 13

’:(3—)\)2—1:0 S M =2, =4

Egenvektorerna fas ur systemen (A — 2I)z = 0 och (A — 4@z = 0.
Svar: Egenviirden 2 och 4 samt egenvektorer t ex (1 1)7 resp (-1 1)7.

(b) Man kan anvanda att A har ett egenvirde 0 precis da det(A) = 0. Vi
véaljer hir att istéllet se pa systemet Az =0, x #£ 0 direkt

$2—$3:0
—4xy — 2o+ 5x3=0
—4x1 + 29 +ax3 =0

Forsta ekvationen ger xo = x3, om bada &r 0 ger andra ekvationen att
dven x3 = 0, vilket ej fungerar. Vi kan alltsa utan inskrdnkning antaga
att t ex zo = x3 = 1. Andra ekvationen ger nu att dven x3 = 1 och den
tredje blir —4 + 1+ a = 0. Saledes ar a = 3. For att bestaimma de andra
egenvirdena ser vi pa

det(A— M) = -3 +2X2 + 8\ = - A\(\? —=2A = 8) = —A(A +2)(A — 4).

Svar: a = 3 ger ett egenvirde 0 med egenvektor t ex (1 1 1)7. De andra
egenvardena ar —2 och 4.



