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1. Inledning

Du ér sikert vl fortrogen med hur (reella) tal kan anvindas for att beskri-
va olika storheter inom naturvetenskap, t.ex. langd, temperatur, stromstyrka
och fart. Dessa storheter kallas ofta for skalérer.

Andra storheter har bade riktning och storlek. Nagra sadana exempel &r
kraft, acceleration, hastighet och magnetfilt. Sedan lange har man beskrivit
dessa storheter, t.ex. krafter, med hjilp av pilar (riktade striackor) dér pilen
pekar i kraftens riktning och pilens lingd anger kraftens storlek. Storheter
med bade riktning och storlek kallas vektorer. Vi skall ldra oss att rikna med
dessa vektorer och pa sa sétt skapa oss ett verktyg for att angripa problem
av manga olika slag.

Syftet med detta kompendium &r att pa ett forhoppningsvis begripligt
satt beskriva borjan av denna teori.

2. Geometriska vektorer

Med ledning av diskussionen i inledningen skall vi definiera vektorer och
operationer pa vektorer i bade planet och rummet. Definitionen bygger pa
geometriska resultat om t.ex. parallellitet och likformighet. Omvéant kan vi
darfor genom att rdkna med vektorer bevisa geometriska resultat.

Om man studerar hastigheten hos en bat (i synnerhet om vagorna ar sma)
ar det naturligt att bara halla reda pa hur den ror sig med avsende pa tva
riktningar; nord-sydlig och 6st-véstlig. En bat kan t.ex. kora med 12 knop i
nordnordviistlig riktning. Om man i stéllet studerar ett flygplan behéver man
ocksa halla reda pa en tredje riktning; ndmligen den vertikala. Planet kan
stiga 30° med hastigheten 572 km/tim i sydostlig riktning. Man siger déarfor
att planet (inte flygplanet) &r tvadimensionellt och rummet tredimensionellt
och vi anviinder ofta beteckningarna R? och R3 fér planet respektive rummet.

2.1. Definition av vektorer

Vi skall definiera vektorer i planet och i rummet. Diskussionen i denna
och de foljande tva paragraferna giller bade for vektorer i R? och R3.

Definition 2.1. Twa punkter A och B bestammer en riktad striacka fran A
till B som betecknas AB.

Varje riktad strdcka bestammer i sin tur en vektor u. Twa strdckor som
ar lika langa och lika riktade bestimmer samma vektor.
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I figuren &ar stréckorna ITB och CT) lika langa och lika riktade och be-
stdmmer alltsa samma vektor u. Vi skriver u —E—Cﬁb Stréickan ﬁ’ ar
lika lang som AB men inte parallell med AB Sa om v —EF ar u 7é V.
Stréickan GH ar hka riktad men inte lika lang som AB sa om W GH ar

w # u. Eftersom EF och GH varken ar lika langa eller lika riktade sa ar
ocksa v # w.
Nollvektorn ar den vektor som fas da start- och slutpunkt sammanfaller.

Nollvektorn @tecknas 0 och alltsa ar 0 =AA=BB.
Om u=AB sa ar —u den vektor som &r lika lang som u men motsatt

riktad mot u , dvs. —u =BA.
Langden av vektorn u betecknas |ul.

2.2. Operationer pa vektorer
Multiplikation av en vektor med en skaléir

Definition 2.2. Om t dr ett reellt tal och u dr en vektor sa dr tu den vektor
som har lingden |t||u| och dr lika riktad som u om t > 0 och motsatt riktad
motu omt <0. Nirt=0 drtu=0.

u 2u

Exempel 2.1.
(1)1 -u=u (2) (-1)-u=—u
(3)t0 =0 for allat och (4) Ou=0 for alla u .
(]

Vektorerna u och ¢ u ér alltsa parallella och om u # 0 sa kan varje vektor
v som &ar parallell med u skrivas v = t u for nagot ¢.
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Addition av vektorer

Vi skall nu definiera addition av vektorer. Definitionen gors sa att kraft-
parallellogramlagen blir uppfylld.

Definition 2 3. Latu och v vara tva vektorer Vilj tre punkter A, B och C
sa altu = AB och v —BC Da déru+v AC’.

u-—+v

Réakneregler

Ju+v=v+u (kommutativitet),

2) (u+v)+w=u+(v+w) (associativitet),
u+0=04+u=nu,

t(u+v) =tu+tv (distributivitet),
(s+t)u=su+tu (distributivitet),
s

(tu) = (st)u.

Vi visar bara (1) och (4) da ¢t > 0, och later ldsaren sjalv fundera ut varfor
de Gvriga dr sanna.

Kommutativiteten foljer ur foljande figur.




I parallellogrammen ABC’D ar u AB CD och v —AC’ BD Sa u +
v AB~|—BD AD= AC’—i—C’D v+ u.

Att (4) géller foljer av likformighet. Antag att ¢ > 0 och betrakta triang-
larna ABC och DBE déir u =AB, v =BC, tu =DB och tv =BFE.

B

A

Trlanglarna ABC och DBE éar hkformlga med forhallandet 1:t. (Var-
for7) Sa AC’ och DE ir lika riktade och | DE | =t AC |. Det betyder att
DE tAC’ och

t(u+v)=t AC=DE=DB + BE=tu+tv .

O

Anmirkning 2.1. Figuren i beviset av (1) visar att addition av vektorer uppfyl-
ler parallellogramlagen for krafter. Om u och v dr krafter sa ar u + v krafternas
resultant; om u och v paverkar en partikel sa blir effekten densamma som nér
partikeln bara paverkas av kraften u + v. O

Subtraktion av vektorer

Definition 2.4. u—v =u+ (—v).

Viharu—u =0, ty om u =AB sa ir —u =BA ochu—u = u+(—u) =AB
+ BA=AA=0.

Observera ocksa att u—v loser ekvationen v+x = u eftersom v+(u—v) =
(v—v)4+u=0+u=u. Saom u och v placeras sa att de startar i samma

punkt &r u — v den vektor som startar i spetsen av v och slutar i spetsen av
u .



Man kan ocksa se det genom att skriva u — v = —v 4+ u.

Anmirkning 2.2. Figurerna i bevisen ovan ér ritade tvadimensionellt. (I pap-
perets plan). Detta &r ingen inskrédnkning eftersom tva vektorer alltid ligger i ett
plan. Diaremot gor inte alltid tre vektorer det, sa associativa lagen kan inte askad-
liggoras med en tvadimensionell figur.

O

Ovning 2.1. Bestém (a) 2a+b, (b) a+b —c och (c) (b +c),

dér a, b, c ges av figuren:
a

C

Ovning 2.2. Lat e; :E, e :A—é och e3 :E i féljande kub.

A

Bestdm tal z, y och z sa att v = ze; + yes + ze3 da
(a) v=AD, (b)v=FH, (c)v=AG,

(d) v :ﬂ, och (e) v —AG + HA.



Ovning 2.3. En motorbat gar i stillastaende vatten med farten 6 m/s. Baten kors i en
ilv dér vattnet strommar rakt soderut med farten 2 m/s.
(a) Bestdm batens hastighet (storlek och fart) om den styrs i rakt 6stlig riktning.
(b) Vilken kurs skall baten halla for att réra sig rakt dster ut?

2.3. Geometriska tillimpningar

I det hér avsnittet ger vi nagra tillampningar av vektoralgebra pa geo-
metriska problem.

Exempel 2.2. Lat O, A och B vara tre punkter. Om M &r mittpunkten pa

strackan AB sa géller
— 1 — —
OM=3 (0A+0B).

A
M
B

O

— 1 —
Eftersom AM =3 AB galler

OM=0A + AM=0A += AB= = OA += <OA n AB) — -~ 0A+- OB
2 2 2 2 2
O

Exempel 2.3. Diagonalerna i en parallellogram delar varandra mitt itu.

D C

A B

Pastaendet innebér att diagonalernas skdrningspunkt &r mittpunkt bade
pa diagonalen AC' och pa diagonalen BD.



Lat M vara mittpunkten pa diagonalen BD. For att visa pastaendet
ricker det att visa att M ocksa dr mittpunkt pa diagonalen AC. (Varfor?)
Enligt forra exemplet ar

A= L (45 + ap),

N =

Men @:B—C)’ sa . .
AM= 2 (AB + Bc) = S AC,
dvs. M &r mittpunkt pa diagonalen AC. O

Exempel 2.4. (En triangels tyngdpunkt.)

En median i en triangel &r strickan fran ett horn till motstaende sidas
mittpunkt. Vi skall visa att medianerna skér varandra i en punkt som de-
lar medianen i forhallandet 2 : 1 fran spetsen rdknat. Denna punkt kallas
triangelns tyngdpunkt. (Varfor da?)

A

B

Lat O vara en godtycklig punkt, My, Mp och M vara triangelsidornas
mittpunkter (se figur) och 7" vara den punkt pa linjen AM 4 som delar AM4

— 2 — —
i forhallandet 2 : 1. Da géller AT= 3 AM 4. Exempel 2.2 ger att AMa=
1 — —
§(AB + AC). Sa

—

AT=

—

AM 4= %@é +AC).

W Do

Detta ger

OT=0A + AT= <54+(54+@)+(54+@)>: (()71+(f§+077) .

W
W =
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Om BT = 3 BMpg och CTe= - CM¢ far vi pa samma sétt (eller &nnu

enklare pa grund av symmetri) att

w

O?jB:O—jjcz (54—!—0%—1—0?’) .

W

Sa
OTB OTC OT och TB = TC =T

och alltsa ligger T" pa alla medianerna.
(I

Observera om O ér en godtycklig punkt och T triangelns tyngdpunkt sa
har vi visat att

o1~ 1 (04 + 0B + O

Anmirkning 2.3. Beviset ovan &r ett "orakelbevis”. Hur kunde vi veta att tyngd-
punkten delar medianen i férhallandet 2 : 17

Héar ger vi ett alternativt bevis som inte utnyttjar detta faktum. Lat som forut
O vara en godtycklig punkt, M4, Mp och Mo vara trlange151dornas mlttpunkter

och T skarmngspunkten mellan AM 4 och BMpg. Eftersom AM A och AT ar lika

riktade géller AT aAM A for nagon skalir a. Pa samma sitt géller BT bBM B.
Eftersom M4 och Mp &r mittpunkter pa strickan BC respektive AC' sa géller

AM 4= % <A_é n E) och BMp= % <B_21 n B_é>. Sa

<E4+B_C)) .

N o

ATt (@ n z;) och BT
Detta ger
— — — — a RN — a N a —
BT=BA + AT=BA +§ (AB + AC’) = (5 — 1) AB +§ AC

men ocksa

— b

BT—2<E4+@)S<BA+BA+AC>—b§4+ZE'.

.
' (4= 1) AB+% AC— v BA+L 4c
och

(ngb—l) AB=""%a¢ .

9



— —

Men vektorerna AB och AC ar inte parallella och déarfor ar

(feo-1) =5 o

2
vilket ger a = b = 3

Nu har vi sjdlva visat att att tyngdpunkten delar medianen i forhallandet 2 : 1

och behover inte hinvisa till nagot orakel.
O

» — 1 — —
Ovning 2.4. Visa att om OM= 3 (OA + OB) sa &r M mittpunkt pa strickan AB.

Ovning 2.5. Visa att om 0*1:: % (071 + O*BE + O?’) sa dr T tyngdpunkt i triangeln
ABC.

Ovning 2. 6 Punkterna D, E och F delar triangeln ABC sa att AB 3 AD BC 3 BE
och C’A 3 CF Visa att trianglarna ABC och DEF har samma tyngdpunkt.

Ovning 2.7. Lat M vara mittpunkten pa strickan mellan tva motstaende kanters mitt-
punkter i tetraedern ABCD.

(a) Visa att
—_— 1 —_— —_— —_— —_—
OM= Z(OA + OB+ 0C +0D).
(b) Hur manga par av motstaende kanter finns det?

(c) Visa att punkten M i (a) inte beror pa vilka kanter vi valt, dvs. strackan mellan
mittpunkterna pa motstaende kanter skir varandra i en punkt.
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3. Baser och koordinater

For att gora det mer praktiskt att rdkna med geometriska vektorer i planet
och rummet skall vi se hur man kan representera dem som par respektive
tripplar av reella tal. Pa sa siatt kan man rakna med vektorer "som vanligt”
fast med tva respektive tre kopior av R.

3.1. Baser i planet

Definition 3.1. Twa vektorer i planet e, och ey som inte dr parallella kallas
en bas.

Lat v vara en godtycklig vektor. Placera e, e; och v sa att de borjar i samma
punkt. Drag linjer genom v:s &ndpunkter parallella med e; och e, och lat v,
och vq vara sidorna i den parallellogram som bildas.

Da dr v = vy + vo. Eftersom v; och vy ér parallella med e; respektive e,
finns tal  och y sa att vi = ze; och vo = ye,. Alltsa ér v = xre; +y ey och
vi har visat ena halvan av foljande sats.

Sats 3.2. Om e; och ey dr en bas i planet sa kan varje vektor v entydigt
skrivas

V=xe; + yes.

(Talen x och y kallas for v:s koordinater i basen eq,e;.)

Det aterstar att visa entydigheten. Sa antag att v =xre;+ye; = 2’ e;+y e,.
Vi maste visa att * = 2’ och y = 3. Men om t.ex x # 2/ sa ar e; =

11
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ey, dvs. e och e, ér parallella. Men detta dr en motségelse eftersom

x—x

er, e dr en bas, sa x = /. |

Anmirkning 3.1. I resonemanget ovan har vi implicit antagit att varken e; eller
e, ar nollvektorn. For att inte behéva behandla nollvektorn speciellt anvénder vi i
fortsattningen konventionen att 0 &r parallell med (och vinkelrét mot) varje vektor.

O

Om basvektorerna e; och e, dr vinkelrita (eller ortogonala) och har ldng-
den ett kallas de ortonormerade. 1 fortsattningen arbetar vi oftast med orto-
normerade basvektorer.

Om det &r klart vilka basvektorerna &r, skriver vi helt kort v = (x,y)
i stillet for v .= xe; + yey och kallar x och y for v:s koordinater. Om
(x,y) = (2',y’) sa ger entydigheten i Sats 3.2 att x = 2’ och y = ¢/.

Sats 3.3. Om v = (z,y), u= (2',y') och t € R sa gdller
tv=t(z,y) = (tz,ty)

och
viu=(z,y)+ (@ y)=(@+2y+vy).

Bevis. Satsen foljer enkelt fran rédknereglerna fér vektorer. Vi har tv =
t(rej+yey) =tre +tyey = (tx,ty) ochv+u=ze +yes+a'e +y e =
(z+a)er+ (y+y)ex=(x+a,y+y). u

Exempel 3.1. Antag att u = (—3,4) i en ortonormerad bas. Hur lang &r
u’?

€1

Losning. Pythagoras sats ger (se figuren) |u|? = 3% + 42 = 25 sa |u| = 5.
Med samma resonomang ser vi att om u = (x,y) sa ar

lul? = 2> +y* och [|u] = /22 + 92

12



Exempel 3.2. Krafterna F; = (—1,2) och Fy = (2, —-3) (i Newton) verkar
pa en partikel. Hur stor dr deras sammanlagda verkan?
Losning. Den resulterande kraften ar F = F; + Fo = (—1,2) 4+ (2,-3) =

(1,—1) sa |F| = 1+ 1N=+2N. m

Ovning 3.1. Antag att u = (1,2) och att u+ v = (3,4). Vad ir da v?

Ovning 3.2. Antag att AB= (2,1), AC= (3,2). Bestdam BC.
Ovning 3.3. Sitt v = (1,1), w = (0,1). Visa att v, w utgér en bas i R

Ovning 3.4. Lat e; och e, ha koordinaterna (1,2) respektive (1,1) i en given bas. Visa
att e; och e ocksa ér en bas i planet. Vilka dr de nya koordinaterna for den vektor
som har de gamla koordinaterna (2,1)?

3.2. BaseriR?

Definition 3.4. Tre vektorer ei,es och es utgor en bas for R® om de inte
ligger @ ett plan.

Sats 3.5. Om ey, ey och es dr en bas i rummet kan varje vektor v entydigt
skrivas

V=xe +yey+ze;3.

Bevis. Placera v och basvektorerna sa att de bérjar i samma punkt. Drag
en linje parallell med e3 som gar genom spetsen pa v. Den skér planet som
innehaller e; och e i en punkt P. (Linjen skér planet eftersom es inte ligger
i planet.) Da dr v = vg + v3, se figuren. vs &r parallell med es, sa vz = z e3.

vp ligger i planet som spénns av e; och e;. Observera att e; och ey inte ar
parallella. (Varfor?) Med hjélp av Sats 3.1 ser vi att vo = ze; + yey och
alltsa v = vg + v3 = xe; + y ey + 2z es, och existensen ar klar.

For att visa entydigheten antar vi att

/ / /
vVv=xe t+yest+zes=x e +ye+ze;s.

13



Vi maste visa att = 2/, y = ¥’ och z = 2. Antag tex. att z # z/. Da giller

x—a y—1y
/el_ !/
z—z z—z

€3 = — €y,

vilket betyder att ez ligger i samma plan som e; och e;. Detta motsiager att
e, €, och ez ar en bas, och alltsa ar z = 2/.
|

Som i R? skriver vi kortfattat v = (x,y, z) och vi har riknereglerna
t(z,y,2) = (tz,ty, tz) och (z,y,2)+ (",v,2)=(x+2,y+y,2+7).

En bas éar ortonormerad om alla basvektorerna har langden ett och &r
vinkelrdta mot varandra. Med hjalp av Pythagoras sats ser vi (Hur da?) att
i en ortonormerad bas ges en vektors lingd av

[uf? = (2, 2 =22 + 9>+ 22 och |u| = |(z,,2)| = V22 + P + 2.

Ovning 3.5. Bestidm BC om AB= (1,2,1) och AC= (2,1,3).
Ovning 3.6. Sitt u = (—1,2,0), v = (2, —1,3). Berikna 2u — 3v.
Ovning 3.7. Bestim ett tal a sa att vektorerna (a,2 + a,6) och (2,1, —3) ér parallella.
Ovning 3.8. Bestiim ett tal ¢ si att vektorerna
(a) (1,2) och (t,t2), (b) (t,1—1t,1+1¢) och (2,0,4)
och (c) (t,2t2,3t) och (1,6,t)
blir parallella.
Ovning 3.9. Bestiim en vektor u som har lingden 1 och #r parallell med (—1,2,2).
Ovning 3.10. Bestim lingderna av vektorerna
(a) (—1,-2,-3), (b) (1,1,1) och (c) (-1,2,2).
Ovning 3.11. Krafterna F; och Fy verkar pa en partikel. Bestéam storlek och riktning
av krafternas resultant om
(a) F; = (1,-3,4) och Fy = (5,9, 2),
(b) ges av foljande figur:

4N

Fy

(ON-bas, Sl-enheter.)

Ovning 3.12. Bildar vektorerna (1,0,0), (1,1,0) och (1,1,1) en bas for R3? Motivera
ditt svar.

14



3.3. Koordinatsystem

I det hér avsnittet skall vi beskriva punkter med hjélp av koordinater.
Detta gor vi genom att fixera en punkt O som vi kallar origo. En punkt P

bestammer en vektor ujOP och omv_éi)nt om vi har en vektor u sa finns det
en punkt P sa att u =0OP. Vektorn OP kallas for P:s ortsvektor.

P
OP
€9
O €

Vi har alltsa identifierat punkten P med vektorn 0713 Om 0713: (x,y, 2)
(i en viss bas) far P samma kordinater; P = (z,y, z). For origo géller O =
(0,0,0). (Varfor?)

Exempel 3.3. Bestim koordinaterna for den vektor PQ) som gar fran P =
(1,-2,1) till @ = (-2, 1,0).

Losning. Vi har OO=0P + PQ. S PQ=0Q — OP=Q — P = (—2,1,0) —
(1,-2,1) = (=3,3, 1). 0

Exempel 3.4. Genom punkten P = (—1,3) dras en linje parallell med vek-
torn u = (2, —1). Var skér denna linjen z — y = 17
Losning. Kalla skérningspunkten Q).

AY
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Eftersom P?) ar parallell med u finns ett tal ¢t med P?)z tu eller QQ =
P+tu=(-1,3)+1t2,—-1) = (2t — 1,3 — t). Men att Q ligger pa linjen
x —y = 1 betyder att 2t — 1 — (3 — ¢) = 1. Denna ekvation har lésningen

1
(Rikna silv!) £ = 5/3. Allts éir Q = (—1,3) + g(z, 1) =5 (1.4) o

Vi har alltsa sett att tva punkter P och () bestammer en vektor P() som
beridknas genom
PQ=Q - P.

Ett annat sédtt att skriva detta ar

P+ PQ=Q;

om vi startar i punkten P och gar ldngs vektorn P(Q hamnar vii Q).

Ovning 3.13. Antag att O—]S: (2,3), 0—6)2: (3,4). For vilken punkt R giller det att
OR=0P + 0Q?

Ovning 3.14. En triangel har horn i A = (1,2,3), B = (3,5,7) och C = (2, -9, —5).
Bestédm vektorerna u :fTB, v :B?' och w :C’_A.

Ovning 3.15. Vad dr mittpunkten pa striickan vars dndpunkter &r
(a) (1,2,3) och (3,0,—1), (b) (x,y,2) och (x1,y1,21) ?

Ovning 3.16. Bestim mittpunkten pa striickan mellan de bada punkterna (1,2,3) och
(4,4,4).

Ovning 3.17. En triangel har hornen (1,2,3), (2,3,1) och (3, —2,2). Bestim triangelns
tyngdpunkt.

Ovning 3.18. Bestim avstandet mellan foljande par av punkter
(a) (1,0),(0,1) (b) (1,0,0),(0,0,1) och (c) (1,1,2),(2,1,1).

Ovning 3.19. Visa att punkterna (1,1, —1), (1,—1,1) och (—1,1,1) bildar hérn i en lik-
sidig triangel.

Ovning 3.20. Bestim en punkt i planet s att den tillsammans med (0,0), (1,1) och
(2, —3) bildar en parallellogram.

Ovning 3.21. Undersék om punkterna (1, 1,2), (0,3,2), (2,2,1) och (1,4,1) &r hérn i en
parallellogram.

Ovning 3.22. Det finns tre parallellogrammer som har hérn i punkterna (1,2,3), (1,3,4)
och (2,3,5). Bestdm diagonalernas skéirningspunkt i dessa tre parallellogrammer.
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4. Skalarprodukt

I det hér avsnittet skall vi behandla problem som har att gora med vinklar
mellan vektorer. Ett viktigt tillampningsomrade &r fysiken och vi borjar med
tva sadana exempel.

Exempel 4.1. Stina som &r ute och cyklar star pa kronet av en brant backe.
Hon rullar utfér backen som ar femtio meter lang och lutar tio grader.Hur
fort rullar hon vid foten av backen?

(Bortse fran friktion och luftmotstand).

Losning. Antag att Stina med cykel viger mkg. Hon paverkas endast av
tyngdkraften. Arbetet som utrdttas dr produkten av storleken av tyngdkraf-
tens verkan i backens riktning (F') och backens léngd.

10°

10° VR

o
mg

(F+ som &r vinkelriit mot backen bidrar inte till arbetet.)

Fran figuren ser vi att sin 10° = |F|/mg eller |F| = mgsin10°. Sa W =
|F|-50 = 50mg sin 10°. Detta arbete omvandlas till rérelseenergi. Om v &r den
sokta hastigheten &r rérelseenergin tmuv?. Detta ger W = tmo? eller v* =
100g sin 10° & 982 sin 10° &~ 170,5 och v ~ 13 (m/s). (13 m/s=47 km/tim.)

O

Exempel 4.2. En partikel ror sig under paverkan av kraften (3, 3) rétlinjigt
fran origo till punkten (5,2) i ett ortonormerat koordinatsystem. Hur stort

arbete utrattas?
(SI-enheter)
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Losning 1. Det utrdttade arbetet dr produkten av vigen och kraftens
projektion i véigens riktning; W = |Fg| - |s|.

Ay

Vektorn (3,3) bildar 45°:s vinkel med x-axeln sa § = 45 — a. Vinkeln «
uppfyller tanaw = 2/5 sa o = arctan(2/5). Alltsa ar |Fs| = |F|cosf =
V9 + 9cosf = 3v2cos0. Vigen s har lingden |s| = v/25 +4 = /29, och vi
far W = 3v/2cos 029 = 21. (Exakt! Kan du visa det?)

Anmirkning 4.1. Observera att W = 21 = 3-543-2, dvs. arbetet &r summan av
produkterna av kraften och vigens x och y-koordinater. Detta &r ingen tillfallighet,
och ett av syftena med inforandet av skalarprodukt &ar att visa att det alltid &r sa.

O

Losning 2. Vi angriper problemet genom att infora en ny ortonormerad bas
(f1, f2), dar f; pekar i samma riktning som s och f5 i den ortogonala riktningen

(—2,5). ((5, 2) och (—2,5) &r vinkelrdta. Kontrollera det genom att anvén-
da Pythagoras sats pa triangeln (0,0), (5,2),(—2,5). Vi skall strax se hur
skaldrprodukten kan anvindas for att se att (5,2) och (—2,5) ar Vinkelréita.>

Vi normaliserar vektorerna (5,2) och (—2,5) och sitter f; = (5,2)/v/29 och
fy = (—2,5)/v/29. I denna bas &r (5,2), = v29f; = (v/29,0);. Hir beteck-
nar (z,y). koordinaterna i den ursprungliga basen och (x,y) koordinaterna
i den nya. Om(z,y); ar koordinaterna for (3, 3). sa géller (3,3). = (z,y)s =
xfy +yfy = (5z — 2y, 2z +5y)./v/29. (Rita figur!) Detta leder till ekvations-

systemet
5 — 2y = 3v29
2x + by = 3v29.

Om vi multiplicerar den férsta ekvationen med 5 och den andra med 2 och
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adderar far vi 297 = 21v/29 eller x = 21/v/29. Sa (Varfor?) W = z|s| =
21/4/29 - /29 = 21.

O

Efter dessa preludier ar det dags att definiera skaldrprodukten mellan tva
vektorer i R? eller R3. Med vinkeln 6 mellan vektorerna u och v, bada skilda
fran 0, menas den minsta vinkel som bildas da u och v placeras sa att de
borjar i samma punkt.

v

Definition 4.1. Skalarprodukten av vektorerna u och v dr
u-v =|ul|v|cosd,

ddr 0 dr vinkeln mellan u och v, 0 <0 < .
Omu ellerv ar0 sa aru-v=0.

Observera att definitionen &r gjord sa att W = F - s i férra exemplet.

Réakneregler.

(

(2)

B)u-(v+w)=u-v+u-w (distributivitet),

(4) uf =u-u,

(5) u-v =0 om och endast om u och v ar vinkelrata.

Du bor sjélv 6vertyga dig om att (1),(2),(4) och (5) géller. Jag aterkommer
till (3) i slutet av paragrafen. O

For att praktiskt rdkna med skaldrprodukt behover vi veta vad u - v
blir i koordinater. For att uttrycket skall bli enkelt antar vi att basen &ar
ortonormerad.
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Sats 4.2. Lat u = (z,y,2) och v = (2/,y, 2) i ett ortonormerat koordinat-
system. Da gdller
u-v=uxr +yy +z22.

IR? giller (z,y) - (¢/,y') = 2’ + yy'.

Bevis. Eftersom basen &r ortonormerad géller e; -e; = e3-e; =e3-e3 =1
oche; -e;=e;-e3=ey-e3=0.5a
/ / /
u-v = (xe; +yes+ zes) - (2'e; +y'ey+ 2'es)

= za'e;-e; +yyes-ey + z2'es - e3

+ (zy +yz')er-es + (' +2'2)er - es + (y2' + y'2)es - €3
= a2’ +yy + 22
|
Exempel 4.2. (Fortséttning.)
Losning 3. Vihar W =F -s=(3,3)-(5,2) =3-5+3-2=2L O
Exempel 4.3. Bestdm vinkeln mellan vektorerna u = (1,2,2) och v =
(—2,1,-2).

Lésning. Vi har |u| = V12 +22+22 = 3, |v| = /(-22) + 12+ (-2)2 = 3
ochu-v=1(-2)+2-1+2(-2) = —4. Eftersom u-v = |u||v|cos@ far vi
cosf = —4/(3-3) =~ —0,4444 och 0 ~ 116, 4°.

O

Exempel 4.4. I Exempel 4.2, Losning 2 anvénde vi att vektorerna (5,2)
och (—=2,5) ar vinkelrdta. Med hjilp av skaldrprodukt ser vi detta genast
eftersom (5,2) - (—=2,5) =5(—2)+2-5=0. 0

Exempel 4.5. Cosinusatsen.
I en triangel giller ¢? = a? + b*> — 2abcos C.

B
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Bevis. Eftersom E:E + C%:C% — C’Tél och C?l . C?B: abcos C sa ar

& = AB-AB=(CB— CA)-(CB — CA)
— CB-CB-CB-CA—CA-CB+CA-CA
= a®>—2abcosC + b*.

Exempel 4.6. Periferivinkeln i en halvcirkel ar rét.

A 0 C
Bevis. Vi skall visa att AB - BO= 0. Men AB=AO + OB och BC=BO
4+ OC=0C — OB. Sa
AB - BCO= (A0 + OB) - (OC — OB)
—40-0C — A0 -OB+OB-0C — OB - OB.
Eftersom @:@ far vi om cirkelns radie ar R
AB - BC=0C - OC —OC -OB + OB - 0C — OB -OB=R>— R = 0.

O
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Exempel 4.7. Bestdm en normalvektor till linjen x + 2y = 1.
(En normalvektor &r en vektor som &r vinkelréit mot linjen.)

L,
(2,—-1) = 2—2 = 0, sa n och v #r vinkelrdta. Alltsa &r n = (1,2)
normalvektor.

Exempel 4.8. Bestdm avstandet fran punkten (3, 3) till linjen = + 2y = 1.
Losning. Med avstandet d fran en punkt P till en linje menas det kortaste

av avstanden |P — Q| da @ ligger pa linjen. Detta antas da PQ ar vinkelrit
mot linjen. (Varfor?)

P =(3,3)

Enligt forra exemplet ar (1, 2) vinkelrdt mot linjen sa fTQ: t(1,2) for nagot t.
Men Q = P+ PQ= (3+t,3+2t) som ligger pa linjen om (3+1¢)+2(3+2t) = 1,
dvs. om t = —8/5. Sa PQ= —8/5(1,2) ochd = | PQ | = 8/1+4=8/\5~
3,13.

Punkten @ kallas for ortogonala projektionen av P med avseende pa linjen
r+2y=1. O
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Ortogonal projektion.

Vi skall nu diskutera hur man kan dela upp en vektor v i tva komponenter;
v = vy+vi; dir vy ér parallell med en given vektor u # 0 och v #r vinkelrit
mot u.

vy kallas for v:s ortogonala projektion pa u .
Om v, ér parallell med u sa ér v, = tu, och genom att skalarmultiplicera
bada leden i v = v, + v med u far vi

1

u-v=u-vytu-vi=u-vy=tu-u=tul’.

Sat=u-v/lul* och
(4.1)

Vu:Wu

Skriver vi nu v = vy + (v — vy) har vi den 6nskade uppdelningen eftersom
u-(v—vy)=u-v—u-v=0.

En viktig egenskap hos v, dr att u-v=u-v,.

I figuren ovan ar alla skaldrprodukter u - v; lika och u-v; =u- vy for alla 1.
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Exempel 4.9. Om v = (z,y, 2) = ve; +yey + ze3 i en ortonormerad bas sa
igrr=v-e,y=v-eyochz=v-es.

Bevis av den forsta likheten. v - e; = (re; + yes + ze3) - €

=ze;-e; +yer-€ +ze3-e =2x. |

Exempel 4.10. Avstandsformeln.
Avstandet d fran punkten P = (z,y) till linjen az + by = ¢ ges av

ax + by — ¢
|(a, b)]

Bevis. Lat Py = (0, yo) vara en godtycklig punkt pa linjen och @ ortogonala
projektionen av P pa linjen. Vektorn n = (a, b) &r en normalvektor till linjen,
jamfor Exempel 4.7 och Ovning 4.10.

d

Avstandet till linjen dr d = | Cﬁ |. Men Cﬁ:P:)Pn, P:>P:s ortogonala pro-
jektion pa n. Eftersom PyP= (x — zo,y — yo) ger (4.1)

d:]P—iD = PP no| la(x — z0) + b(y — vo)| _ lax + by — |
v n|? [ (@, )]

eftersom axy + byy = c. (P ligger pa linjen.)
Tillampar vi detta pa Exempel 4.8 far vi

J_Br23-1 8
V144 V5

O

Vi avslutar den hér paragrafen med att visa distributiva lagen for skalér-
produkt:
Med hjélp av ortogonal projektion kan vi reducera distributiva lagen for
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skaldrprodukt till den for reella tal. Vi har u- (v +w) = u- (v + w), och
u-v+u-w=u-v,+u-wy, sadet racker att visa att

(V+ W)y = Vg + Wy (4.2)

och

U (Vg +Wy)=u-vy+u-wy,. (4.3)

For att se att (4.2) giller skriver vi v +w = vy + vi + wy + wi =
(Vu + Wy) + (Vi + wi). Men eftersom v, och w, bada #r parallella med u
ir vy + wy, det ocksa. P4 samma siitt ir vi + wi vinkelrdit mot u . Detta
bevisar (4.2).

For att bevisa (4.3) observerar vi att vektorerna u, v,, och w,, ar parallella
sa pastaendet &r vésentligen distributiva lagen for reella tal. Mer precist om
vi later s och t uppfylla v, = su och w, = tu sa géller

u-(vyg+wy) = u-(su+tu)=(s+t)|u]*=slul’+tul?

= u-sut+u-tu=u-vyg+u-wy.

Ovning 4.1. Vilka av féljande par av vektorer &r ortogonala?
(a) (=1,2,2), (2,2,—-1), (b) (2,1,1), (2,1,=5) och (c) (1,1,1), (2,—1,—1).
Ovning 4.2. Bestim vinkeln mellan vektorerna (a) u = (2,2,1), v = (1, —1,0),
(byu=(-1,2,2), v=(1,1,4) och (c)u=(3,2,1),v=(1,2,3).
Ovning 4.3. Bestiim vinkeln mellan a och 2b — a da a = (2,—3,4) och b = (3,4,0).

Ovning 4.4. Bestim en vektor som &r vinkelriit mot
(a) (2,-3), (b) (a,b), och (c) (3,4,-2).
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Ovning 4.5. Bestém t sa att vektorerna (t,2t2,3t) och (—1,1,t) blir vinkelriita.
Ovning 4.6. En triangel har hérnen (2,1, 3), (—1,4,2) och (0,6, 5). Ar triangeln réitvink-
lig?
Ovning 4.7. Kraften (3, —4,2) verkar pa en kropp som ror sig rétlinjigt fran punkten
(—1,3,2) till
(a) (1,4,5), (b) (—3,2,3) och (c) (0,5,3).
Berdkna dndringen i partikelns rorelseenergi.
Ovning 4.8. Visa att [u+v|? — [u — v|[> = 4u-v.

Ovning 4.9. (a) Bestéim avstandet fran punkten (1,2) till linjen y = 5.
(b) Bestdm avstandet fran punkten (1,2) till linjen x + y = 5.

Ovning 4.10. Visa att (a,b) ér en normalvektor till linjen az + by = c.

Ovning 4.11. Vektorerna a, b och a+ b har lingderna 3, 4 och 2. Hur stor &ir vinkeln
mellan a och b?

Ovning 4.12. Lat u vara en fix vektor med u # 0 och antag att
u-v=u-w.

Maste v = w? Motivera ditt svar!
Ovning 4.13. Antag att
uv=u-w
for alla u. Maste v = w? Motivera ditt svar!

Ovning 4.14. Tva vektorer a och b har lingderna 2 respektive 3 och vinkeln mellan dem
ar 60°. Bestdm den ortogonala projektionen av a pa b och tvirtom.

Ovning 4.15. Tva vektorer u och v har samma lingd. Vad kan du siiga om u + v och
u—v?

Ovning 4.16. Visa att en triangels hojder skir varandra i en punkt.
Ovning 4.17. Lat u och u’ vara parallella (och ingen 0). Visa att da giller v, = vy.

Ovning 4.18. Ange en ortogonalbas i R? som innehaller vektorn (1,2, 3). Bestim sedan
koordinaterna i denna bas fér den vektor som har standardkoordinaterna (1,1,1).
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5. Area, volym och vektorprodukt

I detta kapitel &r alla baser ortononomerade.

5.1. Arean av en parallellogram

Lat u = (a,b) och v = (¢, d) vara sidor i en parallellogram R.

Vi skall hirleda en formel fér R:s area A = |u||/h|. Om ut = (—b,a) s ir

u-ut = —ab+ba = 0 dvs. ut dr vinkelrat mot u. Alltsa ar h den vinkelrita

projektionen av v pa ut; h = v, Enligt (4.1) giller

1
_V'u 1

= |uT|2u
Eftersom |[ut| = |u| &r |h| = |v - ut|/|u| och
A=lulfh| = |v-u*| = |(c,d) - (=b,a)| = |ad — bc].
Vi infor beteckningen

a b
c d

’:ad—bc.

3 ' kallas for en 2 x 2-determinant. Vi har alltsa visat

a
C

Sats 5.1. Arean av parallellogrammen med sidorna (a,b) och (c,d) dr absol-
utbeloppet av determinanten

a b

c d ‘ ’
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Vi skall strax hiirleda en analog formel for en parallellepiped i R? och vi
passar pa att definiera 3 x 3-determinanter genom

a b c
d e fl=a ef.—b‘df.‘—l—c 6‘.
g b i h i g 1 g h

Ovning 5.1. Bestim arean av
(a) den parallellogram som har hornen (1,1), (3,4)
1

. (5,2) och (7,5)
(b) triangeln med hérnen (—2,—-2), (2,1) och (4, 1).

5.2. Orientering

Sats 5.1 sdger att 2 x 2-determinanten ger arean med tecken. For att
kunna avgora tecknet pa determinanten infor vi begreppet orientering.

Definition 5.2. Twa ickeparallella vektorer w och v (i denna ordning) i pla-
net dr hogerorienterade om u ligger till hoger om v (ndr de béorjar i samma
punkt).

u

(a) '/ (b) T ©

I fallen (a) och (b) &r u och v hogerorienterade; i fall (c) &r de vdinster-
orienterade.

Ett annat sétt att uttrycka att u och v &r hoégerorienterade &ar att den
kortaste viagen att vrida u sa att den blir lika riktad som v dr moturs.
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For att kunna ta hidnsyn till orientering nér vi rdknar i koordinater maste
basen vara orienterad.

Definition 5.3. En ortonormerad bas ey, es kallas for en standardbas om
e1, ey ar hogerorienterade.

I en standardbas ger 2 x 2-determinanten arean med tecken; om u =

(a,b) och v = (¢,d) ar hogerorienterade sa dr A = “ 2 och om de &r
) . . b
vansterorienterade s dr A = — (é d ‘

Beviset bygger pa Ovning 5.2. Med hjilp av 6vningen ser vi att om u och
v dr hogerorienterade sa #r vinkeln mellan ut = (—b, a) och v spetsig. (Bade
ut och v ligger till vinster om u.)

Sa

¢ b‘:uL-szochA:
c d

a b
c d|

I det vénsterorienterade fallet dr vinkeln trubbig och A = — ’ O

b
d

a
C
Ovning 5.2. Visa att u = (a,b) och u' = (—=b, a) &r hégerorienterade.

5.3. Vektorprodukt

Till tva vektorer i rummet skall vi definiera en ny vektor u x v, vektor-
produkten (eller kryssprodukten) av u och v. Vektorprodukten har manga
tillampningar. I matematik anvénds den bl.a. for att berdkna arean av en
parallellogram i rummet och for att bestdmma en normalvektor till tva giv-
na vektorer. I fysik anvénds den t.ex. for att beskriva mekaniskt moment och
magnetfiltet kring en elektrisk laddning. Vi skall ge nagra sadana tillamp-
ningar i slutet av detta kapitel.

Vektorprodukten beror pa orienteringen av R? och vi borjar dirfér med
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Definition 5.4. Tre vektorer u, v och w (i denna ordning) i R? dr hoger-
orienterade om de pekar som tumme, pekfinger och langfinger pa hoger hand.

Andra sitt att uttrycka att (u, v, w) ar hogerorienterade ar
1. Vektorn w pekar i riktningen av en hogergéingad skruv som skruvas kor-
taste vigen fran u till v .
2. Vektorerna u och v dr hogerorienterade (i det plan som spanns av u och
v ) sedda fran spetsen av w .

Definition 5.5. Givet tva vektorer w och v i rummet sa definieras deras
vektorprodukt u x v som den vektor som uppfyller

(a) |u x v| dr arean av parallellogrammen med sidorna u och v,

(b) w x v dr vinkelrdt mot u och v

och

(¢) u,v och u X v dr hégerorienterade.

For att praktiskt kunna rdkna med vektorprodukten behover vi rdkne-
regler och kunna berédkna den i koordinater. Eftersom vektorprodukten i sin
definition bygger pa orientering kommer dess uttryck i koordinater att bero
pa basens orientering. Som i R? gor vi foljande

Definition 5.6. En standardbas e;, e, och es for R® dr en hégerorienterad
ortonormerad bas.

I resten av detta kapitel arbetar vi alltid i en standardbas.

Sats 5.7. (Rékneregler for vektorprodukt)
(1) uxv=-vxu (antikommutativitet),
(2) uxu=0,
(3) (tw) x v = t(u xv),

och

(4) ux(v+w)=uxv+uxw (distributivitet).

Bevis. (1),(2) och (3) ar ldtta och lamnas at ldsaren. Beviset av distributiva
lagen &r svarare och vi vantar med det till §5.4. ]

Sats 5.8. (Vektorprodukten i koordinater)
Omu=(z,y,z) ochv=(2,y,2") i en standardbas e, e, ez sa gdller

€1 €y e3
uxv=| 2 y z|= w2y 22 —zd xy —ya). (5.1)
x/ y/ Z/
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Anméirkning 5.1. Determinanten ovan bestar inte av tal men om vi jamfor med
definitionen av 3 x 3-determinanten har vi

e ey e3
y = z Yy
r Yy z|=€ y — €2 R +e3 oy |
x/ y/ Z/
vilket stammer med hogra ledet i Sats 5.8. a

Bevis. Vi har e; X e; = e3; X €3 = e3 X e3 = 0 och eftersom ey, ey, e3 ar en
standardbas géller e; X e; = e3,e5 X e3 = €1 och e3 X e; = ey. (Varfor?) Sa
Sats 5.7 ger
uxv = (re;+yes+ze3) x (2'e; +y'ey + 2'e3)
= za'e; X e +ay'e; X es +x2'e; X ey
yr'es x e +yy'es X ey +yies X e;

ZZE,e3 X e+ zy'eg X €9 + ZZ/eg X €3

~ +

= (yz' —2¢y)es x es + (22’ — 22’ )e3 x 1 + (v — yx')e; x e3
= (y2' — 2y, za' — 22 xy —ya').
|
Vi avslutar detta avsnitt med att bevisa (5.1) direkt da u = (z,y,0) och

v = (2/,9/,0) ligger i xy-planet.
Antag forst att u och v #r hogerorienterade (som vektorer i xy-planet).

Enligt §5.1 &r arean av parallellogramen med sidorna u och v % y/ . Sa
r Yy
|lu x v| = 2y’ — ya’. Basvektorn ez &r vinkelrdt mot u och v och u,v,e;

ar hogerorienterade. (Varfor?) Sa u x v = (xy’ — ya')es = (0,0, 2y — ya'),
vilket stdmmer med (5.1). Fallet da u och v dr vénsterorienterade lamnas at
lasaren. O

Exempel 5.1. Berékna arean av triangeln med hornen (1, 1,0), (1,2,3) och
(2,3,4).

Losning. u = (1,2,3)—(1,1,0) = (0,1,3) och v = (2,3,4)—(1,1,0) = (1,2,4)
ar sidor i triangeln. Arean av paralellogrammen med sidorna u och v &ar
|lu x v|. Nu ar

€e; €y €3 1
uxv=| 0 1 3 :<‘2
1 2 4

A~ W

01
1 2 ‘) - (_27_3’_]—> 9

och alltsa |u x v| = /449 + 1 = v/14. Triangelns yta &r hélften av paral-
lellogrammens sa triangelns yta ar v/14/2 ~ 1, 87.
(|
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Ovning 5.3. Beriikna vektorprodukten mellan vektorerna
(a) (1,0,-1), (1,1,1), (b) (1,3,-2), (3,2,1) och (c)(—1,2,2), (2,—1,2).
Ovning 5.4. Berikna arean av den triangel som har hérnen (0,1,2), (2,1, 3) och (4,3,1).
Ovning 5.5. Visa att (u+v) x (u—v) = —2u x v.
Ovning 5.6. Lat u,v och w vara hogerorienterade. Visa att da é&r (v, w,u) och (w,u,V)
ocksa hogerorienterade, men (u, w,v), (w, v, u) och (v,u, w) dr vinsterorienterade.

Ovning 5.7. Los Exempel 5.1 genom att utnyttja att arean &r $|ul|v|sin6 dér 6 &r
vinkeln mellan u och v.
5.4. Volymen av en parallellepiped

Sats 5.9. Volymen av parallellepipeden med kanterna u = (z,y,2),v =
(', 9, 2") och w = (2",y", 2") ges av absolutbeloppet av uttrycket

r oy =z
u-(vxw)=| 2 y 2
l’” y// Z//

Om u , v och w ar hogerorienterade &r determinanten positiv, annars
negativ.

Bevis. Volymen éar V' = Bh dér B &r basytan och A héjden. Enligt definitio-
nen av vektorprodukten ér B = |v x w|. Dessutom &r h = |u| cos 6. I figuren
ar u, v och w hogerorienterade sa 6 dr vinkeln mellan u och v x w, och alltsa
ar V = |u||[v x w|cosf = u- (v x w). Om vektorerna i stéllet &r vénsterori-
enterade ar ¢ vinkeln mellan u och —(v x w) och vi far V = —u - (v x w).
SaV =|u-(vxw).

For att berdkna u - (v x w) observerar vi att

€ € €3
/ / / y, Z/
y oz =

x// yl/ Z//




/ / / / / / x Yy z

( « )_ Yy i x + x Yy _ / / /
u- (v W)= " " Yy " " < " /3 x Yy z
Yy r Yy " 1" "

Yy z

Foljdsats 5.10.
u-(vxw)=v-(wxu=w-(uxv).
Bevis. De tre termernas absolutbelopp ar alla V. Enligt Ovning 5.6 har

(u,v,w), (v,w,u) och (w,u,v) samma orientering och termerna har dérfor
alla samma tecken. n

Vi kan nu bevisa Sats 5.7, (4).

Foljdsats 5.11. (Distributiva lagen for vektorprodukt)

UX (V+wW)=uxXxv+uxw.

Bevis. Lat V= u x (v+w) och H = u x v+ u x w. Vi skall visa att

V = H. For detta ricker det att visa att x - V = x - H for alla x. (Varfor?)

Men enligt Foljdsats 5.10 sa géller

x-V=x-(ux(v+w))=(v+w) (xxu).
Nu ger distributiva lagen for skaldrprodukt att
x-V=v-(xxu)+w-(xxu).

Pa liknande séitt ar

xH=x(uxv+uxw)=x-(uxv)+x-(uxw)=v-(xxu)+w-(xxu).
n

Ovning 5.8. Bestim volymen av den parallellepiped som bestéms av vektorerna (1,0, 2),

(1,1,1) och (2,1, -3).

Ovning 5.9. Bestim volymen av tetraedern med hérnen (2,2,1), (3,3,2), (4,2,1) och
(3,5,1).
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5.5. Fysikaliska tillimpningar

Vridmoment
Antag att en partikel i punkten P paverkas av en kraft F'. Da definieras
momentvektorn kring en punkt O genom

m:O—]SxF.

Exempel 5.2. (En stel kropps jamvikt.)
Antag att krafterna Fq,...,F, i tur och ordning paverkar en stel kropp
i punkterna Pj,..., P,. Kroppen ar i jamvikt om krafternas resultant F =

Fi1 + ...+ F, och det totala momentet kring O, m =m; + ... + my 2071)71
xFi1+ ...+ OP,, xF, bada ar 0;

F=0 m=0.

Det ar viktigt att observera att detta villkor inte beror pa valet av punkt
O. Vi har ndmligen foljande

Sats 5.12. Om krafternas resultant F = 0 sa beror inte det totala momentet
kring O pa punkten O.

Bevis. Lat O’ vara en annan punkt och m’ motsvarande totala moment;

m'zO'Pl XF1++0,Pn XFn.

Da giller

_

m' = (00 + OP) x Fy + ...+ (0'0 + OP,) x F,

=0'0 ><(F1+...+Fn)+0_]51 ><F1+...+O_I5n xFp,
=00 xF+m =00 x0+m=m .
[

O

Exempel 5.3. En stalskiva har hornen P, = (1,—1,1), P, = (2,1,4), P =
(—1,1,2) och Py = (4, —2,3). I dessa horn verkar krafterna Fq = (5, -7, —10),
Fy = (4,4,4), F3 = (—8,4,4) respektive Fy = (—1,—1,2). Ar skivan i jim-
vikt?

Losning. Resultanten F = 0 eftersom F = F; + F; + F3 + F4 = 0.
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Vi viljer att berdkna momentet kring punkten P;. Eftersom P, P= 0 ar
m; = 0. Vidare dr P P,= (1,2,3), P P3= (—2,2,1) och P,P,= (3,—1,2) sa

. €1 € €3
ms :P1P2 XF2 = 1 2 3| = (—4,8, —4) ,
4 4 4
. e; ey e3
mg =P P;xFs=| -2 2 1|=(4,0,8),
-8 4 4
och
. (S5} €y €3
my :P1P4 XF4 = 3 —1 2 | = (0, —8, —4) .
-1 -1 2
Alltsa &r m = my; + my + mg + my = 0, sa skivan &r i jamvikt. O
Magnetfilt

En laddad partikel i rorelse ger upphov till ett magnetfdlt B i rummet.
Om partikeln har laddningen ¢ (coloumb), befinner sig i punkten @ och ror
sig med hastigheten v (m/s) sa ges magnetfiltet i en punkt P av (Rita figur!)

vx QP

B(P)=kq¢——5 ,
2

(5.2)

dir k = 107" mkg/C? (Magnetfiltet har enheten kg/sC som ocksa kallas
Tesla.)

Exempel 5.4. Berikna magnetfiltet kring en oédndligt lang rak ledare med
strommen 1.

Losning. Strommen uppkommer genom att laddningar ror sig i ledaren. Om
laddningstatheten &r ¢ (coloumb/m) och laddningarna rér sig med hastighe-
ten v sa dr I = ¢v (Ii ampere).

Lat P vara en punkt pa avstandet r fran ledaren. Vi infor standardkoordi-
nater sa att strommen ror sig i positiv riktning langs z-axeln och P = (0,0, r).
For att berdkna magnetfiltet B(P) delar vi upp xz-axeln i sma bitar och sum-
merar bidragen. Den del av ledaren som ligger mellan x och x + dx innehaller
laddningen gdz. Om @, = (x,0,0) sa ger enligt (5.2) denna del bidraget

vx Q,P kq
e = RNq——— 3 = (1,2 +7’2)3/2 (,07070) X <—t,0,’l")dl' .
Q.P
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Men

e; ey e3
(v,0,0) X (=t,0,7)=| v 0 0 |=(0,—or0),
—t 0 r
. . krl
qur r
B, (22 4 r2)3/2 dx e (22 4 r2)3/2 dx e

Det totala bidraget ar déarfor

+oo +oo
/ sz—m/ A

o (224 72)32

+oo dx 2
o (22232 2

r

B(P)

Men nu ar

och alltsa oL]
B(P)=——¢es.
r

For den ldsare som &r van vid variabelbyte i integraler kan (5.3) bevisas med
hjélp av foljande kalkyl.

/+°° dx B =1t B /+°° rdt
oo (224 72)3/2 N N (

dx = rdt o (P22 412)3/2

1/*+oo dt é
T2 - (1+t2)3/2 B

r2
och

+o00 dt t:tan92
A:/ W: dt:dQ/COSH

- 1+t2=1/cos?0

Bl

/2

jus
2

cos 0df = [sin@]? =2.

[NIE]
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Diskussionen ovan kan sammanfattas i foljande figur.

(’\
V-

p - B(P)P\
o)

\ 7
- A

Figuren visar magnetfiltet i ett plan vinkelrdtt mot ledaren. Strommen
ar riktad rakt mot ldsaren. Magnetfiltets styrka beror bara pa stromstyrkan
I och avstandet r till ledaren och det ar proportionellt mot I /7. Magnetfaltet

ar riktat vinkelratt mot vektorerna OP och I pa sa sétt att I, OP och B ar
hogerorienterade.

Ovning 5.10. En triangulir stalskiva med hornen (0,0,0), (0,1,1) och (1,1, 1) hinger i
tre stalvajrar. Dragkraften i dessa &r i tur och ordning
(a) (—3,-3,-3), (2,0,0) och (1,3,3);
(b) (—3,-3,-3), (2,2,2) och (1,0,0);
(c) (—3,-3,-3), (2,1,3) och (1,2,0).
Hénger skivan still?
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6. Linjer och plan
6.1. Rata linjen i planet

En (rit) linje i R? bestdms av en punkt Py pa linjen och en vektor v # 0
som anger linjens riktning. Vektorn v kallas {or en riktningsvektor for linjen.

En godtycklig punkt pa linjen kan skrivas
P= P() +tv >

for nagot reellt tal t. Om Py = (x¢,y0) ,v = (a,b) och P = (z,y) sa giller
(x,y) = (0,y0) + t(a,b) eller

r=2x9+ta
y=1yo+1b.

Detta kallas for linjens ekvation pa parameterform.
Vi kan eliminera parametern ¢ genom att multiplicera den forsta ekvatio-
nen med b, den andra med —a och addera. Detta ger

bx — ay = bxy — ayo
eller med andra beteckningar
Ar+ By =C'.
Detta kallas ibland for linjens ekvation pa normalform. (Jamfér Ovning 4.10.)

Exempel 6.1. Bestdm ekvationen for linjen genom punkterna (1,2) och
(—=3,1).
Losning.

T P= ()
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Vektorn v fran (—3,1) till (1,2) &r en riktningsvektor for linjen. Vi har
v=(1,2)—(-3,1)=(4,1). Saom Py = (—3,1) ger P = By +tv

{ r=-3+4t
=141
Multiplicerar vi den sista ekvationen med —4 och adderar far vi
r—4y=-—7.
Om vi bara &r intresserade av linjens ekvation pa normalform kan vi fa

den direkt med hjéilp av likformighet:
A

Trianglarna med hoérnen (—3,1),(1,1),(1,2) och (=3,1),(x,1)(x,y) &r lik-
formiga sa kvoterna av kateternas lingder ar lika dvs.
y—1 = 2-1
r—(=3) 1-(=3)’

vilket forenklas till (Rdkna sjalv!)
x—4y = —T.
O

I stéllet for att ange en riktningsvektor for linjen kan vi ange en normal-
vektor n. En godtycklig punkt P ligger pa linjen om P — Py och n dr vinkel-
rita, dvs. n- (P — Fy) =0. Om n = (A, B), Py = (z0,%) och P = (z,y) ger
detta (A, B) - (x — xo,y — yo) = Ax + By — Axy — Byo = 0 eller

Ar+ By =C,

dir C' = Axy + Byp.
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Exempel 6.1. (Fortséttning.) v = (4,1) &r en riktningsvektor for linjen. Sa
n = (—1,4) dr en normalvektor till linjen, som darfor kan skrivas —z + 4y =
C. Sétter viin By = (—=3,1) far vi C' = 3+ 4 = 7 sa linjens ekvation &r
—x+4y =Teller v — 4y = —T7. O

Exempel 6.2. Var skir linjerna

{le—l—t och r=-14+1
y=2+2t

varandra?
Losning 1. Om (x,y) ligger pa bada linjerna maste det finnas ett s och ett ¢
sa att (z,y) = (1 4+ 5,2+ 2s) och (z,y) = (=1 +¢,t). Detta ger

{ l4+s=—-1+1¢ oller { s—t=—2
242s=t 2s —t = —2 .
Subtraherar vi den forsta ekvationen fran den andra far vi det ekvivalenta
ekvationssystemet
§—t=-2
{ s=0,

som har 16sningen s = 0,¢t = 2. Detta ger x = 1,y = 2 sa linjernas skér
varandra i punkten (1,2).

Losning 2. Vi skriver linjerna pa normalform. For den forsta linjen multi-
plicerar vi den forsta raden med —2 och ldgger till den andra. Detta ger
—2x +y = 0. For den andra linjen subtraherar vi den andra raden fran den
forsta och far x —y = —1. Sa skirningspunkten (x,y) uppfyller ekvationssy-

stemet
—2z+4+y=0
l'—y:—l,

som har 16sningen (Réikna sjalv!) (z,y) = (1,2).
O

Ovning 6.1. Bestim ckvationen for den linje som gar genom punkterna (0,3) och (—1,1).

Ovning 6.2. Bestim linjen genom punkterna (1,2) och (—2,3) pa parameterform och
parameterfri form. Hur langt fran linjen ligger punkten (3, —1).

Ovning 6.3. Vad ir ekvationen for den linje som gar genom punkten (2,1) och dr vin-
kelrdt mot linjen 3z +y = 37

Ovning 6.4. Var skir linjerna 3z +y = 3 och (z,y) = (2,3) + (2, —3) varandra?

Ovning 6.5. Bestim en linje som ir vinkelriit mot vektorn (3,4) och vars avstand till
(1,0) &r 5.
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6.2. Rita linjen i rummet

Det finns tva generaliseringar av rita linjen i planet till R3; linjer och
plan. I detta avsnitt diskuterar vi réta linjen och i nésta planet.

Precis som i R? bestdms en linje av en punkt Py pa linjen och en rikt-
ningsvektor v. Da kan punkterna P pa linjen skrivas

P:PO—l-tV, tGR

Om P = (z,y,2), Py = (0, Yo, 20) och v = (a,b, c) ger detta linjens ekvation
pa parameterform,

T =xy+ at

y=yo+bt

z=2zy+ct

Om a # 0,b # 0 och ¢ # 0, kan vi elliminera ¢ ur ekvationssystemet och

skriva
T — X Y—"%Yo Z—Zo(:t)

a b c

Exempel 6.3. Bestdm ekvationen for linjen genom punkterna (1,2,3) och
(2,3,1)

Losning. Vektorn v = (2,3,1)—(1,2,3) = (1,1, —2) &dr en riktningsvektor for
linjen och vi har (z,y, z) = (1,2,3) + t(1,1, —2) eller

r=1+1

y=2+t

z2=3—-2t

O
Exempel 6.4. Skér linjerna

r=1+1 r=1+2t
y=2+t och y =3t
Z:3+t 223_t

varandra?
Losning. Om (z,y, z) ligger pa bada linjerna maste vi ha

l1+t=2x=1+2s
24t=y=3s
3+t=2=3—5 .

Den forsta ekvationen ger t = 2s. Stoppar vi in detta i den andra far vi
24 2s = 3s. Alltsa maste s = 2 och t = 4. Men da ger den tredje ekvationen
7 =1, en motségelse. Detta innebér att linjerna inte skir varandra. O
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Harnést skall vi bestdmma (det kortaste) avstandet fran en punkt till en
linje L. Detta dr nagot svarare i R &n i R? (jamfor Exempel 4.8) eftersom
det inte bara finns en ortogonal riktning till linjen som i R?, utan ett plan av
ortogonala riktningar. Vi nojer oss darfor med att i ett exempel beskriva en
metod for att bestdmma avstandet.

Exempel 6.5. Bestdm avstandet fran punkten P = (2,2,2) till linjen x =
2y = 4z.

Losning. Vi borjar med att bestdmma en riktningsvektor for linjen. Om vi
séitter z =t far vi

r =4t
y =2t
z2=1 ,

sa v = (4,2,1) &r en riktningsvektor for linjen. Det kortaste avstandet d ar

d=| P?) | dér @ ar den punkt pa linjen sadan att v och | 122 | ar vinkelréta.
(Rita figur!) Eftersom @ ligger pa linjen ar QQ = (4¢,2t,t) for nagot t och
PQ= (4t — 2,2t — 2,t — 2). S PQ -v = 0 betyder 0 = (4f — 2,2t — 2,1 — 2) -
(4,2,1) = 16t — 8 + 4t — 4+t — 2 = 21t — 14, dvs. t = 14/21 = 2/3. S&

— 8 4 2

2 2 2
= '5(1,—1,—2)' =gVi+1+ :§¢6~1,63.
|

Ovning 6.6. Bestim skirningspunkten for de tva linjerna L : (z,vy, 2) = (1+t, —t, 4+2t)
och Ly : (z,y,2) = (t,1 —t,3t).

Ovning 6.7. Vilj ett viirde pa parametern a sa att punkten (a, 0,2a) ligger pa den rita
linje som gar genom (3,4,0) och (2,2,1).

Ovning 6.8. En partikel ror sig ritlinjigt med konstant hastighet. Den startar i punkten
(1,2,3). Efter en halv minut befinner den sig i (2,2,2). Var befinner den sig efter
10 minuter?

Ovning 6.9. Finn det kortaste avstandet fran origo till linjen # —2 =y — 3 = z — 4.

Ovning 6.10. Bestim det kortaste avstandet fran punkten (1,1,1) till linjen (x,y,2) =
(2,-1,3) +¢(2,0,1).

Ovning 6.11. Vilken punkt pa linjen (z,v, z) = t(2, —3, 1) ligger nirmast punkten (0, 1,4)?

Ovning 6.12. Bestim spegelbilden av punkten (1,1,1) i linjen genom origo med rikt-
ningsvektor (2, —3,1). (Rita figur!)

Ovning 6.13. Maste tva ickeparallella linjer i (a) R?, (b) R?, skiira varandra?
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6.3. Plan

Ett plan i R?® bestdmms av en punkt P, i planet och tva ickeparallella
vektorer u och v. Planet bestar av de punkter som uppfyller

P=F+su+tv

da s och t genomloper de reella talen. u och v kallas riktningsvektorer for
planet.

Om vi sétter u = (a,b,c),v = (a', V', ), Py = (0, Yo, 20) och P = (z,y, 2)
far vi planets ekvation pa parameterform,

T = x¢ + sa + ta’
y=1yo+ sb+tV
z=zy+ sc+td .

Pa liknande sétt som for en linje i planet kan ett plan ocksa bestéammas
av en punkt P och en normalvektor n. Planet bestar av alla punkter P sa

—

att PP ar vinkelrdt mot n,

PO—IS n=0.
Om n = (A, B,C) ger detta (x — z,y — 0,2 — 20) - (A, B,C) =0 eller
Az + By+Cz=D
(dar D = Axo+ Byo+Czp). Detta kallas for planets ekvation pa normalform.

Exempel 6.6. Bestiam ekvationen fér det plan som innehaller punkterna
Py=1(1,2,3),P, =(3,2,1) och P, = (4,3,2).

Losning. Vektorerna u =FPyPi= (2,0,—2) och v =PyP,= (3,1,—1) ligger
bada i planet och dr inte parallella (Verifiera det!). Planets ekvation i para-
meterform ar darfor

r=142s+3t

y=2+0s+t

z2=3—-25s—1 .
Vi ser att detta ger

r—2y+2=0,

som ar planets ekvation pa normalform.
Vi ger ocksa en direkt hérledning av denna ekvation. Vektorprodukten
u X v ér vinkelrdt mot u och v och alltsa en normalvektor till planet. Vi har

€ €9 €3
uxv=| 2 0 —=2|=(2,-4,2).
3 1 -1
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San=1/2(uxv)=(1,-2,1) & en normalvektor och planet kan skrivas
x —2y+ z = D. Stoppar vi in Py = (1,2,3) i denna ekvation far vi D =
1 —4+ 3 =0, och planets ekvation &r

r—2y+z2z=0.

O

Tva ickeparallella linjer i planet skédr varandra i en punkt. I rummet
ddaremot behover inte tva ickeparallella skdra varandra (men de kan gora
det).

Tva plan &r parallella om de har samma riktningsvektorer. Det &r ek-
vivalent med att deras normalvektorer dr parallella. Tva plan som inte &r
parallella skédr varandra i en linje.

Exempel 6.7. Bestam ekvationen for den linje som ar skdrningen mellan
planen z + 3y + 32 =4 och 2v + Ty + z = 1.
Losning. Punkterna (z,y, z) pa linjen maste uppfylla bada dessa ekvationer,

T+ 3y+3z2=4
20+ Ty+z=1

For att 16sa detta ekvationssystem multiplicerar vi den forsta ekvationen med
-2 och lagger till den andra. Detta ger

r+3y+3z2 = 4
y—>bz = —T7 .

Later vi nu z = t, ger detta ekvationen (Rékna sjélv!)

T =25 —18t¢
y=—7+5t
z=1

O

Vi ser alltsa att en linje i R? antingen kan beskrivas i parameterform eller
som ett linjart ekvationssystem med tva ekvationer och tre obekanta. Det
forsta skrivsdttet dr bra nédr man skall bestdmma avstandet fran en punkt
till en linje, det senare dr mer praktiskt om man skall avgéra om en punkt
ligger pa linjen.
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Exempel 6.8. Bestdm avstandet fran punkten P = (2,3,4) till planet « +
2y + 3z = 0.
Losning. Planet har normalvektorn n = (1,2, 3). Om @ &r den punkt i planet

déar PQ &r ortogonal mot planet sa géiller PQQ= tn och Q = P+tn fér nagot t.
I koordinater betyder detta att @ = (2,3,4)+1(1,2,3) = (2+¢,3+2t,4+3t).
Men @ ligger i planet och uppfyller diarfor planets ekvation sa 2 4+t + 2(3 +
2t) 4+ 3(4 4 3t) = 0. Detta ger (Réikna sjéilv!) t = —10/7 och

— 10 10
d:|PQ|:|tn|:7s/1+4+ :7\/ﬂz5,35.

Ovning 6.14. Var skir linjen L : (z,y,2) = (—3,4,3) +t(1,2,3)
planet 7 : (z,y,2) = (1,0,1) +¢(2,1,0) + s(3,0,2)?

Ovning 6.15. Bestim ekvationen for den réta linje som &r snitt mellan planen z+y+7z =
3och 2x+3y+2=-11

Ovning 6.16. Ar linjen
r—2

2
parallell med planet (a) c +y+ 2z =10, (b) z —y+ 2z =107

)
3 z

Ovning 6.17. Bestdm en normal till vart och ett av foljande plan
@)z—y+z=1, (b)z—y+2z=2 och (¢c)—y—2=3

Ovning 6.18. Bestim en punkt sa att den, (3,2,1), (5,0,2) och (1, —2,4)
(a) inte ligger i samma plan, (b) ligger i samma plan.

Ovning 6.19. En ljusstrale séinds iviig fran punkten (1,1, 1) i riktningen v = (2, —1, —1).
Var triffar denna ljusstrale planet = 4+ 2y — z = 107

Ovning 6.20. Ett plan innehaller punkterna (10,7, —12), (17,35, —54) och #r parallellt
med vektorn u = (1,2,0). Bestédm planets ekvation dels i normalform, dels i para-
meterform.

Ovning 6.21. Finn det kortaste avstandet fran origo till planet x + 2y + 3z = 4.

Ovning 6.22. Bestim det kortaste avstandet fran punkten (1,—1,1) till planet 2z —y =
0.

Ovning 6.23. Vilken punkt i planet 2z — y + 2z = 0 ligger néirmast punkten (2, —1,0)?

Ovning 6.24. Bestiam spegelbilden S av punkten Q = (3,3,3) i planet 22 —y 4+ 2z = 0.
(Rita figur!)

Ovning 6.25. Bestim ekvationen (i normalform) for det plan genom origo som &r paral-
lellt med linjerna (z,y, 2) = (1,2,3) + t(1,1,2) och (z,y,2) = (3,2,1) + t(2,1, —2)

Ovning 6.26. Bestim det kortaste avstandet fran punkten (3,1,2) till det plan som
innehaller punkterna (0,1,1), (1,0,2) och (1,1,0).

Ovning 6.27. Bestim avstandet mellan planen « — 2y = z och 2z — 4y — 2z = 2.

Ovning 6.28. Bestdm den ritvinkliga projektionen av linjen 2 — 1 = —2y = z + 1 pa
planet 2z +y + z = 6.
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Ovning 6.29. En ljusstrale med riktningen (—1, —1, —1) reflekteras mot planet z + 2y +
3z = 0. Vilken riktning har den reflekterade stralen?

Ovning 6.30. Forsok att generalisera avstandsformeln i Exempel 4.10 till avstandet fran
en punkt P = (z,y, x) till planet Az + By + Cz = D.
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7. Matrismultiplikation och linjara avbildningar

I det héar kapitlet skall vi definiera multiplikation av matriser. For att
motivera definitionen och se vad den skall vara bra till borjar vi med nagra
exempel.

Exempel 7.1. Skalarprodukt.
Lat x = (x1,22) och y = (y1, y2). Skalarprodukten mellan dessa vektorer ar
(enligt Sats 4.2.)

Xy = Y1 + T2y
Vi kan ocksa skriva x och y som kolonnvektorer;

X:(x1>ochY:<yl).
T2 Y2
Multiplikationen mellan matriserna x och Y definieras genom

XY =x-y =z + T2ys.

Exempel 7.2. Linjira ekvationssystem.
Betrakta ekvationssystemet

21’1+3$2:5
31’1—21}2:4,

2 315
3 =2 4 )"

?) _g ) vara ekvationsystemets koefficientmatris, b = < Z )

eller mer kortfattat

Vilater A = <

dess hogerled och X = ( il vektorn av obekanta. Vi definierar multipli-
2

kationen mellan matriserna A och X sa att ekvationssystemet kan skrivas
AX =0,

dvs. vi definierar AX genom

[ 2z + 3
AX_<3961—2552) ’

Observera att om a; = (2,3) och ap = (3,—2) &ar forsta respektive andra

raden i A sa ar
. alX
AX = < a2X ) ’
dar a; X berdknas som i Exempel 1. O
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Lat oss for en liten stund glomma vektorer och betrakta reella tal. En
formel som f(x) = b kan uppfattas pa minst tva sétt; som en ekvation eller
som en funktion. Néar vi betraktar formeln som en ekvation vill vi fér ett givet
b hitta de x som uppfyller likheten f(x) = b; betraktar vi den som en funktion
vill vi for ett givet x berdkna funktionsvardet y = f(z). (Observera éndringen
i beteckningar.) Ett enkelt men viktigt exempel pa en funktion ar y = f(x) =
ax. Denna funktion &r linjir, dvs. f(ax; + Bxg) = af(x1) + Bf(x2), och en
viktig del av analysen &r att reducera studiet av allménna funktioner till de
linjara funktionerna.

I nista exempel generaliserar vi detta till funktioner fran R? till R2.

Exempel 7.3. En linjar avbildning.

I Exempel 2 studerade vi ekvationssystemet AX = b dir A = ( g _Z) )

Matrisen A definierar en linjir funktion fran R? till R? genom att vektorn X
avbildas pa den vektor Y som ges av

Y = AX.

Att funktionen dr linjar betyder att A(aX; + Xz) = aAX; + fAX,. (Kon-
trollera detta.)
O

Exempel 7.4. Befolkningsplanering

I en stad med en miljon innevanare bor detta ar 400.000 i innerstaden och
600.000 i fororterna. Demografiska studier visar att av dessa flyttar fem pro-
cent fran innerstaden ut till fororterna, och tre procent av de i fororterna
flyttar in till centrum. Hur manga &r bosatta i innerstaden respektive foror-
terna nésta ar? Om fem ar? Om femtio ar?

400.000
600.000

Losning. Lat X; vara befolkningen efter ¢ ar. (Sa t.ex. ar Xy = (

den ursprungliga befolkningsfordelningen.) Om A = ( 8’ gg 8’ 83 ) sa gal-

ler X; = AX,. (Varfor da?) Utfor vi matrismultiplikationen ser vi att

X, = AX, = ( 0,95 - 400.000 + 0, 03 - 600.000 ) _ ( 398.000 )

0,05 - 400.000 + 0,97 - 600.000 602.000

Sa efter ett ar bor 398.000 i centrum och 602.000 i férorterna.
Befolkningsfordelningen efter tva ar ges av

Xy = AX, = A ( 0,95 - 400.000 + 0, 03 - 600.000 )

0,05 - 400.000 + 0,97 - 600.000
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0,95(0,95 - 400.000 + 0, 03 - 600.00) + 0, 03(0, 05 - 400.000 + 0, 97 - 600.000)
— \ 0.05(0,95 - 400.000 + 0, 03 - 600.00) + 0,97(0, 05 - 400.000 + 0, 97 - 600.000)

_ [ 0,95-0,95+0,03-0,05 0,95-0,03+0,03-0,97 )
~10,05-0,95+0,05-0,05 0,05-0,0340,97-0,97 ) 0"

Det ar naturligt att definiera multiplikationen av A med sig sjilv sa att
X2 = AXI == A(AX()) == (AA)XO == A2X0 .

Darfor satter vi

42— (0,95-0,9540,03-0,05 0,95-0,03+0,03-0,97
~10,05-0,95+0,05-0,05 0,05-0,03+0,97-0,97

Observera att elementen i A% fas genom skalirprodukt mellan raderna och
kolonnerna i A. Sa t.ex. dr elementet pa plats (1,2) (dvs. langst upp till
hoger) a3 Ay dér a; dr forsta raden i A och Ay &r andra kolonnen. Utfor vi

o { 396.160
(eller MATLAB) kalkylerna far vi X, = < 603.840 |-

Vi kan upprepa detta resonomang och berikna X3 = A3X,, X, = A*X,, ...

Med hjalp av MATLARB ser vi att (Prova sjélv!)

391.477 375.387
Xs = ( 608.523 ) och Xso = ( 624.613 > '

O

Exempel 7.5. Betrakta tva matriser A = @2 ) ooh B = b b
21 A922 621 b22

De definierar tva linjira avbildningar Y = AX och Y = BX. I det har exemp-
let skall vi berdkna matrisen for den sammansatta avbildningen Z = A(BX).

Vi har
YV — BX — b1 bio T\ _ bi1z1 + biaxo .
ba1 Do To ba1 1 + boaxo

7 AY — aip a2 bi171 + biaxo
Qo1 A9 ba1 1 + boao
_ ( a11b1171 + a11b1272 4+ a12bo1 1 4 a12ba0o >

a2101171 + a21b12w9 + asebo1 1 4 aebaazs

_ (a11b11 + a12bor)x1 + (a11b12 + a12bag)xs
(@21b11 + agebor)xy + (a21b1a + agebes)xs
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_ ( a11011 4+ a12b21  a11b12 + ajabas ) ( T )

a21011 4 a21b12  ag1bia + ageba To

Sa multiplikationen av matriserna A och B definieras som den 2 X 2-matris
C = (Cz’j) dar
Cij = aiBj = ai1bi; + aiabo;

Hér ar a; den i:te raden i A och B; den j:te kolonnen i B. O

Vi har nu tillrdckligt med bakgrund for att diskutera det allménna fallet.

Lat A = (ajj)mxk och B = (b;j)kxn vara en m x k respektive en k x n
matris. Observera att antalet kolonner i A och antalet rader i B forutsétts
vara lika. Matrismultiplikationen mellan A och B ar den m x n-matris C' =
AB dér C = (¢ij)mxn ges av

k
cij = aiBj = Zailblj :
=1

Hér ar som vanligt a; den :te raden i A och B; den j:te kolonnen i B. Man
kan visa att matrismultiplikation &r associativ och distributiv. Ddremot &r
den inte kommutativ; om t.ex. A 4r en 2 x 3 och B en 3 x 3 matris ar AB
definierad men inte BA. Ett annat exempel ges i Ovning 2.
Lat
L1 Y1
X = : och Y =

Tn Ym

En m x n matris A definierar en linjar avbildning fran R™ till R™ genom
Y =AX .

Matrisen C' for sammanséttningen mellan tva linjara avbildningar A och B
ar C = AB.

Ovning 7.1. (a) Vad hiinder i Exempel 4 da aren gar? (Dvs. undersok X,, da n — oo.
Anvind MATLAB.)
(b) Finns det nagon stabil befolkningsférdelning? (Dvs. finns det nagon vektor

( o ) sé att AX = X?)
Tg

Ovning 7.2. Visa att om A = < ; Z > och B = ( _f _? > sa &r AB # BA.
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8. Minsta kvadratmetoden

Exempel 8.1. Antag att vi har fatt i uppgift att 16sa ekvationssystemet

513'1—|—233'2:1
22L’1+ $2:1
ry] + I'Q:l .

Om vi radreducerar detta system far vi (rdkna sjélv)

1 21 1 211
21|11 |17101]0
1 1)1 0 0] 1

Sa ekvationssystemet saknar 16sning. (Detta &r typiskt for ett system med
fler ekvationer &n obekanta.) Anvinder vi ddremot MATLABs kommando
"A\D” far vi svaret © = y = 0,3636. Detta ar den sa kallade minstakvadrat-
losningen till ekvationssystemet. Minstakvadratlosningen &r den vektor X
som minimerar |[AX — b|. (For att se hur minstakvadratlésningen beriknas
hanvisar vi till Lay: Linear algebra ..., §7.5.)

O

Exempel 8.2. Radioaktivt sonderfall
Ett visst mineral innehaller tva radioaktiva &mnen med halveringstiderna
2In2 och 10/3 In2. Teoretisk betyder detta (Varfor?) att radioaktiviteten
vid tiden t uppfyller

y(t) = Ae % + Be 03t

dér A och B &r méngden av de radioaktiva d&mnena. Med en Geigerrédknare
uppmaéttes radioaktiviteten efter 0, 1, 2, 3, 4 och 5 timmar till 1127, 778, 621,
452, 376 respektive 212. Hur mycket fanns det av de tva &mnena?

Losning. Vi vill bestimma A och B sa att kurvan y = Ae™ %% + Be=03¢
ansluter till vara data sa bra som mojligt. Lat y; vara den observerade ra-
dioaktiviteten efter ¢ timmar. Vi vill bestdimma minstakvadratlosningen till
ekvationssystemet

Ae % + Be " =y, t=0,1,...,5,

eller utskrivet
(A +B = 1127

Ae %% 4 Be 03 =778
Ae ! 4+ Be 96 =621
Ae 1 + Be 09 = 452
Ae 2 + Be 12 =376
Ae 2?5 + Be™ 15 =212
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MATLAB ger minstakvadratlosningen A = 14,5 och B = 1096. I figuren
nedan visas de uppmaétta viardena och kurvan med dessa parametervirden.

1400

12001

1000

800

6001

400f

200+
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9. Forslag till svar
Kapitel 2
1.
2. (a)&(b) e; + e, (C) e +es, (d) —€] — ez —esg, (e) —€1
3. (a) Med farten /40 m/s i riktning 341,6°, (b) 19,5° 7. (b) 3
Kapitel 3
L. ( ) ) 2. (1?1) 4. (_173) 5. ( ) 172) 6. (_8777_9)
T.a=-4 8 (a)0eller2, (b) 1, (c)Oeller3 9.u==+3(-1,2,2)
10. () VIL (b) V3 (c) 3
11. (a) 64/3 N i riktningen (1,1,1), (b) 8,70N i 28,3 med avseende pa é-axeln

13. (5,7) 14. AB= (2,3,4), BC = (—1, 14, -12),CA= (~1,11,8)
15. (a) (2,1,1), (b) 1/2(x + 21,y + y1,2 + 21) 16. (5/2,3,7/2)
2

17. (2,1,2)

18 V2 i alla tre fallen  19. Sidorna #r 2v/2.

20. (3,-2), (1, —4) eller (—1,4) 21.Ja 22.(1,5/2,7/2),(3/2,5/2,4),(3/2,3,9/2)

1
4
6.
7

Kapitel 4
Alla &r ortogonala 2. (a) /2 (b) w/4 (c) arccos(5/7) 3. 128°
T.ex. (a) (3,2), (b) (b,—a) och (c) (0,1,2) 5. 0 och 1/5,
Ja, vinkeln vid (—1,4,2) &r rit.
(a) 8 joule, (b) 0 joule, och (c) —3 joule 9.(a)3 (b)v2 11. 151°

12. Nej 13. Ja 14. (a) 1/3b, (b) 3/4a 15. De é&r vinkelrdta
18.
(1

T.ex. e1 = (1,2,3), e2 = (2,—1,0) och e3 = (3,6, —5).
,1,1) har koordinaterna (3/7 1/5,2/35)
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Kapitel 5
1. (a)10 (b)3 3. (a) (1,—-2,1) (b) 7(1,—-1,-1) (c) 3(2,2,—-1)
4. 14 8. 6 9. 1 10. (a) Ja, (b) Nej, (c) Nej

Kapitel 6
1. —24+y=3 2 { gf ; J_rft . 2+ 3y =7 respektive 7/v/10

3. 3y—zx=1 4. (-2,9) 5. 3x+4y =28eller 3x+4y=-22 6. (2,—1,6)

7. a=1 8. (21,2,-17) 9. v/2 10. v29/v/5 11. (2,-3,1)/14 12. (—1,-1,-1)
13. (a) Ja, (b) Ne¢j 14. (—=5,0,-3) 15. (z,y,2)=(4,—1,0)+t(4,3,—1)

16. (a) Nej (b)Ja 17. (a) (1,-1,1), (b) (1,—1,1), (c) (0,—1,—1)

18. (a) T.ex. origo (néstan vad som helst gar) (b) T.ex. (3,—4,5) 19. (17,-7,—7)
20. 6z — 3y — z = 51 respektive (z,y, z) = (10,7, —12) +¢(1,2,0) + s(1,4, —6)

21. 4/\V/14 22, 3/v/5 23.(8,—4,-10)/9 24. (—1,5,—1)

25.4r — 6y +2=0 26.4/v/6 27. 1/v/6 28. (3,—1,1)+¢(2,—11,7)

29. (—1,5,11) 30. |Ax+ By+Cz—D|/|(A,B,C)]

Kapitel 7

1. (a) Datorn antyder att X,, — Xo, = ( 375.000

625.000

0 0 2 4
2.AB—<0 0>ochBA—<_1 _2>

>. (b) Xoo ar stabil.
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