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Inledning

Tva viktiga metoder i analys &r derivering och Fourertransformering. Ty-
varr ar inte alla funktioner deriverbara och Fouriertransformerbara. Distri-
butionsteorins syfte ér att 16sa detta genom att bidda in funktionerna i en
storre klass av objekt, de sa kallade distributionerna. Den grundldggande
idén &r att inte uppfatta en funktion som punktvis definierad utan som ett
"medelvirde”. En lokalt integrerbar funktion f identifieras med avbildningen

wH/f%

dér ¢ tillhor ett rum av “snélla” testfunktioner (t.ex. C§°).

Vi generaliserar nu detta och later en distribution vara en linjér funktional
pa rummet av testfunktioner. Nér vi skall utvidga operationer som derivering
och Fouriertransformering till distributioner, gor vi det genom att fora 6ver
operationen pa testfunktionerna, dir de dr véldefinierade.

Lat oss t.ex. se hur man definierar derivatan av en lokalt integrerbar
funktion f pa R. Om f &r kontinuerligt deriverbar, sa ger partiell integration

[re=- 1

Vi anvander nu denna formel fér att definiera derivatan av f, da f saknar
derivata i klassisk mening. f’" &r den avbildning som ges av

@ﬁ—/mﬁ

I dessa foreldasningar skall vi studera hur differentialkalkylen och Fouri-
eranalysen kan utvidgas till distributioner, och studera olika tillimpningar,
framforallt inom teorin for differentialekvationer. Framstéallningen &r kortfat-
tad och for ett mer djupgaende studium rekomenderas féljande bocker:

Laurent Schwartz. Théorie des Distributions I, II. Hermann, Paris, 1950—
51.

Lars Hormander. The Analysis of Linear Partial Differential Operators I,
2nd ed. Springer, Berlin, 1990.
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Kapitel 1

Nagot om Cj°-funktioner

Nér vi skall utvidga differentialkalkylen till distributioner, ar det lampligt att
som testfunktioner vélja odndligt deriverbara funktioner med kompakt stod.
I detta kapitel skall vi visa att det finns "en massa” C§°-funktioner.

Beteckningar

Lat Q vara ett omrade i R". C*(Q) #r de k ganger kontinuerligt deriverbara
funktionerna pa Q. (k kan vara +o0o.) C¥(Q) #r de funktioner i C*(Q) som
har kompakt stod. Vi betecknar punkter i R” med z = (21, ..., x,) och later
dxr = dxy ...dx, vara Lebesguemattet. For en vektor o = (aq,...q,) € N”
satter vi

lal=a1+ ... +a,, ao=al... o), 2=z .2

(e79)
n

och

Lof o o
C Oz 0x8t T Qaon

o“f f
Exempel 1.1. Med dessa beteckningar kan Taylorpolynomet av grad N till
f skrivas
0°f(a) a
la|<N
O

Som beskrivits i inledningen, vill vi till f € Li, associera avbildningen
Ay, given av

O > fodz, ¢eCf.
Rn



Problem. Bestammer Ay f7
Mer precist, om f,g € L{, och

f@d:cz/ gedr, ¢ e C,
Rn n
arda f = ¢ n.o.? O

For att kunna 16sa detta problem behover vi konstruera lampliga ¢ € Cg°.
Vi borjar med

Exempel 1.2. Det finns funktioner f € C*°(R) med f(z) = 0 om z < 0 och
f(z) >0daz>0.

Anmirkning 1.3. Det finns ingen sadan reellanalytisk funktion. O

Bevis. En sadan funktion maste uppfylla f(™(0) = 0 for alla n. Sa f(z) =
0(z™),z — 0, for alla n. Med ledning av detta sétter vi

eV x>0

0, x<0.

flx) =

Vi maste visa att f € C*°. Med induktion ser man att

1 _1

0, <0

for nagot polynom P,. Detta &r klart for  # 0. Men i origo har vi for A > 0,

f(”)(h) ; f(")(O) = %Pn (%) eTh = 0, h—0.
[
Exempel 1.4. Det finns icke-triviala funktioner i C§°(R™).
Bewvis. Lat f vara som i Exempel 2 och sétt p(z) = f(1 — |z]?). O



Approximativa identiteter

Fixera en funktion ¢ € C5°(R™) med [ ¢ =1 och ¢ > 0. Fér § > 0 séitter vi
os(x) = 6 "p(x/d). Da dr 5 € C°(R™) och [ @5 = 1. {ps;0 > 0} kallas en

approximativ identitet.
A

’)905 _> 5’7

Regularisering genom faltning

Faltningen av tva funktioner f och ¢ definieras genom
fro(@)= [ flz—y)ply)dy.
R

Faltningen #r vildefinierad till exempel om f € L, och ¢ € Cg°. Da ér
fro=pxf, [xpecC®ochd*(fxp)=f*x0%.

Ovning 1.1. Verifiera detta.
Sats 1.5.

a) Om f e Cy sa f*xps— f,0—0, likformigt.

b) Om f dr kontinuerlig i x, sa f * ps(x) — f(x), § — 0.

c) Om felP 1 <p<+oo,safxps— filP (ochn.o.).
Anmérkning 1.6. a) visar att C5°(Q) &r tétt i Cp(€2) ( 1 supremumnorm).

Ovning 1.2. Verifiera detta.



Beuwis.

a) Tag R sa att stod ¢ C {z;|z| < R}. Vi har

1 *a(x) — f(z)] < / @ —y) — F@)les(y)dy

ly|[<éR
< likformig kontinuitet < € [, s(y)dy = €, om § é&r tillréckligt litet.

b) Ovning 1.3.

c¢) Jensens olikhet ger
7= 0le) = 1P < ([ 10 =9) = F@lesy)y)

< [ ey = f@Fesdy = | 1f(z=6t) = fl@)lp(t)dr.
Med Fubinis sats och f(x) = f(z — 6t), far vi

£ a1l < [ et [ 15— - flapas

= [ 1= sl ettt =0,

pa grund av dominerad konvergens och att translation ar kontinuerlig pa LP.
Det sista pastaendet foljer av att Cy ar téatt i LP, 1 < p < +oo:
Om g € Cy sa ar

g — gz = /K gz — 8) — g(a)Pdz — 0,6 — 0,

pa grund av likformig konvergens. Approximera nu f € LP med g € Cj,
| f — gll, < e. Minkowskis olikhet (triangelolikheten) ger

12 = Flly < U1 =3l + 119° = gllp + lg = Fllp < 26+ [lg° = gll, < 3¢,
om § ar nog litet. [

Ovning 1.4. a) Lat B, = {z;|z| < r}. Konstruera en funktion 15 € C§°(R") sa att
0 <5 <1,1s =1 pa B, och stdéd vs C B,ys. Hur stor maste ||0%1)s| vara?

b) Lat K C 2 didr K dr kompakt och Q 6ppen i R". Konstruera ¢ € C5°(£2) med
1 =1 pa en omgivning av K och 0 < < 1. Hur stor maste |[0%)| - vara?



Vi kan nu svara ja pa problemet pa sid. 6.
Sats 1.7. En lokalt integrerbar funktion som dr 0 som distribution dr 0 n.o.

Bevis. Vi antar alltsa att [ fo = 0 for alla ¢ € Cg°. Enligt Sats 1 a), foljer
[ f® =0 for alla ® € Cp, och alltsd dr f = 0 n.6. (t.ex. med hjilp av Riesz
representationssats.)

Alternativt kan vi argumentera pa foljande satt: Tag ¢, € C§° med
Yp(x) =1 da |z| < n. Da ar fi, € L' och

fthn x @5(z) = . F@)n(y)ps(x —y)dy = 0,

eftersom y — ¥, (y)ps(z —y) ar C5°. Men fi), * @5 — fib, i L' enligt Sats
1¢). Sa fi, = 0 n.6., och alltsa ar f = 0 n.o. [

10



Kapitel 2

Definition av distributioner

Definition 2.1. Lat 2 vara ett 6ppet omrade i R™. En distribution u pa 2
ar en linjar funktional pa C§°(Q2), sadan att for varje kompakt méngd K C Q
finns konstanter C' och k med

P <C Y 10%0lles (2.1)

<k
for alla ¢ € C§° med stod ¢ C K. O

Distributionerna pa €2 betecknas 2'(€2) . Om samma k kan anvéndas for
alla K, séiger vi att u har ordning < k. Dessa distributioner betecknas 2, (2).
Det minsta k& som kan anvéndas kallas distributionens ordning. 2y, = U, %,
ar distributionerna av dndlig ordning.

Exempel 2.2.
(a) En funktion f € L, &r en distribution av ordning 0.
(b) Ett matt &r en distribution av ordning 0.
(¢) u(p) = 0%p(xq) definierar en distribution av ordning |«|.
)

(d) Lat z; vara en f6ljd utan hopningspunkt i € och sétt

= Zaaﬂ'gp(x

Da ér u en distribution. u har dndlig ordning om och endast om
sup |a;| < oo och da &r ordningen sup |a;|. O

Vi kommer att anvénda beteckningen Z(f2) for att beteckna méngden
C°(Q), i synnerhet da vi forser Z(2) med en topologi som svarar mot fol-
jande konvergensbegrepp.

11



Definition 2.3. p; — 01 Z(Q2) om alla ¢, har stod i nagon fix kompakt
méngd och [|0%p;][ec — 0, j — 0o, for alla a. O

Sats 2.4. En linjir funktional v pa 2(Q) dr en distribution omm u(p;) — 0
di ¢; = 0§ D(9).

Bevis. =): Trivialt.

<): Vi antar att (1) inte géller, och skall visa att u(yp;) 4 0, trots att
w; = 01 2(Q). Att (1) inte géller medfor att det finns en kompakt méngd
K och ¢; € 2(Q) med stod ¢; C K, u(p;) =1 och

[ule)] > 5 ) 1905l oo-

o <j
Detta ger [[0%p;|loo < % om j > |al. Sa p; = 01 2(Q). O

Sats 2.5. En distribution u € Z,() kan entydigt utvidgas till en linjdr
funktional pa CE(Q) sdadan att fér varje kompakt mingd K C € finns en

konstant C' sa att
()] < C Y 100l (2.2)

o<k

for alla p € CE(Q) med stid i K.
Korollarium 2.6. Matt och distributioner av ordning 0 sammanfaller.

Beuvis. Lat ¢ vara en fix funktion i C¥(Q). Lat &5 € C§° vara en approximativ
identitet och sétt ¢, = @*x ®1, n > N. Da har alla ¢, stod i en fix kompakt

méngd K i Q och om || < k s dr
10%(e = )l = 0% = (0%¢) * P1[[c = 0, n — 00. (2.3)

Sa om u har en utvidgning som uppfyller (2) géller u(p) = lim,, o u(py).
Detta bevisar entydigheten av utvidgningen och gor att det dr naturligt
att definiera

u(p) = lim u(p,) .

n—o0

Gréansvirdet existerar ty u(p,) dr en Cauchy foljd:

[u(pn) = w(pm)| = [u(n — om)| < C Y 110%(pn = pm)ll = 0,

| <k

da n,m — oo.
Det &r létt att genom griansovergang i (1) se att u uppfyller (2). O

12



Ovning 2.1. Verifiera detta.

Sats 2.7. En positiv distribution dr ett positivt matt.
Definition 2.8. En distribution u &r positiv om u(p) > 0 da ¢ > 0. O

Beuvis. Enligt Korollarium 6 récker det att visa att u € Z. Antag forst att
@ ar reellviard och lat K CC Q och tag x € C§°(£2), 0 < x < 1och x =1 pa
K. Om stod ¢ C K sa ar x||¢lle £ @ > 0. Sa u(x||¢||e £ ¢) > 0, eller

()] < ulxllelloe) = w0 Plloc,

sa (1) géller med k =0, C' = u(y).
Om ¢ = f + ig ar komplexvard, far vi

(@) < u()] + [u(g)] < uO) U fllee + [9lloc) < 2u(x) [l

Sats 2.9. En distribution dr bestamd av sitt lokala beteende.

Mer precist: Antag att Q = US; och att u; € P'(8Y;). Vidare antar vi att
w; = u; pa N8y, dvs om o € C3°(; N Q) sa ar ui(p) = u;(p). Da finns
en entydig distribution u pa 2 med u = u; pa §;.

For att bevisa detta behéver vi en C§°-partition av enheten.

Proposition 2.10. Lat K C UYQ;. Da finns p; € C(8%), 0 < ; <1 och
Ypi=1pa K.

Bevis av Sats 9. Antag att u = u; pa ;. Lat stod ¢ = K och ¢; vara en
partition av enheten som ovan. Linjériteten ger, eftersom ¢ = ). py;,

u(ip) = ZU(SD%) = ZUZ(SD%) (2.4)

)

Detta visar entydigheten.

For att visa existensen, behover vi visa att (4) ger en véldefinierad distri-
bution u. Men om @, r en annan partition av enheten, sa ar ¢ = >, ©;P
pi K och alltsi Yoy uk(pP) = S 3o ur(@Bees) = 3 Yo tilodns) =
> ui(ppi), sa (4) definerar u entydigt.

Det #r enkelt att visa att u uppfyller (1), och satsen &r bevisad. O

Ovning 2.2. Gor det!

13



Bevis av Proposition 10. Vi skall visa foljande
Pdstdende. Det finns 6ppna méngder V; med V; C €; och K C UNV;.

Givet detta tag @; € C(Q:),0 < @ < 1 med @; = 1 pa V,. DA &r
Y@; > 0 pa en omgivning U av K. Tag x med x = 1 pa K och stod y C U.
Sétt

Pi

g

Det &r klart att ; uppfyller villkoren i propositionen.

_ For att visa pastaendet, sa tag till z € K en omgivning V; med z € V,, C
V, C Q; for nagot j. Da éir K C |JV,. Kompakthet ger K ¢ JI' V,,. Lat
Vi

= |J Vi O

Vi =X

Stodet till en distribution

Om f € C sa ir stod f = {x; f(x) # 0}. Detta medfor att [ fo = 0 for alla
@ € Cf° vars stod inte rakar stodet till f.

Definition 2.11. Om u € 2'(Q2) ar
stod u = {z € Q; Det finns ingen omgivning till x med v = 0 i omgivningen.}

Ovning 2.3. stod u &r sluten.

Sats 2.12. Om stéd u Nstod ¢ = 0 sa dr u(yp) = 0.
Bevis. Foljer direkt fran Sats 9, eftersom u = 0 lokalt pa Q\ stod w. n
En viktig skdrpning av Sats 12 ar foljande sats och dess korollarium.

Sats 2.13. Antag att u € Z,(Q) och p € CF(Q) med 0%p(z) =0 om |a| < k
och x € stod u. Da dr u(p) = 0.

Korollarium 2.14. Om u € 2'(Q2) och stod v = {xo} C Q sa dr u av
formen

u(p) = Y aadp(xo).

|| <k

Bevis av Sats 13. Lat K = stod u Nstéd . Om K = () sa foljer pastaendet
fran Sats 5. Men K kan vara icke-tom. Sétt da K. = {z;d(z, K) < €} och
tag xe € C°(K,) med x. = 11 en omgivning av K. Da géller

u(p) = u(xer + (1 = X)) = ulxep),

enligt Sats 5.

14



Om k = 0 ger detta
[u()] < Cllxepllc =0, € = 0.

Om k > 0 far vi i stallet

ul@) < C Y NI (xep)lloe <C D 10°X0°¢]lcc

o <k laf+IBI<k

Vi kan vilja . sa att ||0%e|loe < Celol For att uppskatta ||0%¢| s skall vi
Taylorutveckla ¢ kring z € K. Lat y € K, och tag x € K med |z — y| < e.
Satt

g(t) = 0%p(x + t(y — 2)),

och Taylorutveckla g kring ¢ = 0 av ording k — |3]| — 1. Vi far

(@)
el =lomi=| Y 4 re)|

il
i<k—[8|—1
Nu dr ¢@(0) = 0 och

[R(y)| < C sup [0FPlg(s)| < CePY |07

0<s<1
- |B1=k

K-

Detta ger
u(p) <€ Y FREEISN 1070k, » 0, € 0.
lal+| 8| <k 1Bl=k

O

Bevis av Korollariet. u har éndlig ordning k. Fixera x € C§°(2) med y = 1
néra xy och sitt

9“0 (x0)
al

Y(a) = p(z) = x(z) Y (& —20)"

o<k
Da dr 0y (xg) = 0 om || < k. Sa Sats 13 ger u(¢) = 0 eller

(x — x9)®

ulp) = Y 0 elm)u(— (@) = Y aadpla).

la|<k la| <k

Ovning 2.4. H 2.2

15



Ovning 2.5. H 3.1.7.
Ovning 2.6. Visa att u(p) = 5" n%(¢p(1) — ¢(—1)) ér en distribution av ordning < 1

n n
om «a < 0. Visa att stéd v = {0, il,:l:%,:l:%, ...} men om K #r en sluten mingd

med X
lu(p)| < CZSt}l{p 0%¢l, @€ CP(R)
=0

sa dr antingen o < —1 eller sa innehéller K en omgivning av origo. (Speciellt kan
vi inte villja K = stod u.)

Ovning 2.7. Antag att u € Z}(R) och stod u C I dér I ér ett kompakt intervall. Visa
att

lu(@)] < C > supld®pl, ¢ € CR(R).

|| <k
(Ledning. Sats 13.)

Ovning 2.8. Finns det en linjir funktional u pa C§° som inte &r en distribution?

16



Kapitel 3

Operationer pa distributioner

Distributionsderivatan

Om wu &r en kontinuerligt deriverbar funktion i R™, far vi med partiell integ-
ration,

A E)ku-godx:—/ u-Oppdr, €9,
eftersom ¢ har kompakt stod. Vi gor darfor foljande
Definition 3.1. Om u € 2'(Q2), definierar vi dyu € 2'(2) genom
Ou(p) = —u(Okp).

Att detta definerar en distribution foljer av att

Oru(e)] = [u@rp)l < C Y 10*Okp)lloe < C Y 1107l

| <k lor| <k+1
Om u € C' sammanfaller distributionsderivatan med den klassiska derivatan.

Exempel 3.2. Definiera Heavisidefunktionen H genom

1, >0

Y

H(x) = . .
. x<0.

Da ar



Diracmattet i zy € R™ &r det matt som ges av d,, (@) = (o). Sa vi har vi-
sat att H' = &y. Diracmattets derivator ges av 00, () = (—1)16,,(0%p) =
(—=1)l*19*p(x0). Med dessa beteckningar, kan enligt Korollarium 2.14 en dis-
tribution med stod i zg skrivas

u= > C,o.

lal<k
En generalisering av Exempel 2 ges av

Proposition 3.3. Lat u vara en funktion i Q@ C R, som dr kontinuerligt
deriverbar for x # xy. Antag att derivatan v dar integrerbar ndra xy. Da dr

u =v+ (u(xg+0) — u(zg — 0))dy,-

Beuvis. Vi visar forst att gransvirdena existerar. Lat g < x < y. Da &r

Eftersom v &r integrerbar kan vi lata x | x¢. Vi far

u(zo 4+ 0) = u(y) — /y v(t)dt.

o

Pa samma sétt ser vi att u(zg — 0) existerar. Vi far nu

u' (@) = —u(¢') = — / up' dr = lim — u(x)¢' (x)dz
R =0 lx—zo|>€

xo—e€

=tim { — [u@)e@)] " = [u@)e@)]” "+ /| @)

e—0 xo+e

— (u(zo + 0) — o — 0))p (o) + /R o(2)p()da

]

Sats 3.4. Lat u vara en distribution pa ett intervall I C R. Om v’ = 0 sa
ar u konstant.

Bevis. Att v’ = 0 i distributionsmening betyder att u'(¢) = 0 eller u(¢’) =0
for alla ¢ € 2.

For att berdkna u(¢), vill vi avgora om ¢ = o’ for nagot ¢ € 2. Detta
dr fallet precis da [ ¢ = 0 och da ar ¢(z) = [*_é(t)dt. Sa om [¢ = 0, &r
u(¢) = 0. Vi skall aterféra det allménna fallet pa detta specialfall. Fixera
o € P med [ty =1.Sétt ¢ = — 1)y [¢. Daéir [¢ =0sa0=u(¢p) =
u(p) — u(thy) [ ¢ eller u(¢) = u(yo) [ ¢. Sa u dr konstanten u(iy). O

18



Multiplikation med funktioner

2(Q) har en naturlig vektorrumsstruktur, vi kan addera tva distributioner
och multiplicera en distribution med en skaldr. Vi vill ocksa kunna multipli-
cera en distribution med en funktion f. Om u &r lokalt integrerbar sa &r

fute) = [ (fuypdo= [ ulfe)de=u(te).
n Rn
For att detta skall kunna anvéndas for att definiera fu da u &r en distribution,

kravs att f € C'.

Definition 3.5. Om f € C'*° definierar vi fu genom

Fulg) = u(fe).

Ovning 3.1. Visa att fu € 2/(Q).

Anmiirkning 3.6. Om u har ordning k ricker det att kriva f € CF. a
Proposition 3.7.

(a) 0,0ku = OOju
(b) (fu) = Ok f)u+ foru.

Ovning 3.2. Bevisa Proposition 7.

Anmairkning 3.8. Eftersom distributionsderivatorna &ar oberoende av deri-
vationsordningen enligt (a), kan vi anvéinda beteckningen 0%u,
9*u(p) = (=1)u(0%p). O

Sats 3.9. Omu € 2'(Q), Q CR, och v +au = f dir f € C och a € C*,
sd druw € C' och ekvationen dr uppfylld klassiskt.
Bevis. Antag forst att a = 0. Lat I vara en (klassisk) primitiv funktion till
f-Daar FeC'sa(u—F) =4 —F = f— f=01i distributionsmening.
Sats 1 ger u=F + C, sa u € C! och v/ = F' = f klassiskt.

Om a # 0 multiplicerar vi ekvationen med dess integrerande faktor. Lat
A vara en primitiv funktion till a. Da &r A och e funktioner i C*°. Vidare
ar

(etu) = et + etau = e (v + au)

i distributionsmening. Sa ekvationen &r ekvivalent med
(etu) = e f,

och vi kan anvanda fallet a = 0. O

19



Ovning 3.3. H3.1.1
Ovning 3.4. H3.1.5
Ovning 3.5. H 3.1.14
Ovning 3.6. H 3.1.21
Ovning 3.7. H 3.1.22.

Ovning 3.8. Visa att om u € 2'(Q), Q C R, med u™ + a,, 1u™ Y + ... + agu = f,
dér f € C och a; € C, sa &r v € C™ och ekvationen &r uppfylld klassiskt.

20



Kapitel 4

Andliga delen av en funktion

I detta avsnitt skall vi utvidga Proposition 3.3 till fallet da derivatan inte ar
lokalt integrerbar.

Exempel 4.1. Vad ir £ (—1-)?

Vi har Ve
1, - 1 "
<(\/—) p) = <\/I_,g0>_
1 o 1 [ o(r
~ig- [ e =i (- [e] - [ Se)
:—5113(1)(/6 xd/z(p( )dx_2gfg)>
O
Definition 4.2.
oy =iy { [ s - 200}
(I

Vi har alltsa visat att
d, 1 1, 1
%( = )= —§fpw-
En variant av definitionen som &r enklare att komma ihag ar

L= [T ER 0,

<fp 3/27(10 x3/2

X.

21



Exempel 4.3. Vi definierar f{p—— genom

1
|2[5/2

L= [ S e,

<fp|x|—5/2790> = |£E’5/2

Ordningen for fp——= &ar 2. For att se detta delar vi upp integralen i tva

|z[5/2
bitar,

—(0) — 2¢'(0)
fp——r7s, ¥) / / dr = I+11.
< |5/2 lz|<1 |lz|>1 |96’|5/2

For att uppskatta den forsta integralen anvénder vi att

1
lp(z) — ¢(0) — 2¢'(0)] < §x2\|90"\|oo
och far

1 1
1< el / Lt < Ol
2 |z <1 |2[1/2

For den andra integralen géller

2lllo + Ll
< | T2 < Clloe + 16 10)
|z|>1 |[E|

och alltsa &r ordningen hogst tva.
For att se att ordningen inte kan vara mindre lat ¢ € C§°, 0 < ¢ < 1,
stode C (0,3) och ¢ =1 pa [1,2] och sitt p(z) = p(z/€). Da giller

1 0e(7) Z 1
|<fp|x|—5/27905>| :/]R 572 dx Z/E de > CESW .

Vidare ar ||@e]loo + [|¢Lllc < C/e. Sa om ordningen var mindre &n 2 skulle vi

1
ha ¢/e¥/? < ](fp| ’5/2,@] < C'/e, en omojlighet.

1
Eftersom ordningen hos fp——= &r 2 och |z|%/? € C? &r |z|>?fp
| ]/ |2[5/2
véildefinierat och
1 1
<III5/2fp‘x|5/2,sO> = (o 2?2 )
|2 (x) /
e P2 | p(@)de = (1,¢)

Hér har vi anvint att |2]>/2¢(z) och dess derivata &r 0 i origo.

fp—|x‘15 5 loser alltsa divisionsproblemet |z|/2u = 1. 0
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3 1

" 1
Ovning 4.1. Visa att (pr/Q)/ = fipr/Q.
£U+ 1'+

Exemplen ovan kan generaliseras till att definiera fp 2%, fp |z|~* och (for
vissa a) fp 2% etc. om a inte &r ett heltal, t.ex.

1 [T =P,
<fp‘$’a,s0>—/_ e dx,

[e.e]

dar P &r Taylorpolynomet till ¢ i origo av ordning [a] - 1. Da géller

1, sgn x 1 1
(fpm) = —afpm—aH =a <pr - wa)

Jr
och
1
[z|"fp— = 1.
||
i 1 . .
En annan viktig egenskap hos fp|—, a# —1,—2,..., ar att den &r ho-

€T a

mogen av grad —a. Detta férenklar berdkningen av dess Fourier transform.

Vad menas med att en distribution &r homogen? For en funktion u(x) pa
R™, séger vi att u &r homogen av grad o om u(tx) = t*u(x), t > 0. Detta kan
omformuleras pa ett sdtt som har mening for distributioner. Fér en funktion
u géller

(u(ta), ) = [ uta)p(o)ds = [y =tz) = [ ) gro(Fy = (w0

tn

Men om wu &r homogen av grad « géller ocksa

(u(t), o) = / u(tr)p(x)de = / u(z)p(z)dz = °(u, o).

R

Vi gor darfor foljande

Definition 4.4. u € Z'(R") &r homogen av grad o om

<U, 9015> = ta<u> SO>7t > 0.

Da giller

1
Proposition 4.5. fp‘—| och fp— dr homogena av grad —a oma # 1,2,3, ...
x|® xq
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o 1 . .
Beuwis for fp|$|—5/2. Vi har ¢;(0) = 19(0) och ¢}(0) = £¢'(0), s&

1 1 1 z 1
orgrsee) = [ o (39 5) = 19000 = Fe(0) s
oz 1 1

1

= [r=1] = | Fapatea) — 20 — 2 O = 5o 0)

Exempel 4.6. Berikna (log |z|)'.

((log lz)', ¢)) = —(log |z],¢') = —/RSD’(fr) log |z[dx

~ lim () log |z|dz = lim —{[gp(x) log ]| =%,
e—0

e—0 |(E‘>E

Helloglal=— [ o))

lz|>e xr

i { [ B o)™+ (p6) — p(—c) log e}

e—0 Xz

= lim @(x)d—x = pv/ @dx ,
R

e—0 |.Z">E X

dar den sista likheten ar en definition.

@dﬂ?.

1
Definition 4.7. (pv—, p) = lim
z |z|>€ T

e—0

Om vi i stéllet deriverar log z, far vi

(logz, ) = lim — / ¢'(z)log zdx =
hi% (—[gp(a:) log ] —I—/ de) =

X

o] o] 1
= lim (/ de + ¢(0) log e) = lim (/ de - / LA
e—0 ¢ x e—0 0 X e

o — 0

_ / plz) = x(@)e(0) ,
0 x

dér x = Xxj-1,1], liksom i resten av detta kapitel.
Sa med foljande
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1 o _
Definition 4.8. (fp—, ¢) = / p(x) — x(2)p(0) du -
T+ 0 x

har vi alltsa visat att (logz,) = fp—.
Lt

.. 1
Ovning 4.2. Visa att f{p— loser divisionsproblemet xu = H.
Lt

Exemplen ovan kan generaliseras till foljande

Definition 4.9.

xn—l n—
| = plx) — P(x) — EomD(0)x(x)
|z o0 ]

omn =1,23,... och P ar Taylorpolynomet till ¢ av grad n — 2. O
Exempel 4.10 (fpi)' = —2fpi + 15(2) O
Beuwis.

1 1 < Q' (x) — ¢'(0) — z¢"(0)x(x

<(fp—2)’,s0>=—<fp—2,s0’>=—/ () = 1 )2 Oxl=)y,
x5 T 0 x

g { [TER SO 20,

Eftersom ¢(z) — ¢(0) — 2¢'(0) &r en primitiv funktion till ¢'(x) — ¢'(0) ger
partiell integration i den forsta integralen

(oL, ) = iy { [0 = 200 =20

2 +
Ty e—0 xT €
o . . ! 1 "
5 / p(z) 90(03) z¢'(0) / T 2(0) dx}'
€ x € x
Nu géller
: Qp(x) — 90(0) — xﬂpl(()) < . 1 "
och




1 1 * p(x) — (0) — 2¢'(0) — 322" (0)x(x)
fp—), ) = =¢”"(0) — 2 / 2 d
<(px2+),90> 5¢"(0) i p z
1 1
= (—2fp— + 55(2), ©)
+
O
1
Exempel 4.11. pr ar inte homogen av grad —3 ty
1 1e(5) = 10(0) = £¢/(0) — 35" (0)x(2)
_ tP\Y ¥ R 2 3 ¥ \U)XT
<p‘x|3790t> ’x‘g dx
R
w1 [ e(a) = ¢(0) —a¢'(0) — 327" (0)x(t)
= Y= s PE dz
R
. 1 1 1 dx
= (Lat oss anta t > 1) = t—3<pr,g0> + ﬁgo”(O)ﬁ Tl
?<|$|<1
1 1 yologt
= t_?’(pr’@ + ¢ (O)t_3'
O
Ovning 4.3. Vad hinder om t < 1?
Ovning 4.4. Ar fpml—3 homogen av grad —37
N-1
Ovning 4.5. Visa att ekvationen N = 0 har 16sningen u = Z 0™,
n=0
Diskussionen i detta kapitel visar att ekvationen
=,
2N = 1 har l6sningen u = fp— + Z cnd™
x
n=0

Pa samma satt har ekvationen

N-1
1
(x — a)Vu = 1 16sningen u = fpm + Z 6™
n=0

1
dar fp definieras analogt med fp—.
x

(x —a)¥

Vi kan nu l6sa divisionsproblemet Pu = 1, da P &r ett polynom av en
variabel. I en omgivning dér P # 0 ar forstas u = 1/P en snéll funktion.
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Sa problemet med divisionen &r néra ett eventuellt reellt nollstélle a till P.
Men da kan vi skriva P(z) = (x — a)"Q(x) dar Q(a) # 0. Sa nira = = a
har vi (x — @)"Q(z)u = 1 som har en 16sning Qu = fpﬁ och alltsa
z—a)”
1 1
ar u = f ndra r = a. Enligt Sats 2.9 4r v en véldefinierad

Q@) (@—ay

distribution pa R och u léser Pu = 1.

Ovning 4.6. H 3.1.14
Ovning 4.7. H 3.1.20

Ovning 4.8. Lat u vara en kontinuerlig funktion pa R™ \ {0} som &r homogen av grad
—n. Visa att vi kan definiera en distribution pvu genom

precis da [, _, u(z)do(z) = 0.

z|=1

Ovning 4.9. En alternativ metod att definiera fp x9 dr med analytisk fortséttning. For
@ € 2 och Rea > —1 &r avbildningen

Fola) = [ avpla)ds

analytisk. Visa att denna avbildning kan fortséttas till en meromorf funktion i C,
vars enda singulariteter dr enkla poler i —1,—2, —3,... Bestdm residuerna R_j till
F, och visa att om vi for k = 1,2, 3, ... utvidgar definitionen av F, genom

Fo(-h) = Jim, (Fyfa) - 254 )

a——k 7Oé+k/’

sa galler
Fo(a) = (fpzf, ¢).

Detta angreppssitt ger ett alternativ bevis for att
rifpr*=H, acC

och
(fpz}) =afpa$™, a#0,-1,-2,-3,...

27



Kapitel 5

Fundamentall6sningar till
Laplace och
viarmeledningsoperatorerna

Definition 5.1. Lat P(D) vara en differentialoperator. En distribution E
med P(D)E =9, kallas for en fundamentallosning till P.
O

I Exempel 3.2 sag vi att Heavisidefunktionen H &r en fundamentallosning
till d/dx. Nagot allménnare dr H(xy)...H(x,) en fundamentallosning till
01 ...0,. 1 det hir kapitlet skall vi behandla Laplaceoperatorn

" 0%u

AU: a—x?,

i=1

och vérmeledningsoperatorn

0 U = 0%u

For att kunna gora detta behover vi integrera partiellt, och paminner dérfor
om

Greens identitet.

ov ou
/Q (uAv — vAu) dx = /aﬂ (ua—n — v%> do

dér 0/0n &r den utatriktade normalderivatan.
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Sats 5.1.

1
— log ||, n=2,
Ba)={ "

T wp(n = 2)|z[2

ar en fundamentallosning till Laplaceoperatorn i R™.

(wy, &r ytan av enhetssfiren i R™.)

Ovning 5.1. Beriikna w,, i termer av I-funktionen,
T'(s) = / t5 e tdt.
0

Ovning 5.2. Visa att AE(z) =0 om x # 0.

Beuwis.

(AE,p) = (E,Ap) = lim EApdx

e—0 |IE|>E

Ovning 2 = lim (EAp — ¢AE)dx = Greens identitet

e—0

lz|>e
: dp  OF :

Vi behandlar bara fallet n > 3, och ldmnar fallet n = 2 som
Ovning 5.3. Nu ar

9 1
7| < C||—8“0||Oo—w el 50,60,
n

6n—2 n

och eftersom 0/0n = —0/0r giller

Il = /x|_e¢%_fdaz —m/lx_gw(x)%daw
— ('0053) /|IIE d;(_xl) + win/me(go(x) B 90(0))d;(_x1)
— ¢(0),e =0
Sats 5.2. 1 y
E(z,t) =< (4mt)"/? exp(—=-), t>0,
0 t <0,

dr en fundamentallosning till virmeledningsekvationen i R™1.
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Ovning 5.4. (% —Ay)E(t,z) =0 om t # 0.

Bevis. Lat ¢(z) = E(z,3). Nir n = 1 dr detta tétheten for en stokastisk
variabel som &r N(0,1)-férdelad och i allménhet produkten av n sadana
titheter. Dessutom géller E(x,t) = ¢ g5(x) sa [o, E(x,t)de = 1 for alla
t>0och E € L, (R*).

Nu géller

ok Op , Op
— = —(F, -/ ) =1lim-— d E——dt
<6t’¢> < ’8t> 20 o x/b ot
:lim{/ E(z,e)p(z,e dx+/ / @—dmdt}
€0 n R Ji>e
och

(ALE, o) = (E, App) —hm// EAxgodxdt—hm// A, Epdxdt
R™ Jt>e R™ Jt>e

Ovning 4 = lim [ E(z,€)p(z,€)d.

e—0 R™

Eftersom E(x,t) = ¢ (x) dr en approximativ identitet bér vi ha

I = /n E(z,€)p(z,e)dxr — ¢(0), € — 0.

Detta foljer inte direkt av Sats 1.4 eftersom ¢(z) inte har kompakt stod och
©(x, €) beror pa e. Men variabelbytet = v/2ey ger

. o(x)p(V2ex,e)da .

Nu giller ¢ € L' och |p(v2¢ex,¢€)| < ||¢]lo s& dominerad konvergens ger

e—0

lim/. = | ¢(z)lim o(V2ez,e)dr = | ¢(x)p(0,0)dx = ©(0) .
Rn e R™
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. 1 0
Ovning 5.5. Visa att — &r en fundamentallosning till — i C.
Tz

0z

.. 5,
Ovning 5.6. Bestdm 5 log |z| och Alog|z| i C.
z

Ovning 5.7. H 3.3.9
Ovning 5.8. H 3.3.11

Ovning 5.9. H 3.3.12
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Kapitel 6

Distributioner med kompakt
stod

Sats 6.1. Antag att u € 2'(Q) har kompakt stéd. Da finns en entydig ut-
vidgning av u till C*(2) som uppfyller att u(p) = 0 om stod u och stod ¢ dar
disjunkta.
Om K dr en kompakt mdangd som innehaller en omgivning av stodu, sa
gdller
(@) <C Y 10%¢llk, v € C™(Q). (6.1)

lal<k

Bevis. Tag x € C3°(K) med x = 11 en omgivning av stod u. Om ¢ € C§°
sa galler enligt Sats 2.12

u(p) = ulxy + (1 = x)p) = ulxp) +ul(l = x)¢) = ulxe).
Sa
u(p) = u(xy), ¢ € C
definierar alltsa en utvidgning av u. (1) foljer med Leibnitz regel.

Antag omvéant att u; dr nagon utvidgning till C'*°. Villkoret pa stodet ger
att u1 ((1—x)p) = 0 och alltsa ar uy () = u1(xe) = u(xp) och utvidgningen
ar entydig.

[

Anmiirkning 6.2. Ovning 2.6 visar att man inte (alltid) kan ta K = stod u
i(1). 0

Ovning 6.10. Formulera och bevisa en omvéindning till Sats 1.

Vi kan alltsa identifiera distributioner med kompakt stéd med de linjéara
funktionaler pa C*°(€2) som uppfyller (1). Dessa distributioner betecknas
E'(Q).
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Kapitel 7

Konvergens av distributioner

Definition 7.1. En foljd u; € 2'(€2) konvergerar mot u € 2'(§2) om

ui(p) = ulp),j = oo,
for varje testfunktion ¢ € Z(Q). Vi betecknar detta med u; - ui 2. O

Om u; = ui %', sa giller ocksa 0%u; — 0%u i &' for varje multiindex .
Vi skriver v = ) u; i 2’ om partialsummorna konvergerar i &’. Vi kan da
derivera termvis, 0*(>_ u;) = Y 0%u;.

Anmairkning 7.2. Konvergens i 2’ dr ett "svagt” villkor, t.ex. géller f; — f
192 om f; — f1ilLP. O

Ovning 7.1. Visa det.

Definition 7.3. u; € 2'(Q2) &r en Cauchyfoljd 1 2'(2) om wu;(p) &r en
Cauchyfoljd i C for varje ¢ € 2(Q).

Sats 7.4. 2'(Q) dar fullstindigt.

Eftersom wu;(p) dr en Cauchyfoljd i C sa existerar

u(p) = lim u;(¢p),
J—00
och definierar en linjar funktional pa 2(2). Svarigheten &r att visa att u
ar en distribution, dvs. uppfyller normolikheten (2.1) eller den ekvivalenta
formuleringen i Sats 2.4. Detta dr en konsekvens av Banach-Steinhaus sats.
Lat K vara en kompakt méingd i 0. Vi skall studera rummet X = Xy =
{p € C>(Q);stod p C K}. Vi infor en metrik pa X genom

Ay, 00) = S 27k l1 — pallk 7
(o) =2 2 o
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dir lolls = 320 <x supk [0%¢| och later [¢]| = d(y,0).
Observera att om vi till € > 0 tar N = N, sa att 5, 27" < § sa giller

€

N N
_ € _ €
lell < 322 el + 5 < 32 el +5 < el +5 <.
k=1 k=1
om [l < .

Ovning 7.2. Visa att d &#r en metrik pa X.
Ovning 7.3. Visa att X ar fullstindigt.
Ovning 7.4. Visa att ¢; — 0 in Z(K) om och endast om ||p;|| — 0.

Ovning 7.5. Visa att om [|¢;]| — 0 sa finns positiva tal ¢; med ¢; — 0o och ||cjp;|| — 0.

Banach-Steinhaus sats.

Lat A, vara en familj av linjira funktionaler pa X med [Ayp| < Culle||. Da
gdller antingen
1) det finns r > 0 och C < oo med

sup [Aagp| < C

for alla ¢ € X med ||| <7,

eller
2)  sup, |Aap| = oo for nagot p € X.

Vi kan nu slutféra beviset for Sats 4. Tag ¢ med stod i K. Eftersom w;(¢p)
konvergerar, kan inte 2) gélla. Alltsa géller 1), dvs.

|u(p)] < sup Ju;(p)] < C om lpf} <.
J

Sa om ¢ — 0 in 2(K), k — oo, ger Ovning 7.5 att |u(crpr)| < C om k ér
tillrdckligt stort. Sa |u(py)| < % — 0,k —o0,dvs. u € 7',
O
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Banach-Steinhaus sats ar en konsekvens av

Baires sats.

Antag att X dr ett fullstindigt metriskt rum. Lat Vi, Vs, ... vara dppna och
tdta mdangder © X. Da dr NV, icke-tomt.

Bewvis. Lat B,(¢) = {¢ € X;d(p,¢) < r}. Eftersom V; dr 6ppna och tita
kan vi succesivt vilja ¢; och r; med r; < % sa att B, (¢1) C Vi och By, (¢;) C
Vi B, (éii1),i=1,2.3,....

Om i,j > n s ¢;,¢; € By, (¢n) och alltsa d(¢1,¢;) < 2. S& ¢, &r
en Cauchyfoljd, och alltsa konvergerar ¢, — ¢¢ for nagot ¢g € X. Men
¢; € B, (¢n) om 1 >n. Sa ¢g € B, (¢n) C V. Alltsa ¢ € NV;. O

Bewvis av Banach-Steinhaus sats. Lat ¢(p) = sup |[Anp|. ¢ dr nedat halvkon-
tinuerlig, sa V,, = {p; #(¢) > n} &r 6ppen. Om nagot Vi inte ar tatt, sa finns
o, med B,.(pg) C Vi dvs.

{oillo = wol| <7} CVy .

Sa om |l¢|| < 7 dr [Aa(po + )] < N. Detta ger [Aqp| < [Aa(e + ¢o)| +
|Aapo] <2N = C om |¢| < r.

A andra sidan om alla V,, ér tita, si finns ¢ € NV, dvs. o(p) = oo eller
sup,, |[Aap| = 0. O

Sats 7.5. Antag att u; — ug i Z2'(2) och u; > 0. Da konvergerar u; mot ug
svagt som matt och ug > 0.

Bevis. Eftersom ug ér ett gransvérde av positiva distributioner ér uy en po-
sitiv distribution. Enligt Sats 2.7 &r ug ett positivt matt. Om y € C§° ar 1
pa K, gav beviset for Sats 2.7 uppskattningen

u;i(0)] < 2u;(x) |l oo,

da ¢ € Cg° har stod i K.
Eftersom u;(x) — uo(x) ér sup; |u;(x)| < C, och vi far

|uj ()] < Cllgllse, ¥ € C5° 57 =0,1,2,...
Genom gransovergang, jamfor Sats 2.5, géller detta dven da ¢ € C.
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Lat nu ¢ € Cp. Det giller att visa att u;(p) — uo(p), j — oo. Tag
©n € CF° med ¢, — ¢ likformigt. Da géller

[ui(p) — uo(p)| < fuj(e) — wilwn)] + |wi(pn) — uolwn)] + [uo(pn) — uo(p)]
= (e — @n)| + |ui(@n) — uo(en)| + |luo(en — ¢)|
< 20”@ - @nH + |uj(90n) - UO(QDHM .

och alltsa o
lim |u;(p) — uo(p)] < 20| — @nlleo < €

Jj—o0
om n &r tillrdckligt stort.
O

Ovning 7.6. Antag att f dr analytisk i Q@ = I x (0,8) C C, dér I &r ett Gppet inter-
vall. Visa att om |f(z)| < C|Imz|~N, s& existerar f(x + i0) = lim, o f(z + iy) i
distributionsmening och f(x +140) € Z),(1).

Ovning 7.7. Berikna

1 1
a) 730 T 2=
och

1 1
b) z+i0  z+i0"

Ovning 7.8. H25
Ovning 7.9. H 2.6
Ovning 7.10. H 2.7
Ovning 7.11. H 2.9
Ovning 7.12. H 2.16
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Kapitel 8

Faltning av distributioner

Omu € L, och p € Cf°, sa ér uxp(z) = [ u(y)e(x—y)dy. Detta motiverar
foljande

Definition 8.1. Om u € 2'(R") och ¢ € Z(R"), sa &r

u* p(z) = (uy, p(z —y)).
O

Med beteckningen (u,, ¢(z — y)) menas att distributionen u skall verka
pa testfunktionen y — ¢(x — y). Ibland skriver vi (u, p(x — -)) for samma
sak.

Anmirkning 8.2. Denna definition kan ocksa anvindas i fallet u € &' (R"),
p € C*(R"). 0

Sats 8.1. Om u € 2'(R") och ¢ € Z(R"), sa gdller
a) uxpe CPR")
b) stod(u * @) C stod u + stod
c) 0%(u* @) = ux*x 0% = (0%) x p

Beuvis. Vi visar forst att uxp ar kontinuerlig. Sa lat © — . Om |z —xo| < 1,
sa har y — @(x — y) stéd i en fix kompakt méngd. Dessutom géller

Oy (p(r —y) — w(xo —y)) = 0, z — 20, likformigt. Sa p(r —y) — w(zo —y),
i 9 nér x — xo, och alltsa u * p(x) = (uy, p(x —y)) = (uy, p(xg — y)) =
ux @(xg), x — xg.

For b), riacker det pa grund av kontinuiten att visa att om = ¢ stod u +
stod g, sa dr uxp(z) = 0. Men om z ¢ stod u+stod ¢, sa finns inget y € stod u
med x — y € stod . Det finns alltsa inget y € stodu och y € stod p(z — -).
Alltsa ér stod u N stod p(x — ) = 0 och u * (z) = 0.
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Beviset for den andra likheten i ¢) &r enkelt.

0“ux () = (0%uy, p(z — y)) = (—1)*Nuy, &Jp(x — y)) =
= (uy, oz — y)) = u* (0°9)().

Den forsta likheten foljer med induktion om vi kan visa den i specialfallet
= (1,0,...,0). Vi skall alltsa visa att

lim %(u x p(x + hep) —uxp(x)) =uxd1p(x).

h—0

Lat ¢ n(y) = 3(o(z + her — y) — p(z — y)). Da dr g (uxp(x + her) —u *

o(x)) = u(pyp). Men ¢, 5(y) — gfl (r —y) i 2. Alltsa géller 0%(u * p)(z) =

limpo u(dun) = (55 (2 — y)) = ux D1p(2).
Eftersom a) foljer fran c) ar satsen bevisad. O

Ovning 8.1. Visa att ¢, ,(y) — g—fl(x —y)i9.

Ovning 8.2. Visa att faltningen av funktioner ér associativ.
Sats 8.2. Omu € Z'(R") och ¢, € D(R™), sa dr (uxp)x1 =ux*(p*1).

Anmirkning 8.3. Om u € &' (R"), riicker det att en av ¢, har kompakt
stod. a

Bewis. Vi har

wx () (x) = (uy, % Y(x — y) uy,/ww_ Bt -
L[ wpto =y =00 = [ ur -t
= (wr )+ U(0)

For att se att — géller, approximerar vi integralen med en Riemannsumma.
Enligt Lemma 4 nedan konvergerar Riemannsumman mot faltningen i & och

alltsa géller Z m

Lemma 8.4. Om ¢ € CJ(R") och 1 € Co(R") sd

> oo — kh)yp(kh)h" — @ x1(x) i CF,

keZm™

da h — 0.
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Bevis av Lemma 4. Summan har stod i stod ¢ 4 stod . Funktionen (z,y) —
oz — y)Y(y) ar likformigt kontinuerlig. Sa Riemannsumman konvergerar
likformigt mot ¢ * ¢(x). Eftersom 0%(p x ) = 0% * ¢ om |af < j, géller
detta &ven for derivatorna. O

Sats 8.5 (Regularisering av distributioner.). Lat u € Z'(R"™) och @5 vara en
approzimativ identitet. Da gdller uw ps — u i Z'(R™),§ — 0 .

Beuvis. Definiera QZJ genom @vb (x) = Y(—x). Da ar u(y) = ux 'JJ (0). Sa enligt
Sats 2

us () = wk @s() = (u* g5)% b (0) =
= ux (g 1)(0)

Men eftersom 5 dr en approximativ identitet, sa géller s IZ—HZ i 2(R"), 6 —
0. Vi far ,
lim us(¢)) = (lsi_r}(l)u * (@sx )(0) = ux ¢ (0) = u(v).

6—0

]

Ovning 8.3. Lat v € 2'(Q). Visa att det finns C§-funktioner u, med wu, — u i
2'(Q), n — oo.

Exempel 8.6. Ett alternativt bevis for att u ar konstant om u’' = 0.

Lat us = u* ps € C®. Da dr uj = u' * 95 = 0% s = 0. Sa us = Cs. Men
us =~ ui 9, sa Cs — C for nagon konstant C' och u = C. O
Ovning 8.4. Lat u € 2'(R). Visa

a) Om o' > 0, s& dr u en vixande funktion.
b) Om u” > 0, s& dr u en konvex funktion.

Exempel 8.7. Harmoniska funktioner.
Om u € C*(R") uppfyller Au = 0, séiger vi att u fir en harmonisk funk-
tion. Harmoniska funktioner uppfyller medelvéirdesegenskapen,

1
") =15 @ s

u(y)do(y).

I R? foljer detta av Cauchys integralformel eftersom en harmonisk funktion
lokalt &r realdelen av en holomorf funktion. Det allménna fallet foljer av

Ovning 8.5. Bevisa medelviirdesegenskapen.
Ledning. Vi kan anta att x = 0. Applicera forst Greens identitet pa funktionerna u och
1 pa B, = {|z] < r} och sedan pa u och E (F #r fundamentalldsningen till A) pa
Q. ={e<|z| <1}. Lat e = 0.
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Ett annat bevis ges i Avsnitt 17.2.

Sats 8.8 (Weyls lemma). Om u € Z'(R") och Au = 0, sa dr u € C* och
Au = 0 klassiskt.

Bevis. Lat s vara en approximativ identitet, p(z) = ¢(|z|), ¢ > 0 och
[ ¢ = 1. Sétt us = ux ;5. Da dr us € C™ och Aus = (Au) x5 = 0% 5 = 0.
Sa us uppfyller medelvirdesegenskapen. Darfor ar

us * o(x) = /0 () dr /S e~ rw)do()
—wsa) [ plrdr = us(o) [ o)y = ula).

Saus =usg*xp. Lat nud — 0. Vifaru =uxp € C*° och Au = Aux p =
0xp=0. [l

Vi skall nu definiera faltningen av tva distributioner. Vi vill géra det sa
att associativiteten bevaras. For att det skall ga bra, antar vi att atminstone
en av distributionerna har kompakt stod.

Definition 8.9. Antag att u,v € 2'(R"), och minst en har kompakt stod.
Da ér u x v den (entydigt bestdmda) distribution, som uppfyller

(uxv)xp=ux(vx*p), pePR").

O

Ar detta en definition?

Vi observerar forst att ux (v*p) ar vildefinierat. Om v har kompakt stod
savxp € P och ux (v* ) dr definierat enligt Definition 1.1. Annars har u
kompakt stod och v x @ € C™ sa u (v * @) ar definierat enligt Anméarkning
1.2.

Att det finns hogst en distribution U = u * v &r ocksa klart. For om det
fanns tva sadana distributioner U och U sa géller U x o =ux* (v*¢) =U x @
och alltsa U(p) = Ux ¢ (0) = Usx % (0) = U().

For att visa existensen, skall vi studera avbildningen ¢ +— u * ¢.

Proposition 8.10. Lat T'p = u* ¢. Da gdller

a) Omu € Z'(R"), sa ar T en kontinuerlig linjir avbildning Z(R") —
C>(R™).

b) Om u € &' (R"), sa ar T en kontinuerlig linjir avbildning 2(R™) —
P(R™) och C*(R™) — C>(R").
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Bewvis. Vi bevisar a) och ldmnar b) som 6vning. Vi antar alltsa att ¢; — 0 i
2(R™) och skall visa att 0%(u * ;) — 0 likformigt pa kompakter. Eftersom
0%; — 01 2(R") da ¢; gor det, och 0%(u * ;) = u* 0%p;, kan vi anta att
a = 0. Nér « ligger i en kompakt méngd och alla ¢; har stéd i en fix kompakt
méangd sa har har y — ¢, (z — y) ocksa stod i en fix kompakt méngd. Sa

[ux ()] = ulp;(z = ) < C Y 10%p5(2 = lloe — 0, j = oo.

|o| <k
O
Ovning 8.6. Bevisa Proposition 10b).
Lat 7, vara translationsoperatorn, 7,p0(x) = ¢(x — h). Da géller
Proposition 8.11. Faltning och translation kommuterar.
Beuvis.
wx mhp(x) = (uy, Tip(z — y)) = (uy, p(x —h —y))
=ux*xp(x—h)="1(ux@)(x).
O

En viktig omvindning av detta ar

Sats 8.12. Antag att T dr en kontinuerlig linjiar avbildning av Z(R™) in i
C>®(R™) som kommuterar med translationer. Da finns en distribution u €
7' (R™) med

Teo=uxp, ¢eIR").

\

Bevis. Om T = u * ¢, sa ar speciellt u(p) = ux ¢ (0) =T @ (0) Definiera
dérfor u genom

u(p) =T ¥ (0).
Kontinuitetsantagandet medfor att u dr en distribution. Vidare ar

\%

wxp(h) = (u,0(h — 2)) = (u,7 ) = T((mi £)*)(0)

]

Vi ser nu att Definition 9 &r en definition. Proposition 10 visar att ¢
u * (v * ), uppfyller villkoren i Sats 12, och u * v &r denna distribution. O
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Anmirkning 8.13. a) Om v € Z(R"), sa 6verensstdmmer Definition 1
och 2.

b) Om bade u och v har kompakt stod sa géller (u*v) % @ = u * (v * @)
for alla ¢ € C°(R").
O

Exempel 8.14. u % 0 = u eftersom (u*9) *x o = ux* (§ * @) = u* p. O

Sats 8.15.

a) uxv=0v*u
b) stod(ux*v) C stodu + stodv

c) ux (vkw) = (u*xv)*xw, om tva av distributionerna har kompakt stod.

Bevis. a) For att visa att tva distributioner U och V' &r lika, ricker det att
visa att U x (px¢) = V *x (px 1), 0,0 € P(R™). Ty da ar (U * p) xp =
Ux(px) =Vx(px1) = (V*p)x1, enligt Sats 2. Detta ger Uxp =V xp,
ochU =V.

Nu ér

(wsv) % (@) = ux (v (9 ) = ux ((vxg)x )
—uwx (x (0% 0)) = (wx ) (0% ).

Om v har kompakt stod sa foljer den sista likheten av Sats 8.2. Om v inte
har kompakt stod foljer den av nésta Gvning.
Vi har ocksa

(vxu)* (pxp) = (vru)* (x @)= (Vrp)x(ux) = (ux)* (vrgp),

och a) foljer.
b) Pa grund av kommutativiteten kan vi anta att v har kompakt stod.

Definiera v genom (v, @) = (v, 9v0> Om z € stod (u * v), finns till varje € > 0
ett ¢ € Z(R"), stod p C {y; |z —y| < €} = O, med 0 # uxv(p) = uxv* @ (0)
= u((v* Sé)v) = u(v xp). S& E = stodu N stod (v xp) # 0. Lat y € E. Da
géller y € stod u och y € stéd v xp, eller y = —z + 2 49, dir 2z € stéd v och

0] <e. Sax=y+2z—0 €stodu+ stodv + O,. Lat nu € — 0.
¢) Antag forst att w har kompakt stod. Da dr w % p € 2, och vi far

(uxv)*xw)*x@=(uxv)*(wW*xp)=ux*(v*(w*p)).
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Men vi har ocksa

(ux(vxw))xp=ux((Vxw)*xp)=ux*x(v*(w*p))

och alltsa ar u (v * w) = (u*v) * w.
Om inte w har kompakt stéd, har bade u och v det, och a) ger

ux (Vxw)=(vkw)*u=0v*(wxu)=(w*u)*v

=w* (uxv) = (u*xv)*w.

O
Ovning 8.7. Visa att u* (¢ % ) = (u 1)) xp om u € &9 € P och ¢ € C*°.
Sats 8.16. 0%(u xv) = 0%u *x v = u % 0%v.
Bevis. Om u € 2'(R") dr 0%u = 0“0 * u, ty
uxp=ux0% =ux (% 0%) =ux* (0% * @) = (u*0%0) * .
Vi far med hjélp av detta,
O*(u*xv) =0 * (uxv) = (0% *xu) xv=0%*wv.
Den andra likheter foljer med hélp av Sats 15a). [

Sats 8.17. Antag att u € P, ochv € C§ (elleru € &), v e C*). Dd druxv
den kontinuerliga funktionen x — (uy,v(z —y)).

Bevis. Om x — xg, sa v(x — ) — v(zg — ) i CF. Men u dr kontinuerlig pa
Ck, och vi far (u,,v(z —y)) — (u,,v(zg — y)), sa h(z) = (u,,v(r —y)) ir
kontinuerlig.

Enligt Definition 9 géller att (u*v) x ) = u x (v * ). Som i beviset av
Sats 2 kan man visa att h*1 = ux (v+*1) och alltsa h = u*v och pastaendet
foljer.

]
Ovning 8.8. Lat u,v € 2'(R) med stéd i {z > 0}. Definiera u * v.
Ovning 8.9. H4.2.1
Ovning 8.10. H 4.2.2
Ovning 8.11. H4.2.3
Ovning 8.12. H 4.2.4
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Kapitel 9

Fundamentall6sningar

Lat

P = Z a,,0%

la<N|

vara en differentialoperator med konstanta koefficienter och E en fundamen-
tallosning till P, dvs. £ € 2'(R™) och PE = §. Da géller

PExf)=f fed&'(R"), (9.1)

och
ExPu=u, ué€d&'(R"). (9.2)

sa E &r bade vénster och hogerinvers till P pa &”. (1) ger alltsa en 16sning
u = FE « f till ekvationen Pu = f om f har kompakt stéd. (2) kan anvéndas
till att studera regularitet hos losningar till Pu = f.

Anmirkning 9.1. I Kapitel 14 skall vi visa att varje differentialoperator
med konstanta koefficienter har en fundamentallosning. a

I Kapitel 5 bestamde vi fundamentallésningar till Laplace och virmeled-
ningsekvationerna. Ett annat exempel ar att

(z1...2,)%/ (k)" allaz; >0
0 f.0.

dr en fundamentallsning till Py = 07 ... 9F+!. Med hjilp av detta kan
vi bevisa

Sats 9.2. Om u € & (R™), sa finns en kontinuerlig funktion f med

ot o =,
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Bevis. E,,41 ér en fundamentallosning till P,,.o. Sa f = E, 41 * u satisfierar
Piof = u. Enligt Sats 8.17 ar f kontinuerlig. [

Ett korrolarium till Sats 1, &r féljande representationssats for distributio-
ner.

Sats 9.3. Om u € 7'(Q), sa finns f, € C(Q2) med

u = Z aafa
i D' Summa dr lokalt andlig, och om u har dndlig ordning dr summan dndlig.

Bevis. V&lj en partition av enheten v¢; € C3° och x; € C§° med y; = 1 pa
stod ;. Detta kan goras sa att Xy; ar lokalt andlig. Da géller

u(p) = Z Yiu(p) = Z xiu(ip).

Nu har y;u kompakt stod, och alltsa éndlig ordning. Sats 1 ger yu =
0% f;, fieC.Sa

u(p) = Zaaifi(l/fi@) = Z(—l)m” - [:0% (i) dz .

Om vi beriknar 0% (¢;p) ger detta

wp) = XS [ fadrde =Y 0l

Satt nu fo =Y. fia- O

For att studera regulariteten av losningar till Pu = f, vill vi studera den
méangd dir u inte &r C*.

Definition 9.4. Singulira stodet till en distribution u € 2'(§2) betecknas
sing stod u och bestar av de punkter i €2, som inte har nagon omgivning déar
u ar C'°. O

sing stod u dr den minsta slutna méngd, sadan att u dr C'*° i komplemen-
tet. Det ar klart att singstod u C stod w.

Sats 9.5. Om u,v € Z'(R"), och minst en har kompakt stod, sa dr

sing stod (u * v) C sing stod u + sing stod v.
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Bewis. Satt u; = u och uy = v. Lat oss forst anta att bada distributionerna
har kompakt stod. Lat K; = sing stod u;, £2; en omgivning till K; och tag
;€ C§°(§;) med ¢; =1 pa K;. Da ér

ug * U = (Prug + (1 — P1)ur) * (Paug + (1 — ¥o)us)
=1y * Poug + Yrug * (1 —1ha)uy
+(1 — 1/}1)7,1,1 * ¢2U2 + (1 — @Z)l)ul X (1 — @Z)Q)Ug.

Eftersom (1 —1;)u; € C§°, dr enligt Sats 8.1 de tre sista termerna C*°. Alltsa
ar

sing stod (ug * ug) = sing stod (Yyuq * Paus)

C stod (hug * Pousg) C stod g + stod g C Oy + Q.

Da ; | K;, far vi pastaendet.

Om inte bada distributionerna har kompakt stod, kan vi enligt Sats 8.15
anta att v € &’. For att visa att sing stod uxv C sing stod u+sing stod v racker
det att visa att singstod u v N By(z) C (singstod u+sing stod v)N By (z) for
varje x € R".

Lat nu R > 1 vara sa stort att stédv C Bpg(0) och |z] < R och tag
X € C3°(Bsr(0)) med x = 1 pa Bsg(0). Sétt u; = xu och ug = (1 — x)u.
S& u = uy + ug diir u; har kompakt stod och stoduy C BS,(0). Da giller
stédug * v C B$R(0) + Br(0) C BS$R(0) och By(z) C Bagr(0). Alltsa ir

ug * v = 0 pa Bi(x) och

sing stod (u * v) N By (x) = sing stod (ug * v) N By(x)
C (singstod uy + singstod v) N By (x) = (singstod u + sing stod v) N By (z),

och satsen &r bevisad. O

Sats 9.6. Om P har en fundamentallosning med singstod E = {0}, sa dr
sing stod u = sing stod Pu, u € &'.

Anméirkning 9.7. Omviandningen géller ocksa. Sa om det finns en funda-
mentallosning med singuléart stod i origo, sa har alla det. a

Beuvis. sing stod Pu C singstod u géller alltid, ty om u &r C*°, sa ar ocksa Pu
det. For den omvéinda inklusionen observerar vi forst att om u har kompakt
stod, sa ar u = E % Pu och enligt Sats 5 ar

sing stod u C sing stod F + sing stod Pu = sing stod Pu.
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Om w inte har kompakt stod, sa tag ¢ € C§° med ¢ = 1 pa en 6ppen méangd
Q. Da ar
sing stod Yu C sing stod P(¢u).

Men pa Q ar P(yu) = Pu och ¢u = u, och resultatet foljer. O

En differentialoperator P kallas hypoelliptisk om varje 16sning u till Pu =
far C* da f ar det. Sats 6 visar alltsa att P &r hypoelliptisk om P har en
fundamentallosning F med singstéd £ = {0}. Laplace och virmelednings-
operatorerna ar hypoelliptiska. I Kapitel 12 skall vi visa att alla elliptiska
operatorer dr hypoelliptiska. Laplaceoperatorn ar elliptisk, men inte virme-
ledningsoperatorn.

Ovning 9.1. Visa att P(4L) har en fundamentalldsning for varje polynom (av en varia-
bel).

Ovning 9.2. H 4.4.3

Ovning 9.3. H4.4.4

Ovning 9.4. H 4.4.5

Ovning 9.5. H 4.4.6

Ovning 9.6. H 4.4.9
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Kapitel 10

Fouriertransformen

Om u &r en "snall” funktion av en variabel med period T' sa kan u skrivas

_ ZCVQQMVI/T' (101)

Da ar
U( —27mmx/T 2 c, 627r7, v—m x/T

sa integration dver [—Z, T] ger (formellt)

T
2 .
TCZ, _ / u(x>727rwx/de

— / —27ri1/m/Td:L,
T
2

¢, kallas for Fourierkoefficienterna till w. (1) &r inversionssatsen. Man kan
ocksa bevisa Parsevals relation,

1
> lenl” = - llulf

Hur skall detta generaliseras till R"? Lat oss férst betrakta fallet n = 1.
Lat u € C°(R) och vilj T sa stort att stodu C (=%
periodiska utvidgningen av u,

ur(x) = Zu(x — kT).

k€EZ

N

eller

Z.%Z). Lat up vara den
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Da ar

N

1 L 2TV
cr(v) = f/ u(x)e’l%xda:.

Nl

Sa for |z] < T ger (1)
uw(z) = up(x) = ZCT(V)eQ“i%“’”.

Definiera nu
u(§) :/u(x)e_i&dw, e R
R

~/ 2TV o . .
u(<%*), sa vi kan skriva

1 . Sy 1 27 2 e
u(x) = Y ST )emEe = N (e e

Detta &r en Riemannsumma till integralen

1

i -~ zEmd
Sa later vi T — oo, far vi
1 [
u(z) = —/u(f)ezf”"df.
27 R

(10.2)

Med lite nogrannhet i argumentet kan detta goras till ett bevis for (2)
da w dr en snéll funktion. Vi skall inte genomfora detta utan bevisa (2)
(och dess generalisering till R™) direkt. Teorin for Fourierserier blir sedan ett

korollarium till teorin for Fouriertransformen.

Definition 10.1. For f € L'(R") definierar vi Fouriertransformen av f

genom

~

flor = [ s an,

diir 2& = 3" ;¢;. Vi skriver ibland Ff istéllet for f.

Vi skall bevisa foljande viktiga egenskaper hos Fouriertransformen.

I. Inversionssatsen. Om f och f € L' sa ir
1

T) = —— F(&)eide.
F@) = oy [ Fle)ea
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II. Parseval. Om f € L' N L2 sa ér ||f]2 = ﬁ”?”g

IIL. Om f,g € L' sa giiller (f x¢)" = f §.

V. F(P(D)f)(€) = P(§) f(§) dér D; = —id;.

Ovning 10.1. Bevisa Riemann-Lebesgues lemma: Om f € L' sa ar fkontinuerlig och
f(€) = 0da |§| — oo.

Ovning 10.2. Bevisa III och IV.

For all 16sa differentialekvationen P(D)u = f kan vi anvénda I och

~ -~

IV. Fouriertransformering ger P(&)u(§) = f(£). Sa u(§) = f(&)/P(€) och
u=F *1(]?/ P). For att kunna anvéinda denna metod “ofta”; vill vi defini-
era Fouriertransformen av en distribution. Som motivering fér definitionen,
observerar vi att Fubinis sats ger

Proposition 10.2. Om f,g € L' sa [ fgdx = fgdz.
Rn Rn

Ovning 10.3. Bevisa Proposition 2.

Sa for en L'-funktion giller
(Fro)=| fede= | fGde=(f)

R" R™

Vi vill alltsa definiera u da v € 2’ genom

(U, o) = (u,9). (10.3)

Men om ¢ € 2,90 # 0, sa kan inte ¢ ha kompakt stod och alltsa géller
© ¢ 2. Darfor ar inte (u, @) definierat.

Vad skall vi da gora? Jo, vi betraktar en annan klass av testfunktioner
<, Schwartzklassen eller de snabbt avtagande funktionerna.

Definition 10.3.

(a) ¢ € .7 (R™) om ¢ € C* och sup,cgn (1 + |2]?)*|0%p(x)| < oo for alla k
och a.

(b) v; = 01.(R™) om

sup (1+ [z[*)*|0%p;(x)] = 0
TeR™

for all k£ och «. O
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Definition 10.4.

(a) En tempererad distribution pa R™ &r en linjar funktional pa .% sadan

att u(p;) - 0da p; = 01 .. Viskriver u € .7

(b) En foljd u; € .’ konvergerar mot u € .’ om

ui(p) = u(p),

for varje testfunktion ¢ € .7.

O

Vi skall visa att (3) ér en riktig definition om u € .. For att se detta
skall vi forst studera Fouriertransformen pa .. Vi bérjar med foéljande

Proposition 10.5. Om f,g € . sa giller

(a)
(b)
()
(d)
(e)
(f)

(2)

(1)

och

Fa® f(z)) = %0 f

(O P)NE) = (i€)* f(€)
(T f)NE) = e f(€)

Ovning 10.4. Bevisa Proposition 5.

Sats 10.6 (Inversionssatsen). Om f € . sa gdller

fz) =

I
2m)" Jr

o1

| e=Fee

(10.4)



For att bevisa detta behover vi hitta en funktion som uppfyller (4). Sedan
foljer (4) fran Proposition 5. Vi viljer G(z) = e 1*1*/2.

Lemma 10.7. G = (27)"/2G.

Bevis. Fubinis sats visar att det réicker att behandla fallet n = 1. G uppfyller
differentialekvationen
G'(z) + 2G(x) = 0.

Fouriertransformerar vi denna ekvation ger Proposition 5 (a) och (b)
i€G(&) +iG'(€) = 0,
eller

G'(§) +£G(&) = 0.
Sa G(€) = CG(¢). Sitter vi £ =0, far vi

C = @(O) = / e~ 2dx = /27
R

Ovning 10.5.
a) Bevisa Lemma 1 med hjilp av Cauchys sats.
b) Bevisa Lemma 1 genom att lata £ = ¢ € C, och beridkna G(in).

Bevis av Sats 6. ﬁ(é)g dn en approximativ identitet. Proposition 5 f) och

g) ger
1

. 1 .
G | S@@slae = o | fleceeas

Later vi 6 — 0, far vi

10) = GO s [ Fle1ae = o [ Fiepae

Ovning 10.6. Bevisa det.

Tillampar vi detta pa 7_, f, far vi

A _ 1 7 RS
e (a0 = o [ ey

flx) =7f(0) =
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Anmirkning 10.8. Om vi bara antar att f € L' sa

(27T)nf*(G)5(SC> =20 Je flz+y)Gs(y)dy = @ L F(&)eieeTIEl 2 ge
Detta ger
fla)=tim T [ Fle)ete e,

med konvergens i L'. Om speciellt f € L', s giller

1 ~ .
_ mgd ..
f(z) o o (£)e™td¢  n.o.
Il
Sats 10.9 (Plancherel). Om ¢,¢ € % sa dr
o dr = O de .
Rr (2m)" Jrn
Korollarium 10.10 (Parseval). Om ¢ € .7 sa
1 ~
e R
Bevis. Proposition 2 g) ger
phode = | Gyoda .
R™ Rn
Lat IEO = 1. Da &r enligt inversionssatsen
(o) = o [ e = o [ e
€T) = e == e
’ @) Jpn (2m)" Jen
= [ el = i)
= e wr = x).
(27)" Jgn (2m)"
Sa o) = (EJ Korollariet foljer om vi tar ¢ = ¢. ]
R™ (2m)" Jgn
Anmirkning 10.11. Parsevals formel giller ocksa da ¢, € L% Vi skall
visa det senare. 0
For att visa att @, definierad genom u(y) = u(®), dr en tempererad

distribution behover vi foljande.
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Lemma 10.12. F : .¥ — .7 kontinuerligt, dvs. om ¢; — 0 1.7 sa p; —
0:.7.

Bevis. Proposition 5 a) och b) ger £70°%;(&) = ¢F (9°(2%¢;(2)))(€) -
Sa

| e

sup 1£°0°%;(&)| < csup

<c |86(xacpj(x))|dac — 0,
Rn

dag; =01 7. O
Vi kan nu gora foljande
Definition 10.13. Om u € .’ &4r u den tempererade distribution som ges
av
([

Anmirkning 10.14. Vi observerar att de tva definitionerna vi har av fdé
f € L' sammanfaller. O

Sats 10.15. Fouriertransformen dr en kontinuerlig linjar bijektion av %" pa

S med i = (2m)" .

Vv
Bevis. Vi paminner om att U definieras genom %/L(go) = u(¥), och u; - u i
" betyder att u;(p) — u(p) for alla ¢ € .. Satsen &r en enkel f6ljd av
motsvarande egenskaper pa .¥:

(¢) = W) = u(@) = @) u($) = (27)" i)

£

och

~

ui () = u;(P) = u(@) = ulyp)

om u; = uiS". O

Exempel 10.16. a) Ett matt med [, (1+|2[*) *du(z) < oo for nagot k ar
en tempererad distribution.

b) Om f e LP 1 <p<oo,sa fe.. (Bevis. Holders olikhet)

c) §=1och1= (2m)"0.

d) e* dr ingen tempererad distribution. O
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Proposition 10.17. Om u € .’ sa gdller
a) (zju)" = —Dju
b) (Dju)" = &t
¢) (mu)™(§) = exp(—ih&)u(§)
och

d) F(exp(ixh)u) = T,u.

Bevis. Det ar latt att se att Dju,xju,... &r tempererade distributioner.
Formlerna foljer sedan fran Proposition 5. (Kom ihag att D; = —i0;.) O

Ovning 10.7. Visa att e® cos(e?) € .7".
Ovning 10.8. Visa att u € .’ omm

lu(p)| < C Z sup(1 + |z[*)*|0% ()|
k+|a|<N
for nagot N.

Ovning 10.9. H 7.1.10
Ovning 10.10. H 7.1.19
Ovning 10.11. H 7.1.20
Ovning 10.12. H 7.1.21
Ovning 10.13. H 7.1.22
Ovning 10.14. H7.6.1
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Kapitel 11

Fouriertransformen pa L?

Enligt Exempel 10.16b) s& har f € L? en Fouriertransform definierad som en
tempererad distribution.

Sats 11.1. Om f € L*(R?) si f € L*(R") och

Vidare ges f av

~

f(§) = lim e % f(z)dx

med konvergens i L?.

Beuvis. Tag f, € C§°, fn — f 1 L*. Da ér f,, en Cauchyfoljd i L?. Plancherels
sats ger

1 = fonllz = €l fn = fllz = 0, n,m — oo

S& f,, dr ocksé en Cauchyfoljd i L2. Men L? &r fullstindigt s& f,, — g i L? for
nagon funktion ¢ € L?. Men da giller ocksa fn —¢gi.Y. Vidare sa f, — f
i .7, och eftersom Fouriertransformen &r kontinuerlig pa .’ har vi f, — f
i.7. Sag=f. Vifar

Ifll2 = lim || fulls = | fallo = @ )ml\fllz

1
( )n/2
Lat nu fy = fxjz<n. Da géller fy — f1L? och fy € L'. Sa

fu(e) = /| s
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och Plancherels sats ger

If = fnlla=cllf = falla =0, N — oo,

och vi ar klara.
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Kapitel 12

Fouriertransformen och
faltningar

Vi skall visa att under lampliga villkor géller (u x v)" = .

Vi borjar med att observera att 2 C . C C*. Inklusionerna &ar kontinuer-
liga, dvs. om ¢; — 01 Z sa géller p; — 01 .7 och detta medfor i sin tur att
w; = 01 C®. Vidare dr 2 titt 1 . som é&r tétt i C°. (Visa det!) Sa

E'(R") c S (R") C 2'(R").

Definition 12.1. Om u € %/ och ¢ € .% sa definierar vi faltningen u * ¢
genom w + 6(x) = {uy, 6z — 1)) 0
Sats 12.2. Omu € %" och ¢ € .7 sa gdller

(a) ux @ € C™ och 0%(u* @) = 0Uu* P =uxd*

(b) u ¢ majoreras av ett polynom (si u* ¢ € .%) och (u* ¢)" = ¢ .

(©) ux(¢*¢) =(uxg)xy (Y €.7)

och
(d) @x ¢ = (2m)"(¢u)".

Bevisskiss. (a) Vi antar att n = 1. Den andra likheten bevisas pa samma
sétt som i Sats 8.1. Som i beviset av Sats 8.1 foljer den forsta likheten om vi

kan visa att
¢(z + h) — ¢(x)
h
Det dr elementéirt men jobbigt att gora det. Enklast dr (nog) att Fourier-
transformera.

— ¢(x)1 7.
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(b) Enligt Ovning 10.8 géller
ux ¢(x)| = [(uy, oz —y))|
<Csup > (L+[y*)M0%6(z —y)]
Y ktlaj<N
<Csup Y (1+ )1+ |z = y)H[0°0(x — y)|
Y ktlal<N
< C(1+ |z)H)N.
Vidare giller for ¢ € 2 att

(15 9)(@) = (s 6)(0) = e (ux (D) = 20" | s dlo)i(-a)da

= (2m)" / (uy, Y(—x)p(x — y))dr = Approximiera med Riemannsumma =
-K

= (2n)"(uy. [ (=)ol —y)dr) = (2n)"uy, | v(a)o(—y — a)de)

~

= (27) g, (6% 1)) = (1, (6 ) = U((6 %)) = A(D) = D).

Men Z ir titt i ., och (b) foljer.
(c) Fran beviset av (b) far vi

wk $() = u((¢ 1)),

forst for ¢ € 2, men pa grund av kontinuiteten ocksa for ¢ € .. Detta kan
skrivas

(ux @) *x (0) = u * (¢ % 1)(0).

Det allménna fallet foljer om vi ersitter Y med T 2.

(d) Fran (b) har vi (ux )" ngu = (2m)*" gbu— (2m)2" (pu)" = (27)"(pu).
Inversionssatsen ger 4 * ¢ = (27)"(ou).
[

Sats 12.3. Om u € &'(R") sa u € C™ och u(§) = u(e ™).

Bevis. Lat ¢ € C§° vara 1 pa en omgivning av stod u. Da &r u = (Yu) =
(2m)"u * 1p € C* enligt Sats 2(d). Sa

) =
= (2m)"T*P(€) = (2m) (T, P(E — 7)) = (27) T, ¥ (2 — €))

= (27)” 2”<um,f3 (x =) = 2m) 7" (@, e F ()
= (2m) 7 ug, e FW(2)) = ug(e (7)) = ug(e7E).



Anmirkning 12.4. Senare skall vi bevisa Paley-Wieners sats som ger myc-
ket precisare information om u da u € &”. a

1
Exempel 12.5. Berikna Fouriertransformen av pv—. a
x

1
Metod 1. Lat uw = pv—. Da ar u summan av en distribution i &’ och en
x
L?-funktion. Sa

~ . Cimed
u(é) = lim et
]\?::20 e<|z|<N T
Om ¢ > 0 sa ger variabelbytet y = z¢,
—iy 00 L1
u(§) = lim ¢ dy = —2'/ Smydy = —i.
]\ﬁjgo e<lz|l<N Y —c0 Y
Om ¢ < 0, far vi i stéllet u(§) = im. Sa
u(§) = —m sgn &.
Ovning 12.1. Visa att [~ %dy = .
: 1 : . PN .
Metod 2. Vi har zpv— = 1 vilket ger iv/ = 270. Sa ' = —27id och
x
U = —2mi(H + c). Eftersom v &r udda #r @ udda. Alltsa &r ¢ = —1 och

u(§) = —im sgn &.

I det sista argumentet anvinde vi att om w &r udda sa ar ocksa u det.
Detta ér klart om f € L' (enkelt variabelbyte).

Definition 12.6. En distribution &r udda om = —u. O

Proposition 12.7. Om u dr en udda tempererad distribution sa dr dess
Fouriertransform ocksa udda.

Bewvis. Vi har enligt Sats 10.15

v = ~\ N 7
u= (2m) "u = ((2%)’” ﬁ) =u = (u dr udda) = —u .

]

Pa samma sétt ser vi att Fouriertransformen av en jimn distribution &r
jamn.
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Anmirkning 12.8. Avbildningen Hy = pv% *  kallas Hilberttransformen,
och dr ett viktigt exempel pa en singulir integraloperator. For Hilbert-
transformen géller foljande

Sats 12.9. Hilberttransformen dr begrinsad pa LP, 1 < p < oo, och svag typ
(1,1).

Exempel 5 och Plancherels sats bevisar detta da p = 2. O

Hérnést skall vi studera invariansegenskaper hos Fouriertransformen. Lat
F : R" — R” vara en diffeomorfism (dvs. en C*-bijektion). Om u &r en
funktion sa géller

[ wo @tz = [ uw)Zre P

Sa om u € 2’ definierar vi u o F' genom

(wo F,p) = <u,% o I

Speciellt om F' = A &r linjar sa ar
(oA, @) =|det A|" {u,p0 A1)
(Il

Definition 12.10. En distribution u ar radiell om w o O = u for alla orto-
gonala matriser O.

Sats 12.11. Om u dr en radiell tempererad distribution sa dr u radiell.

Bewvis. Vi observerar forst att om ¢ € . sa ar

50 0(€) = 3(0€) = / &0 () di

n
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Sats 12.12. Om u dr en tempererad distribution som dr homogen av grad «
sa dr u homogen av grad —n — «.

Bevis. Enligt Definition 4.4 &r v € .’ homogen av grad o om (u,p;) =
t*(u, ). Darfor giller

(@, 1) = (u, B1) = (e, BtE)) = ", (B}
= ) (0, B) = T, ),

[]

Exempel 12.13. En fundamentallosning till A da n > 3. Om vi Fourier-
transformerar

Au = 0,
far vi
—lél*ace) = 1.
En 16sning ar
N 1
u(lé) = ——.
= e

Observera att # € L (R™) om n > 3, och att # ar radiell och homogen

av grad —2. Sa u ar radiell och homogen av grad 2 — n. Alltsa &r

Cn

Argument. Om n = 3 sa # € L' + L? och u dr en funktion. For

n > 4 sa \xlﬁ € L' + L?, och vi kan argumentera som ovan med hjilp

1
av inversionssatsen. Om n = 4 giller att u, = ||—2+6 € L'+ L? sa dess
x
1
Fouriertransform &r en konstant ganger €[ och pastaendet foljer om vi

later € — 0.
Ett alternativt siatt &r Ovning 4 nedan.

Ovning 12.2. Bestim c¢,,.
Ovning 12.3. Vad hiinder da n = 2?
Ovning 12.4. Bestidm alla radiella distributioner i R som &r homogena av grad a.

Ledning. Behandla forst R. Derivera {u, ;) = t*(u, ¢) med avseende pa t.
Varning. Var forsiktig med —a=n,n+2,n+4,....

Ovning 12.5. Vad ir Fouriertransformen av fp|z|® i R?

Ovning 12.6. Vad bér man mena med fp|z|* i R™? Vad ér dess Fouriertransform?
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Ovning 12.7. Bestim en fundamentallsning till viirmeledningsekvationen.

Ledning. Bestdm FE(xz,t) dir F &r Fouriertransformen med avseende pa x € R™.

Sats 12.14. Omu € %" ochv € & sauxv €. och
(u*v)" =07.

Bevis. Om ¢ € C§° sa ar

v v v v

uxv(p) = (uxv)x ® (0) =ux*(vk9)(0) =u((vxP)") =u(v *xp).

For att se att ux v € ./, behover vi visa att v xp; — 01 nir p; =0
i.. Lat K vara en kompakt omgivning av stéd v och k ordningen av v. Da
géller

10°(0 #0) ()] = (v, 05y —2))| < C Y Sup 07 (= y)].
ly|<k ¥

Sa

(L+[z|?) 0" (v #p)(x) < C Y (1+|xl2)gsulgIaﬁﬂwj(x—y)l — 0, j— oo
[vI<k ve

For att berakna Fouriertransformen observerar vi att

Ovning 12.8. Beriikna (-15)™ och (=),
Ovning 12.9. H7.1.6

Ovning 12.10. H 7.1.7

Ovning 12.11. H7.1.9

Ovning 12.12. H 7.1.11

Ovning 12.13. H 7.1.18

Ovning 12.14. H 7.1.28
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Kapitel 13

Paley-Wieners sats

Om u € &' (R") vet vi att u € C* och
a(g) = u(e™™*).

Vi skall visa att @ kan utvidgas till en analytisk funktion i C”, dvs.
w(Cy, .- ., C,) ar analytisk i varje variabel. Vi borjar med en version av satsen
for testfunktioner.

Proposition 13.1.

(a) Om ¢ € C§° och stod ¢ C {z;|z| < R}, sa dr

50 = [ e ot
en hel funktion med
BO] < (1 +[¢])ertind (1.1)
for alla N.

(b) Omuvadnt, om ¢ dr hel och uppfyller (1), sa gdller ¢ € C§° och
stod ¢ C {x; |z| < R}.

Bevis. (a) Att ¢ ér analytisk ser vi genom att derivera under integralteckenet.
Vidare &r om ¢ = £ + i,

OIS | elo@lds < Co (13.2)
(1) foljer nu om vi anvénder (2) pa D*¢.
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(b) Vi observerar forst att ¢ € C°, eftersom vi kan derivera under in-
tegraltecknet i Fouriers inversionsformel pa grund av att gB ar snabbt av-
tagande. Pa grund av de snabba avtagandet och Cauchys sats kan vi byta
integrationskontur och integrera 6ver {(;Im¢; = »;}. Vi far

o)l = (o) [ emiermite + i < ceemern

Satter vi n = tx, far vi
6(x)| < Cetirlel=R).

Sa om |z| > R, ser vi genom att lat ¢t — oo att ¢(z) = 0. Sa
stod ¢ C {z;|z| < R}. O

For distributioner géller

Sats 13.2 (Paley-Wieners sats).

(a) Om u dr en distribution av ordning N med stod i {z;|z| < R} sa dr 4
en hel funktion och

[A(Q)] < C(L+ [y Mertimel. (13.3)
(b) Omwdnt, om G dr hel och uppfyller (3) for nagot N, sa dar w en distri-
bution med stod i {x;|z| < R}.
Bevis. (a) Att @ &r hel foljer av att

8 ~ a —ix o a —ix
5c M0 = geule <>—u(@—g<e 9).

Den sista likheten beror pa att

—izx(CHw;) _ —ixC o )
¢ m ¢ — 8_9(6_’“() 1 Croo, w; — 0.
For att bevisa (3) fixerar vi x5 € C§° med xs = 1 i en omgivning av
{z;|z] < R} ochstod x5 C {z;|z| < R+d}. Vikan vélja ys sa att || D¥s|co <
Colel. Vi far

()] = [u(e™)] = [ulxs(x)e*)]
< Cysup 3 103 (xsl)e)

la|<N

< CeBrollme] RN e}l
IB|I<N
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(3) foljer om vi sétter § = ﬁ
(b) Den polynomiella tillvixten ger att @ och ddarmed u ligger i .. Lat
ps € . vara en approximativ identitet och sitt us = u * 5. Da géller

us € C°, us — v da d — 0, och

[a5(O)] = [a(O)P(00)] < Cars(1 + 1)~ exp((R + c8)[Img]).

Vi har anvént (3) och (1) i Proposition 1. Vi kan nu anvinda Proposition 1

pa ug och far stod us C {z;|z| < R+ ¢d}. Detta ger, genom att lata § — 0,

stod u C {z;|z| < R}. O

Ovning 13.1. Antag u,v € &' (R") och u*v = 0. Visa att da &r u = 0 eller v = 0. Maste
bade u och v ha kompakt st6d?

Ovning 13.2. H 7.1.40.
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Kapitel 14

Existens av
fundamentallésningar

Lat P(D) vara en differentialoperator med konstanta koefficienter i R™. Vi
skall visa att P(D) har en fundamentallosning E.

Vi gor forst en formell rikning. Genom att Fouriertransformera P(D)E =
§, far vi P()E(€) = 1 och E(¢) = P(£)~'. Nu &r

~

(E,¢) = (E, %) = (2m) (5, 3) = (2r) (B, 3),

sa det dr naturligt att definiera £ genom

(E.p) = (2m)" / (&) B(—E) .

n

<

Da géller (formellt)

n

(P(D)E. ¢) = (E, P(~D)g) = (2)™" / P(€) (P(—D)g)(~€)de
= 2n) [ POTPOR-E)dE = ¢(0) = G.).

Tyvérr fungerar inte detta alltid eftersom P() kan vara 0. Vi skall darfor
"skjuta kontur” och definiera (F, ) genom en integral 6ver en méingd i C”
som inte gar genom nagot nollstélle till P.

Sats 14.1. Varje lingar differentialoperator med konstanta koefficienter har
en fundamentallosning E € 9.

Bevis. Lat m = grad P. Efter ett linjért koordinatbyte sa kan P skrivas

P(§) = Po(&) = &' + Pua (€)67 7 + ..+ Po(€)
= (& — (&) .. (& — am(£)).
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Hér dr € = (&,...,&) = (£,&,) och o, (&’) &r nollstéllena till Py (,). Vi kan

vilja ¢(¢') € Rsaatt |p(¢')| < m+1och [p(€)—u(¢)] = |¢(¢)—Im a;({)] =
1fori=1,2,...,m. Definiera nu (F, ) for ¢ € Z genom

By =en [ ae [ POTR-0d
R Im ¢.=e(¢")
Enligt Paley-Wieners sats sa dr ¢(() en hel analytisk funktion och

C
PO < 7w D 1D¢llee:
(L +1h™ =

Vidare &r |P(¢)7!] <1, sd om N é&r stort nog, far vi

(B <C Y 1D

lal<N
Sa F € 2'. Slutligen ser vi att
(P(D)E, ) = (E, P(—D)g)
— () / 0 P(C)H(P(= D)) (=0,
Rr-1 Im ¢.=g(¢")
= (2m)™ " d¢’ o(—C)d¢,
oy [ e [ Eou

= Cauchys sats = (27?)”/

Rn—1

e [ a-e)de,
=) [ (€ = ¢(0) = (.,

Ovning 14.1. Bestim en fundamentallésning till Schrodingerekvationen
(D, =Y D2 )E=34.
1

(D = —i0) )
Ledning. Se Ovning 10.14 och ledningen till Ovning 12.7
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Kapitel 15

Fundamentallésningar till
elliptiska differentialoperatorer

Lat P(D) vara en differentialoperator med konstanta koefficienter. Polynomet
P kan skrivas
P=P,+P,1+...+F,

dér Py &r ett polynom som dr homogent av grad k. Vi séger att P(D) ar
elliptisk om P, (&) #0da & #0, £ € R™.

Exempel 15.1. A och 0 ir elliptiska. Viarmelednings och vagoperatorerna
ar inte elliptiska. O

Sats 15.1. Om P(D) dr en elliptisk differentialoperator sa finns en distri-
bution E € .'(R™) med singstod E = {0} och P(D)E = 6 — w, for nagot
w e . Z(R").

Korollarium 15.2. Om P dr elliptisk sa dr P hypoelliptisk.

Bevis av korollariet. Vi skall visa att u &r C*° om P(D)u &r det. Om u har
kompakt stod sa dr u = dxu = (P(D)E+w)*xu = Ex P(D)u+w+*u € C*.
Det allménna fallet foljer genom att betrakta ¢, u dér v, € C§° och ¢, =1
pa {|z| < n} (jamfor Sats 9.6) O

Bevis av satsen. Att P ar elliptisk medfor att |P,,(£)] > § > 0 da |£] = 1.
Homogeniteten ger darfor

| B (§)] = 01&]™

Sa om [£| > R och R ér tillréckligt stort géller darfor
[P(E)] = cl¢]™
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Tag x € CP(R") med x(£) =1da |¢] < R. Da ér (1 — x)P~! begréinsad och
alltsa en tempererad distribution. Sa vi kan definierar £ € ./(R™) genom

-~ 11—
E=-—X

P
Da ar )
wuﬂmAZPE:P—%5:1—X:§—X

Om vi definierar w genom @ = , s& ir w € 9 C .% och P(D)E =§ — w.
Det aterstar att visa att £ € C°(R™ \ {0}). Observera att

(DB (€) = eD? (e LX) _ o timiiely ) s oo

P(¢)
Om vi tar || tillrickligt stort ser vi att (x’D*E)" € L' sa 2°D*E € C. Sa
D*E € C(R™\ {0}), och vi &r klara. O
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Kapitel 16

Fourierserier

Lat u vara en distribution som &r periodisk med period 27 i varje variabel,
dvs.

<uv 7_27rk90> = <u> 90>>

om k € Z". Intuitivt 4r u bestdmd av sina "virden” pa
T ={z;0 <x; <2m}.
Lemma 16.1. Om u dr periodisk sa u € ..

Bevis. Lat ¢ € C° med 0 < ¢ <1och vy =1paT. Satt

By = 3 (w — 2mh).

kezm

Da ar J en periodisk C*°-funktion med @Z >1.5a ¢ = W{E € Cg° och
> olx —2mk) =1.
k

Lat nu ¢ € . Da ar

(u, ) = (u,, Z ¢(x — 2mk)p(x)) = dndl. summa =

k
= Z(ux, o(z — 27k)p(x)) = periodicitet =
k

=Y (ua, (@) p(x + 27k)) = (s, 9(x) D p(w + 27k)).

Men om ¢; — 01 sa¢(z) >, pj(x+2rk) = 01 2 (Visa det!) Sa hogerledet
definierar en utvidgning av u till .. ]

71



For att berdkna @ visar vi forst

Sats 16.2 (Poissons summationsformel). Om ¢ € . sa dr
Y pek) =) ek).
keZn =

Bevis. Lat u = Y, _,u 02k Da géller dop * 4 = u ty Oam * donk = Oon(ps)-
(Visa det!)
Sa

(e7%™¢ _1)a = 0.
Men e~ 27 — 1 £ 0 om £ ¢ Z", s34 U har stod pa Z". Genom att vilja olika [
ser vi att néra origo galler u=0,7=1,2,...,n. Sa u = c¢dy déar. Vidare ar
e~y = u, sa 1 ar invariant under heltalstranslation. Vi far

ajZZC 2{: 5h

kezN

S k) = Y (k).

keZm keZm

Detta betyder att

Om vi ersétter ¢ med en translation av ¢ far vi

Z P(2rk)e*™ e = ¢ Z o(k+ ).

kezn kezn

Integration over {z;0 < x; < 1} ger

5(0) = ¢ / o(a)dz = 3(0)
och beviset ar klart. O

Lat oss nu atervianda till berdkningen av u da u &r periodisk. Om vi
anviinder Poissons summationsformel pa ¢(y) = ¥ (y)e ™ far vi eftersom

o~

3(6) = bla+9),
S dlat2mk) = 3 gnk) = 3 p(k) = 3 e (k).

Fran beviset av Lemma 1 har vi

(@,9) = (u,¥) = (u,¢(x) Y Pl +k))
= (u, ¢(x) ) e (k)
=D (k) (u, dx)e).
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Alltsa ar uw = ), cx0), dér
o, = (u, p(x)e ™).
Om speciellt u &r en funktion som &dr integrerbar pa 7', sa &r
cr = (u, p(x)e”*) = / u(z)p(x)e “Fdx
= Z/ u(x — 21 p(x — 2mj)e @2k gy
T

= /T u(m)e‘iIquﬁ(x—ij)dx: /T u(x)e Fdr.

Sa ¢ dr "vara gamla” Fourierkoefficienter. Inversionssatsen ger

1 ikx /
u(x) = 2n)" zk:cke i S

Omu € C'saédr ¢, = O(Jk|™), |k| — oo, sd summan &r likformigt konvergent
om [ > n och vi har bevisat

Sats 16.3. Om u € CY(R"), | > n, och u dr periodisk med period 27 i varje
variabel sa dar
u(r) = —— ) e,
2y 2
och serien konvergerar likformigt.

Vi avslutar detta kapitel med att bevisa

Sats 16.4 (Plancherels sats). Om u € L*(T) sad

1 ok -
u(x) = @ che”k i L%

och

1
27 _ 2
/T|u| dx Gn) Z |lex] .

Omuint om . |ex|* < 0o sd dr u(z) = ﬁ S ke en funktion i L*(T)
med Fourierkoefficienterna cy.
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Bevis. Om u € C™*!, sa konvergerar serien likformigt. Vi far

1 , 1
ul?de = —— CrCy / k=D gy =
s = 20 ), 2

Eftersom C™* dr tdtt i L2 kan vi utvidga detta till v € L2 Tag u, €
O™ u, — uwi L% D4 giller ocksa u, — ui.#" och U, — ui.”’. Men pa
grund av isometrin #r 4, en Cauchyfoljd i 2. Sa u,, — u i [?. Alltsa

/|u| dx = hm |un\ d
Omvint om Y |cx]? < oo lat

u(z) = @ ;cke och uy(x) = Gn) Z cpe'™”.

Déa géller uy — w i L? och .’ sa

]

Anmirkning 16.5. Om u ar en funktion med perioden t sa har w(x) =
u(2”) perioden 27 och vi kan pa sa sitt generalisera Fourierserier till funk-
tioner med godtycklig period. g

Ovning 16.1. H 7.2.1
Ovning 16.2. H 7.2.5
Ovning 16.3. H 7.2.8

Ovning 16.4. Beréikna a) }.™ it D) S (nja)Q oche) Y07 %
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Kapitel 17

Nagra tillimpnigar

17.1 Centrala grinsvirdessatsen

Lat X, X1, Xa, . .. vara oberoende likafirdelade stokastiska variabler med E[X] =
m och Var[X] = o?. Da giller

lim

n—o0

— 1 * 1
P(Xl +Xo+ ...+ X, —nm < a:) _ _/ Iy (17.1)
O’\/ﬁ V2T J s

Lite bakgrund: Till en stokastisk variabel X &r associerat ett sannolik-
hetsmatt p pa R (vi skriver X ~ p) genom

xT

P(X <) = / dpi(y).

—00

Om gy och ps dr sannolikhetsmatt, sa definierar vi ett nytt sannolikhetsmatt
[i1 * [l2 genom

(1 * o, ) = //R o(x +y)dp (x)dua(y).

Da géller (g% pg)" = fyfiz. (Visa det!) Om X ~ pq och Y ~ py dr oberoende,
sadr X +Y ~ g * o,
Bevis. Vi kan anta att m = 0 och 0 = 1. Lat

X+ X,

Jn

Sy

och
W=k ok
——

n ganger
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Da ar S, ~ pi,, dar

och

Sa

och

- 6(5)) (- (E)) e v

for varje fixt £&. Men eftersom |fi(§)| < 1 ger dominerad konvergens att
— _lgz . /
n(§) —e 28 1 .

Med Fourierinversion far vi

| R
e 2
V2T

i. och alltsa i &2'. Men p,, ar positiva matt och enligt Sats 7.4

fin —

1 1,2

e 2%
V2T

fin —

svagt, och detta ger (1).
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17.2 Medelviardesegenskapen for harmoniska
funktioner

Om w € C* dr harmonisk i en omgivning av {|z| < 1}, sa galler

w0) = 5 [ uldey).

Anmirkning 17.1. Weyls lemma visar att antagandet att v € C* &r ond-
digt. O

Beuvis. Definiera en distribution A genom
(A ) = / Py)da(y) — wap(0).
Snf

A€ si A dr en hel funktion. Vidare dr A, och ddrmed &ven /A\, radiell. Sa
A(C) G(|¢]), dar G(t) = A(¢,0,...,0) & holomorf. Vidare &r G jimn, sa
G(z) ( %) for nagon hel funktlon F. Dessutom ar F'(0) = A(0) = A(1) =

A§) _ F(lg*) = F(0)

€17 €17
restriktionen av en hel funktion. Enligt Paley-Wieners sats finns dérfér en
distribution p € & med fi(¢) = —F(]€]?)/|£]* och alltsa

(Au)(€) = —IEPaE) = A©).
Alltsa &r Ap = A. Detta ger

(A, u) = (Ap, u) = (1, Au) = (1, 0) = 0.

0
17.3 Heisenbergs osikerhetsrelation
Om f € L*(R) sd gdller
lf (@)l ()2 > \/ngH%, (17.2)

med likhet endast for f(z) = exp(—kxz?), k > 0.
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Kvantmekanisk bakgrund: Tillstandet hos en partikel &r en funktion ¢ €
L*(R) med ||¢|]2 = 1. Vi tolkar
[
E

som sannolikheten att partikeln befinner sig i médngden E. En observerbar
storhet A #r en symmetrisk operator pa ett limpligt delrum av L2. Medel-
vardet av A i tillstandet ¢ ar

Bl = [ 405 = (4v.0).
Att A ar symmetrisk betyder att A = A* och alltsa géller
(A, ¢) = (Y, A™Y) = (b, &) = (Ap,¢),

sa medelvardet ar reellt.

Exempel 17.2.
a) Lige. AY(z) = z)(x)

b) Moment. By = 2mwiy)’. O
Vi har
E[B] = /Bz/z = 27?2/1#1# Plancherel = /g«p /§|1p )|de.

Sa vi kan tolka |w(£)]2 som tatheten fér momentet.
Den allménna formeln av Heisenbergs osdkerhetsrelation ér

E[(A - E[A)YE[(B — E[B])* —\E [AB — BA]|? (17.3)

for godtyckliga A och B.

Ovning 17.1. Visa att om A och B ér lige och moment sa giller AB — BA = —2mi.
Ovning 17.2. Visa att (2) medféor (3), di A och B ér ldge och moment.

Bevis. Om f € . géller

lzf @)IIa1EF ()1l = 12/ (@)ll2ll (€)= Parseval =
= Vor||af(z)ll2]| f'(2)]l2 > Schwartz > \/_/I:rf x)|dz

> (|xzw| > x Re zw) > \/_/ f(z)+ f(z )f’(x)) dx

\/>/ (|f(2)|?)'dz = Partiell integration = \/>/ |flPdx = \/>||f]|2
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Beviset for att satsen giller ocksa for funktioner i L2, och utredningen av nér
likhet giller lamnas at ldsaren. [

17.4 Nagot om Sobolevolikheter

En fordel med distributionsteori ar att vi kan hitta 16sningar till problem
som inte har nagra klassiska 16sningar. Men ofta vill man att 16sningarna
skall vara funktioner. Det ar darfor naturligt att stélla fragan

Ndr dr en distributionslosning en klassisk funktionslésning?

Sobolevteori ger oss metod for att besvara den fragan. Vi borjar med den
enklaste satsen i Sobolevteorin,

Sobolevs L'-olikhet Lt f wvara en integrerbar funktion pa R™. Antag
att distributionsderivatorna 0*f ocksa dar integrerbara for alla || < n. Da
ar f en begrinsad kontinuerlig funktion och

flloo < D 10l - (17.4)

jal<n
Om dessutom O“f dr integrerbara for alla |o| < n+k sd dr f en C*-funktion.

Bewis. Vi borjar med fallet n = 1 och skall alltsa visa att

1 lloo < If I+ 117l - (17.5)

Om ¢ € CF° sa giller

lp(z)| = ’/; go’(t)dt‘ < /m |0’ (t)|dt < /OO |/ (t)|dt .

—0o0 —0o0

Detta ger
lelloe < N1€']l1 - (17.6)

Denna olikhet dr skarpare én olikheten (5), men vi har bevisat den under tva
starka extra villkor, C* och kompakt stod. (Funktionen 1 visar att (6) inte
kan vara sann i allménhet.)

Om f € C* inte har kompakt stéd véljer vi en f6ljd av avhuggningsfunk-
tioner x, € C*®, x, = 1 da |z| < n och med ||x} |l < 1. Applicerar vi (6)

pa o = x,f far vi
X lloo < 1O ) 1 < I fll+ xaf e < AL+ LD

Eftersom n ar godtyckligt foljer (5) for C°°-funktioner.
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Om f inte a&r C* later vi ¢5 vara en approximativ identitet. Da ar fs =
¢s* f € C™ och vi kan anvéinda (5) pa fs. Vi far, eftersom |5 * fll1 < || fl]1
och [[(¢s * f)'[x = llds * f'lln < [1f/]l, att

165 % flloo < 1Al + 1111 -

Men ¢s * f — f n.6. och (5) foljer i det allménna fallet.
Till sist anvénder vi (5) pa f — f5 och far

1f = fallse < If = o % flla + 1" — s % f'[lh = 0,6 = 0.

Sa fs — f likformigt och alltsa &r f en kontinuerlig funktion.

Det sista pastaendet i satsen foljer om vi anvénder vart argument pa
funktionerna 0'f, i = 1,2,..., k.

Argumentet i hogre dimensioner ar snarlikt. Fallet n = 2 visar hur det
gar till utan att notationen blir for kranglig. Nu géller for ¢ € C§° att

lo xy|—‘//(311 stdsdt‘ / / OV (s, t)|dsdt

och alltsa
el < 100Vl

Nér vi anvinder detta pa x,f, f € C*, far vi eftersom 0"V (x,f) =
O f 4 000X, 0% f + 0OV, 00 f + xn 0V f att

1 Flloe < A1 A N0 fll + 0% fll + 105V fly, f € O

Resten av argumentet fungerar likadant som i fallet n = 1.

[]

Anmirkning 17.3. Beviset visar att det rédcker att i (4) summera &ver
a=(a,...,q,) dir varje a; bara antar virdena 0 eller 1. O

Sobolevs L2-olikhet Lit f € 2'(Q) dir Q dr en éppen mingd i R"
och lat och v och k vara heltal, k > 0. Om 0°f € L, for alla a, 0 < |af <7
dirr > k+ %, sd gdller f € C*(Q).

Bevis da n=1 och k = 0.
Vi vet alltsa att f € L, och f' € L2,. Lat w vara dppen, w CC ) och
tag x € C5°(2) med [|x]loo < 1, [|X[looc < 1 0och x =11 en omgivning av w.
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Definiera F(z) = F,(z) = x(x)f(x). (F = 0 utanfor stodet till y.) Eftersom
F e L*(R") och F' = x'f + xf" € L*(R"), ger Parsevals identitet att

|F|d¢ < 0o och E|F|?d¢ < oo
R” R”

och alltsa

[ @ lepprds < oo

Cauchy-Schwartz olikhet ger

(/Rﬁrds)? ~([ax ranﬂ%ﬂﬂ)g

2| 7|2 dg
S/n(1+|§|) |[F'[7dg o (12 =

Alltsé ir F integrerbar och F' kontinuerlig. Eftersom w &r en godtycklig 6ppen
delméngd av Q foljer att f € C(Q).
0

Det allménna fallet. Om n = 1 och kK = 1 vet vi dessutom att F” € L?
och alltsa ar SZﬁ(g) € L*. Sa nu giller / (1+ |§|)4|ﬁ|2d€ < 00. Cauchys

olikhet ger / (1+ |€)|F|d¢ < oo, sé speciellt dr EF(€) integrerbar och F

ar kontinuerlliRgn. Pastaendet for ett godtyckligt k foljer pa samma sétt.

Om n > 1 ger villkoret pa 8°f att &F(¢) € L% 1 < r. Med hjilp av
olikheten (1 + |[£))* < Cy(1 + &2 + ... 4+ &€2') och Cauchys olikhet ger detta
att (1+ [€))*F € L' och alltsa F € CF.

O]

Sobolevrum
Lat oss abstrahera idéerna i beviset av L?-olikheten. Vi sag att om f och

dess derivator t.o.m. ordning r ligger i L? s& giller (1 + |¢])'f € L? eller
ekvivalent (1 + [£]?)"/2f € L?. 1 detta villkor kan vi lata r vara ett reellt tal
och gora foljande definition.

Definition 17.4. En distribution f € 2'(R") ligger i Sobolevrummet H*(R"),
s € R, om

1fllzs = Q1+ (€22 F(©) |12 < +o0
Proposition 17.5. Om f € H"(R") ddrr > s+ % sd gdller
(1+[¢)*f € LY(R™).
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Anméirkning 17.6. Om s = k ér ett icke-negativt heltal sa ger detta att
feCk.

Bevis. Vi har (1+ [€]2)772f(€) € L2. S& Cauchys olikhet ger
[ rleprfea

— [ QPR O G

(14 [¢)2)=)

/2 < O”f“HT )

eftersom (1 + [£[*)~(=") &r integrerbar nér r — s > 2. O

17.5 Minkowskis sats

Lat B vara en konvex mdngd som dr symmetrisk kring origo. Om |B| > 2™,
sa innehaller B mer dn en gitterpunkt.

Bevis. Vi antar att 0 dr den enda gitterpunkten i B, och skall visa att da ar
|B| < 2". Lat f = xp * xp. Eftersom B ar symmetrisk ar yp reell. Alltsa ar

f={&8)*=Ixsl*
Vi observerar att om f(2i) # 0, dvs.

£(2i) = / Y(2i — 2)xp(@)de £ 0,

s finns ett * € B med 2 — 2z € B. Men da ér i = 3(2i — z) + 32 € B,
eftersom B #r konvex. Alltsa om f(2i) # 0 sa dr ¢ = 0. Vidare &r

£(0) = / xa(—)xs(e)dz = / sz = |B.

Poissons summationsformel pa gittren (2Z)" och (7Z)™ blir

S FE) =2 fm)

jezn jezn

Detta ger

Bl = f(0)=3_ 1) =273 f ()

— g—nz X5 (7j)]> =27 <|B\2 +> IXs (m‘)!2>

J#0
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Om vi kan visa att
SR (m) > 0,
J#0
sa far vi |B| > 27"|BJ?, eller |B| < 2", och vi ér klara.
Men om Xxp(7j) =0da j # 0, sa ar

X(x) = Z X5(z +2j)

konstant. Detta foljer fran Poissons summationsformel eftersom
x(z) = ZT—xXB(2j) =27 Z ™ Xp(rj) = 27"XB(0).
J J

Men detta ar en motségelse, ty

Ovning 17.3. Beviset ér “fel”. Varfor? Riitta till det!
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