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1. Lite bakgrund

1.1. Fordelningsfunktionen.

Lat Ay vara f:s fordelningsfunktion;

Ar(t) = {z e R™ [ f(x)| > t}].
Da géller

/ |fPdz :p/oo PN (2)d. (1.1)
Rn 0

f ligger i svaga LP; f € LP>°; om As(t) < (C/t)P och ||f||p.0c =inf C. For
p =00 ar L% = L.

Ovning 1.1. Bevisa (1.1).
Ovning 1.2. Visa att L? G L,

1.2. Kolmogorovs olikhet.
Antag att f € LV |E| < oo och 0 < d < 1. Da giiller

1
0 < E1—5 6
1 < =5 1Ers

/E\f|5dx _ /|XEf]5d:c:5/0 5N 1 (1)t

< / " min(|E), [{If] > })dt
S 5/ té 1 |E‘ ||f||100)dt

Bevis.

1
< rikna sjilv < 1—5|E|1_5||f||?,oo'

1.3. Marcinkiewics interpolationssats.

Antag att T &r en sublinjar operator med

T LP — L7,
| LY — L9 1<p<q<oo.

Da géller T : L™ — L" for alla p < r < q.
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Anmirkning 1.1. Detta ar bara ett specialfall av Marcinkiewicz interpola-
tionssats; for en mer allmén formulering se t.ex. Bergh /Lofstrom: Interpolation
spaces. a

Bevis av satsen da p =1 och ¢ = oco. Lat A = ||T||~_ 1~ och sitt

R

0 annars.

och fo = f— fi. Eftersom |T'f| < |Tfi|+|Tfo| < |Tfi|+t/2 ar {|Tf| >t} C
{|Tf1| > t/2}. Sa, eftersom T &r svag typ (1,1),

C C
s> Fah=5 [

och

ITal = [ irsrde=r [T eT > ol

oo C 2A|f]
< v / 1S / \fldz = Cr / \f(2)|da / 24t
0 t Jip>t/24 0

CT — T T
Y / flrde = G

r—1

Ovning 1.3. Bevisa det allménna fallet.

2. Hardy-Littlewoods maximalsats
Hardy-Littlewoods maximalfunktion definieras genom

1
M f(z) = sup 7 |f(y)ldy, z € R™.
r>0 | Br ()] B(z)

Sats 2.1. (Hardy-Littlewoods mazimalsats)

) LP— LP)1 < p < oo,
M'{L1—>L1’°O.

For beviset behover vi foljande 6vertdckningslemma.

Lemma 2.2. Givet dndligt manga bollar B,.,(x;). Da finns en delfamilj By, ..., By,

av dessa bollar dir B; N\ B; =0 om i # j och | U By, (x;)] < 3" Y5 |Byl.



Bevis. Recept: Lat By vara en boll med maximal radie. Antag att By, ..., B;
ar valda. Lat B;; vara en boll med maximal radie bland de bollar som inte
rakar By U ... U B;.

Pa detta satt far vi By, ..., By. Det &r sjalvklart att B; och B; ér disjunkta.
Vidare, om B,.(z) ej &r en av dessa B;, sa i nagot steg, [, har r maximal radie.
Att B,.(z) ej valdes betyder att B,.(z) rakar nagon B; med radie > r. Men
da géller B, (z) C 3B;. Alltsa

k
|UB,(z)| < |U3Bi| =3"|UBi| =3") |Bi.
1

Anmirkning 2.1. Andligt manga #r inte nodviandigt. Men "nagot” krévs.
Exempel:{B,(0);n =1,2,3,...}. O

Ovning 2.1. Visa att supr; < oo ér tillréckligt.

Bevis av Sats 2.1. Det éar sjalvklart att M : L™ — L.
Overtéckningslemmat ger L' — L
Lat By = {z; M f(x) > A}. Pa grund av regularitet hos Lebesguemattet
riicker det att visa att |K| < § ||f||1 for varje kompakt delméngd av . Om
x € K sa finns en boll B, med |B fB |f| > A. Tack K med &ndligt manga
sadana B, och anvéand overtacknmgslemmat till att plocka ut By, ..., By fran
dessa. Da giller

n ol 3
HEREAES D STEEE S Sy ANEL TN

Fran dessa tva dndpunktsresultat foljer satsen med Marcinkiewicz inter-
polationssats.
|

Som ett korollarium far vi

Sats 2.3. (Lebesgues sats)
Om f € L}, sa giller

lm 5 |/ y)dy = f(z) n.6.

Detta &r ett specialfall av ett mer allmént resultat: Lat T, vara operatorer
pa LP och satt
T f = supeso|T.f].



Sats 2.4. Antag att T.f(x) — T f(x) n.o. for en tdt klass A av funktioner i
LP (t.ex. CP(R™)) och att

T : [P — [P,
Da finns en operator T med
li_I%Tef(:c) =Tf(z) n.o.
och
T:LP — L™,
Om dessutom T* : LP — LP sa T.f — Tf i LP.

Anmirkning 2.2. Om T.g(x) — g(z) da g € A sa giller T = Id., dvs.
T.f(x) — f(x) no., f e Lr. 0

Bevis. Lat oscf(x) = limsup,, .,~o|Te, f(x) — Tc, f(2)]. Det giller att visa
att oscf(x) = 0 n.6. Observera att oscf(z) < 27*f(x) och tag g € A med
| f —gll, < 9. Vidare dr oscf = osc(f — g) och alltsa

[{oscf > A = [ose(f —g) > A} < [{2T7(f — g) > A}

C P Co\?
< (Swr-a) <(5)"

Men ¢ ar godtyckligt sa [{oscf > A}| = 0 for alla A och alltsa oscf = 0 n.6.
Om 7% : LP — LP far vi T.f — T f i LP med dominerad konvergens ty
T.f —TflP < 2(T"f) € L'(R").
Till sist lat S, = T. — Id. Det géller att visa lim._o S, = 0 n.6. S, uppfyller
samma villkor som 7. och S.g — 0 da g € A. Sa

C p
(tim . f1 > 2| = {1507 - 9> M) < (15 =l )

]
3. Principalvirdesintegraler
Lat k(z),z € R™, vara en kidrna som uppfyller

Cy
k(z)] < — (3.1)

[

(SV)

Vh(z)] < —22 3.2
Vko)] < o (32

(S8



och

(KV) / o k(z)dz = 0. (3.3)

Vi later K beteckna den associerade faltningsoperatorn;

Kf(z) = pvk* f(z)=lim flz —y)k(y)dy

=0 Sy>e

= lim f)k(z —y)dy.

0 Jo—y|>e

Det dr ldtt att se att K f ar valdefinierad (punktvis) om f € C§°.

Sats 3.1. (Calderon-Zygmund)

LP— [P 1 <p<oo,
K :{ L' — Lbee,
L>* — BMO.

Om k € L' sa géiller K : LP — [P, 1 < p < oo, med || K|| = ||k||;.
Ovning 3.1. Visa det.

Att k uppfyller (SV) implicerar inte att k € L', och att Sats 3.1 trots det
géller beror pa kancelation i integralen som definierar K f.

For att bevisa Sats 3.1 da p < oo antar vi forst att k& € L' (s& att
alla integraler har mening) och visar satsen med uppskattningar som inte
beror pa ||k||1. Sedan utvidgar vi till en allmén kéirna genom trunkering och
gransovergang.

Ni#r k € L' bestar argumentet av tre steg.

Steg 1: Visa att k € L™, och alltsa pa grund av Parseval K : L? — L2.
Steg 2: Visa att L?-begriinsning och (SV) ger K : L' — L1,

Steg 3: Anviénd interpolation och dualitet for att visa K : LP — LP,
1<p<oo.

Steg 1:

Lemma 3.2. |k(¢)| < C.



Bevis. Om y € R" sa
k(&) = /e‘mgk(m)da: = /e_i(w_y)gk:(x —y)dz
= et / ek (x — y)dw.
Lat yo = m&/|€|?. Da dr e0f = —1, sa

2k(E) = /{k(a;) — k(x — yo e "Cda

— / +/ {k(x) — k(z — yo)}e_mgdx
|| <2|yo] |z|>2[yo|
= A+ B.

Att uppskatta B ar latt; (3.2) ger

%ol

och vi far

B < / ol g~ ¢
2 >2lyo] 12|

For att uppskatta A skriver vi

A = e _ Dk(x)dx k(x)dx
/|95|S2y0|< ) ( ) +/ ( )

|| <2[yol

— / G_ixglf(l' — yo)dI = Il + ]2 — ]3.
|| <2lyo|

(KV) ger |Iy] = 0. Vidare &r enligt (3.1)
dx

ja|<2lyol 171"

L) < / 2] €]lk(2)dz < |&
|z <2]yo|
5 \§Hy0|:C.

I3 ar svarare. Skriv

Eo= [ e k- [ ke
|| <2|yo|

|| <2|yol

= 14—15.



Eftersom 1 = —e~®0¢ ir [e @ + 1| < |||z — yo| och alltsa
IR |7 = yol |k(x — yo)|dz
2| <2[yol

< ¢ |z — yol|k(x —yo)| < jamfor I <C.
|z—y0|<3lyol

For att uppskatta I5 observerar vi att {|z| < 2|yo|} C {|z — yo| < 3|vol}
och alltsa ger (KV)

lz—y0|<3|yol lz—wo|<3lygl

[z]>2]yo|

Till sist (puh!), for att uppskatta I, observerar vi att hir ar |z — yo| >
2| = |yol = 2[yo| — |yo| = |yol sa&

i< | k(o — yo)lda < C
lyo|<|z—yol<3|yo|

pa grund av (3.1). u
Steg 2:

Lemma 3.3. Om K : L" — L" for nagot 1 < r < oo och k € (SV) sa
K : L' — LY,

Anmairkning 3.1. Det récker att anta att K : L™ — L™, a
Huvudverktyget for att bevisa detta ges av

Lemma 3.4. (Calderon-Zygmunduppdelning av f)
Antag att 0 < f € LY(R") och lit o > 0. Da finns en partition av R™ sd
att

i) R'=FUQLFNQ=0

ii)  f(x) <andé. paF,

wi) Q =, Qr dir Qi dar kuber med disjunkt inre och
a < IQ_lk\ Jo, f(z)dz < 2"a

Observera att

=Y led <X, [ fae < sl

Sa vi har foljande



Foljdsats 3.5. w) 19 < 51 fll

Definiera nu
[ f@),xeF
@) _{ @i Jo, /2 € Q]

och lat b= f — g. Sétt b; = bxg,. Sa vi har

f=9+> b,

dir ||g]|ec < Cav och [b; = 0.
Detta kallas for Calderon-Zygmunduppdelningen av f pa nivan «.

Bevis av Lemma 3.4. Dela forst upp R" i ett gitter av kuber ' som &r sa

stora att
1

Q' Jo
Fixera en sadan kub @’ och dela den i 2" lika stora delkuber. Lat )" vara en
sadan delkub. Da géller antingen

f<a.

) o Jor f S
eller
ii) IQL,,‘fQ,,f > .

I fall ii) ar vi klara; Q" blir en av kuberna Q. Observera att

1 n n
@1 o ST o ST

I fall i) utfér vi samma procedur pa Q" som pa @' ovan, osv.

Lat nu Q@ = UQy vara unionen av alla kuber som vi fatt fran fall ii).
Beviset ér klart om vi kan visa f < o n.6. pa F = Q° Men om = € F,
s& finns kuber @Q; med x € Q; och |Q;] — 0. Lebesgues deriveringssats ger
darfor f(x) = lim@ fQi f<ans. pakF. n

f<

Bevis av Lemma 3.3 da p = 2. Eftersom K : L? — L[?sa K : L? —
L?* dvs.

C
{IK S > all < 5If1s

For en kub ) med centrum c later vi Q* beteckna kuben med samma
centrum men med 2./n sa stor sida. Om z ¢ Q* och y € @ sa giller |z —
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c| ~ |x — y|. Calderon-Zygmunduppdela f pa nivan «, lat Q* = UQ; och
F*=R"\ Q* Nu ar

{a: [Kf(@)| > a}] < {ai [Kg(a)] > S} + {ai [Kb()| > TH

Observera att
|@@=L@P+L@PSa/uwwwmmngcmﬂn

«Q C C
1Kl > 231 < ol < S

For att uppskatta Kb, observerar vi att eftersom [b; = 0, sa géller om
c; ar centrum i ), att

Sa

gy (e) = [ (ke =) = e = ) oy
Vi far darfor

Kbl 5 30 [ de | ke =)= K el

F*

= Fubini = Z/ o |b(y)|dy/ k(x —y) — k(x — ¢;)|dx
YeQ; xel™*

J
ly —cil
< [ wwiy [ S [p< i
FRRAY ¢Q;

Chebyshevs olikhet ger nu

. a C
[ € B4 Kb > 53 < SIf
Men da
x ! o C
[z € &5 |Kb(2)] > S} < |7] < [l flh

ar vi klara. ]
Steg 3:
Detta dr litt. Vi vet att K : L? — L? ( och alltsa K : L? — L*»*) och

K : L' — LY*°, Marcinkiewicz interpolationsats ger dirfér K : LP — LP, 1 <
p < 2.
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For p > 2 anvédnder vi dualitet. Lat K* vara adjunkten till K, dvs.
< K*f,g >=< f,Kg > dir <, > ér skalarprodukten pa L2.

Da har K* kérnan k(x) = k(—z). k uppfyller samma uppskattningar som
k och enligt ovan giller déarfor K* : L — L7 1 < q < 2. Men da giller for
p>20ch%+$:1att

IKfll, = sup <Kf,g>= sup < f,K'g>
llglla<1 llgllg<1
< sup [[flpllK7gllg < sup Cl[flpllglls = CllAlp-
llglla<1 llgllg<1
|
Ovning 3.2. Visa Sats 3.1 under foljande svagare (Visa det!) villkor pa k.
/ |zk(x)|de < CiR (3.4)
|z|<R
(SV)
/ |k(x —y) — k(z)|dx < Cy (Hormandervillkoret) (3.5)
lz[>2]y|
(KV) / k(xz)dz < Cs,
a<l|z|<b
(3.6)
och
lim k(z)dx existerar.
6=0 Js<|m|<b

Vi skall nu bevisa Sats 3.1 fér p > 1 utan att anta k € L'. Tag forst
[ e CPR™) och lat Ky f = ken * f dér ke v = kXe<jo|<n. Eftersom k. n €
L' och k. uppfyller (SV) och (KV) i Ovning 3.2 (Visa det!), har vi K, :
LP — [P/1 < p < oo och |K.n| < C, oberoende av €, N.

Om N ér stort nog (beroende pa stod f) giller K. nf = K. f. Sa Fatous
lemma ger

1Kl = || Jim Ko flly < liminf|Kon flly < Gl f € G

(Ett enkelt tdthetsargument visa att detta géller for alla f € LP.)
For att visa att lim._o K. f existerar, racker det att visa att K.f ar en
Cauchyfoljd i LP. Men om €; < €5 sa géller

K, f(x) = Ko, fx) = / y k(y)f(z —y)dy
e1<|y|<e2

_ /<W<k@Hﬂx—w—f@H@

11



Eftersom [ |f(z —y) — f(x)|Pdz < ClylP da f € C§°, ger Minkowskis
olikhet

1Ko f = Koflly < / Ik ()ldy — 0 forer, ez — 0.

e1<|y|<e2

Sa K.f ar en Cauchyfoljd och alltsa existerar K f = lim._.o K.f i LP och vi
far (Fatous lemma igen) ||K f|l, < C,||fllp, f € C§°. Om f &r en godtycklig
LP-funktion tag g € C§° med ||f — g||, < 0. Da géller

HKelf_Ksszp = ||Ke1(f_g)||p
+ [[Kag—Kogly + 1 Ka(g — )l
S o llg = fllp +o(1) <5+ o0(1).

Sa K f éar en Cauchyfoljd ocksa da f € LP, och beviset ar klart.
|
Argument ovan fungerar inte da p = 1. (Varfor?) Ett séitt att bevisa
satsen da p = 1, &ar att bevisa Steg 2 for K f = lim._o K f direkt. Har véljer
vi en annan metod som ocksa visar att K f = lim._,q K f existerar punktvis.
Definiera maximaloperatorn K* genom

K*f =sup|K.f].

e>0
Da géller
Sats 3.6.
K P — [P 1<p<oo
"1 L' — Lbee,

Detta foljer fran

Lemma 3.7. (Cotlars olikhet)
Lat0 <6 <1 och f e Cy.Da gdller

K*f < C{(M(Kf)")"* + Mf}.
(M &r Hardy-Littlewoods maximalfunktion.)

Bevis av Sats 3.6. Da p > 1, kan vi ta 6 = 1 i Cotlars olikhet och Sats
3.6 foljer omedelbart eftersom M : L — [P och K : L — [LP. Fallet
p = 1 ar svarare; sammansattningen av tva svag- typ (1,1) operatorer &r inte
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nodvindigtvis svag- typ (1,1). Det giller att visa att [M (K f)°]Y/9 &r svag-typ
(1,1). Observera att om f € L! s giller (Visa det! Jamfor §1.3.)

1
x; M M S - :
s =gy [ 1

Sa
1
MK )] > 2} < X |K f|° < Kolmogorovs olikhet
{IKfl>eA}

1 B 11
S GHIEf > e TIE e S

FFHHH“SIUH?
och saken dr klar for f e Cg°.
Detta utvidgas latt (?) till f € L.

u
Ovning 3.3. Gor det!
Foljdsats 3.8. Om fe€ [P, 1 <p< oo, sa K. f(x) — Kf(x) n.o.
Bevis. Se §2. [

Bevis av Cotlars olikhet. Vi later forst § = 1. Det racker att visa att
K f(0)] < C(MK f(0) + Mf(0))

for alla € > 0. Lat B = {y; |y| < €/2}, fi = fxa5 och fo = f — f1. Da giller
K f2(0) = K.f(0). Vidare géller om = € B

|K f2(0) — K fa(z)| < CM f(0). (3.7)
Ovning 3.4. Visa det.
Sa

(K fO) = [Kf(0)] < [Kfa(x)] + | K falx) — K f2(0)]
< |Kfi(@)| + [Kf(x)] + CMf(0).

Om K. f(0) = 0 dr pastaendet sjalvklart. Om inte, tag 0 < A < |K.f(0)].
Om x € B giller antingen

w| >

|K f(x)| > %, |K fi(z)] > % eller CMf(0) >

)

13



dvs.

A
MfF(0) > —
02 27
eller
A A
B={z € Bi|Kf|>3}tU{z € Bj|KAl > g}

I det forsta fallet ar pastaendet sjalvklart, och i det andra har vi

/ dx
BN{(Kf)>3}

A
o€ BilK S| > SH

3 3
< 3 [ 1K< JIBOE D).
och
A C
He € BilKAl> S} = Al

e clp)

= 5 L= S0,
Alltsa

181 < SIBIOME £(0) + M £(0)

ocksa i detta fall och beviset ar klart da § = 1.
Om 0 < § < 1 sa giller

K f(0)]° < C5(|K f()|° + |K fi(z)]” + Mf(0)°).

Om vi tar medelvérdet 6ver B och upphgjer till 1/0 far vi

KOS I PP)0) +MF0) + (g [ 1A

For den sista termen ger Kolmogorovs olikhet

1
1B

1 1
< - =
= 1-4|B]

< BT (1A = M f(0)°.

|Kf1|‘5 BI'|| K fi| 1.0
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4. Singulara integraloperatorer och 7T'1-satsen

Vi skall nu studera mer allménna (d4n de i Kapitel 3) integraloperatorer
av typen

Kf(z) = / ke, ) f(v)dy (4.1)

dér k(z,y) ¢ L'. T det klassiska fallet var k(z,y) = ko(z — y). Som dér géller
det att ge mening at den divergenta integralen i (4.1).

Definition 4.1. En funktion k(x,y) definierad pa R" xR"~{x =y} kallas
en standardkdrna om

k(x,y)| < —, 4.2
ko)l < = (4.2)
och for |z — z| < Lz —y],
C |r—z|\s
k(x,y) —k(z,y)| < 4.3
)~ k)| € (=) (4.9
C  |r—z|\s
k Yy, x) — k Y,z S
k) =k 2) € ()
for nagot § > 0.
Anméirkning 4.1. Att
Vayk(z,y)| < [
ar (mer an) tillrdckligt for (4.3) med § = 1. 0
Exempel. ki(z,y) = ;Ty, ko(z,y) = ﬁ, x,y € R. Den forsta ger en be-
griansad operator pa L2, den andra gor det inte.
(I

Vi skall nu ge mening at

Kfta) = [ Kw.)r)dy
Lat D(R™) beteckna distributionerna.

Definition 4.2. En kontinuerlig linjir operator K : C§° — D' dr associerad
till en kdrna k om for f,g € C5° med disjunkta stod gdller

< Kf.g>= / / Kz, 9) f (4)g () dydz (4.4)
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Observera att integralen &r absolutkonvergent. Vi skiver K ~ k.
Jamfor detta med

Sats 4.3. (Schwartz kirnsats)
Varje kontinuerlig avbildning K : C3° — D’ ges av en distributionskdrna
k sa att for f,g € C3° gdller

<Kfg>=<k f®g>.

(Men k kan vara ett exotiskt djur.)

Anmirkning 4.2. 1) K kan bara vara associerad till en kérna eftersom
(4.4) bestdmmer k n.6. pa R* \ {z = y}.

2) Olika operatorer kan vara associerade till samma kérna,t.ex. 0 ~
0,Id ~0
och % ~ 0. O
Definition 4.4. En singuldr integraloperator dr en kontinuerlig avbildning
K : C§° — D' som dr associerad till en standardkdrna.

Det stora problemet i teorin for singuldra integraloperatorer &r att avgora
nar

K : L3(R™) — L3(R™).

Om vi vet att K : L? — L? sa kan, pa grund av standard uppskattning-
arna av kédrnan, detta utvidgas till K : L — LP pa samma sidtt som for
faltningsoperatorerna i §3.

Det hela (dvs. att definiera K') blir enklare for antisymmetriska kdrnor;
dvs. da

Da kan vi for godtyckliga f, g € Cg° sitta

<Kfg>=3 [ [ 1fete) ~ @k pdsdy (45

K kallas for den till k kanoniskt associerade operatorn. Observera att inte-
gralen dr absolutkonvergent ty |f(y)g(x) — f(x)g(y)| < Clx — y|, sa (4.5)
definierar Kf € D'.

Ovning 4.1. Visa att K : C§° — D’ kontinuerligt.
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Betrakta foljande formella kalkyl:

//k(x,y)f(y)g(fc)dydxz (%+%)//k(:c,y)f(y)g(:c)dyd:c

—5 | [#01@@) + k) f@g(w)dody

—5 | [Uwgta) - 1@kt g)dedy =< K f.9 >

Kalkylen &r riktig om f och g har disjunkta stéd. Sa om K &r den operator
som &r kanoniskt associerad till k& géller K ~ k.

Exempel. Den till £ = 0 kanoniskt associerade operatorn &r K = 0. O
Nésta mal ar att bevisa

Sats 4.5. (En prelimindr T1-sats)
Lat K ~ k ddar k dr en antisymmetrisk standardkdrna och antag att
K1=01iBMO. Da giller

K:L?>— L°
En starkare sats ar

Sats 4.6. (T1-satsen (David-Journeé-83))
Lat K ~ k ddar k dr en standard kdrna. Antag att K dr svagt begrdnsad,

K1 € BMO och K*1 € BMO.
Di dr k en begrinsad operator pd L*.

Anmirkning 4.3. Satserna innehaller flera begrepp som inte ér definierade,
t.ex. “svagt begransad” och BMO. BMO ér ett rum som &r definierat modulo
konstanter, sa villkoret K1 = 01 BMO betyder att K1 &r en konstant. En
icke-trivial svarighet med detta villkor &r att definiera K1 som ett element
i BMO. Villkoret att vara svagt begridnsad dr ett tekniskt villkor som é&r
svagare #n att K dr begriansad pa L2. Det dr uppfyllt for alla antisymmtriska
kérnor. O

BMO. Om f € L}, (R") sétter vi

m:ééﬁ

déar @ ar en axelparallell kub.
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Definition 4.7. f € BMO(R") om f € L}, och
1
sup — | [ = fol = [lfllzmo < oo,
e 1QlJqg

Observera att ||konst.||grro = 0 sa for at fa en norm maste vi arbeta modulo
konstanter; tva funktioner f och g med f — g = konst. uppfattas som samma
funktion i BMO. For att ge mening at K1 som ett element i BMO behover
vi bara definiera K'1 modulo konstanter. Vi borjar med att definiera K1 som
ett element i Dy.

Definition 4.8. ¢ € Dy om ¢ € Cg° och [ = 0. Djy dr dualen till Dy. Sd
D C D' med samma konvergensbegrepp som i D'.

Ett element u € Df kan utvidgas till D’ och om wuy,uy &r tva utvidgningar
sa dr u; — ug en konstant. Sa D, = D’/{konstanter}. For att se detta tar vi
x € Cg° med [ x = 1. For ¢ € Cg° later vi ¢ = ¢ — x [ ¢. Da ér ¢ € Dy sa
u(p) ar definierat. Gor nu ett val av u(x) = ¢, och sétt

ulg) = u(@) +u(x) [ o=@ +c [

Ovning 4.2. Visa att u € D'.

For att definiera K'1 € Dj behover vi ge mening at < K1,¢ > da ¢ € D,.
Antag att ¢ har stod i B,(x) och tag x € C° med x = 1 pa By,.(z). Vi vill
definiera K1 sa att

<Klip> = <Kyxy,p>+<K(1—-x),¢> (4.6)
= <Ky,o>+<1—x,K'¢>.

Den forsta termen &r véldefinierad och eftersom K* har kdrnan k(y,z) ger
standardupskattningarna (med 6 = 1) for y ¢ B,.(0) att

K*o(y)] < / k() — k(0 9) || () dz

|| el
S lp(z)|dr S :
/Iy!”+1 |y["+

sa

* rllellos
<1—X,K¢>,§/ e < g,
ly|>2r |y|

och alltsa &r K1 véldefinierad som ett element i Dy.
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5. Bevis av den preliminira 7'1-satsen

For beviset behéver vi nagon bra metod for att bevisa L2-begrinsning av
K. Eftersom K inte ldngre ges av en faltning fungerar inte Fouriermetoder.
Men L? #r ett Hilbertrum och vi kan anvinda

Sats 5.1. (Cotlars lemma)
Lat K; vara begrdnsade operatorer pa ett Hilbertrum H med

K| + |1 K K| < d2(i — j) (5.1)
dar

> d(k) =D < o0.

Da giller | SN K;|| < D och S K; konvergerar i norm mot en begrinsad
operator K.

Bevis. Vi har

|K|>= sup < Kf,Kf>= sup < K*Kf, f ><||K*K]||.
If1<1 [HEs!

Upprepar vi detta, och observerar att (K*K)* = K*K, far vi ||K||*" <
|(K*K)"|| om n = 2F. (5.1) ger | K;||* < |K;K;|| < d?(0) < D? och alltsa
K <D

Lit K = SV K;. Da i

(K*K)" = () K K)"=> K.Kj,...K} Kj,
ij

och alltsa

MK < D NG G0 = Y NG K1 < K K, 12

< O GGG KM
X LG (12 B 112 G K P, 12
< DY d(iy — j1)d(jy — i2)d(jz — j2) - - - d(j1 — in) < ND™.

Sa
|K|*" < ND* eller |K| < NY>"D.

Léter vi n — oo ger detta ||K|| < D. Att 3.V K; — K foljer av Ovning 5.1.
|
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Ovning 5.1. Lt z; vara element i ett Hilbertrum med || 32} e;2,]] < C for alla N och
€; = +1. Visa att da &r serien = ) {° #; normkonvergent.

Ovning 5.2. Om vi bara vet att [ KK < d?(i — j) sa foljer

oIS < ClrP.

a) Visa det med hjilp av Cotlars lemma.

b) Visa det utan att anvéinda Cotlars lemma.

For att bevisa T'l-satsen skall vi skriva K = > K; dar K;K ]* har liten
norm. Normen av K; K} kan uppskattas med hjélp av

Lemma 5.2. (Schurs lemma)
Antag att k(x,y) uppfyller

sup [ Gl =a <00 s [ Kr)ide b < o,
x )
och sdtt

Kf(z) = / ke, ) () dy.

Da galler
I fllp < @' wbe || fllp, 1 < p < oo

Speciellt om p = 2 sa giller | K|| < vab.
Bevis. Vi har

Kf(@)] < / Ik )| ()ldy

o k(. )ldy
= o) [ I HEE,

dér a(z) = [ |k(x,y)|dy. Sa Jensen olikhet ger

Kf @) < az) / |f<wa

och
[1Ks@pras < ot [1s@pdy [ kel
' [ 11w

IN
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Lemma 5.3. Antag att k; uppfyller

nj
kol < g
9(n+1)j
VE @l < G e
och
/%@M@z/@@mmzo
Da gdller
sup [ o g)ldy = i = 2747
och
sup/ |kij(x,y)|dx = |i _j|2—%\’i—j|7
y
ddr

ks, ) = / Falz, 2)ks (2, y)dz. (5.2)
Foljdsats 5.4.
VI + G| < Ji = gl =
Foljdsats 5.5. K = Y_ K; dr en begrinsad operator pa L*.

En lamplig uppvarmning for beviset ar

Ovning 5.3. Lat k(z) = |z|73/*,x € R. Visa att |k * k(z)| < |z|~1/2.

Bevis av Lemma 5.2 da n = ¢ = 1. Vi visar pastaendet da ¢ > j. Obser-
vera forst att

/m@mw~/mmww~L

sa K; ar véldefinierade operatorer.
Om vi bara uppskattar k;; genom att sétta absolutbelopp i (5.2) far vi
||kijllLr ~ 1, som inte duger. Men vi kan ocksa skriva

bitevy) = [ Rl )y(z,) = by )d (53)
For att uppskatta k;; delar vi upp i fyra fall.
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Az —y| <27,
B: 27" < v —y| < 277,

C: 277 < |z —y| < 27% och
D: |z —y| > 274,

A och D ir ldtta, svarigheten i uppskattningarna ér da |z — y| ~ 277.

A:
hiy(o,9)| < / iz )|y (2, ) =

D:  Lat I_o = (—o0, %Y%) och I o = (52, +00). Da ir

I

_ 1
[ Rk < [heolg s
1

20|z —y|*
Pa samma satt far vi
, - 1
| |kiz, 2)k;(2, y)|dz] S 2w — g2

Iioo

Eftersom ¢ > j har vi
1

ki' y <.—.
| ]("L‘ y>| ~ 21|l’_y|2

B:  Hir anviinder vi (5.3). Lat [ = (z — 2% o 4+ 24 och J = I°. Da
géller

| / Filz 1) (ky (=) — k(o 9))de] < / k(2 ) || — x[2¥d
I I
, , 227| 5 —
g/’ ﬂz—ﬂ?%z+/ —Ji—%w
|z—z|<2—7 27| z—x| k29 22’2 - Q?‘
S2W7 4 (i — )25 < (i — 5) 207120
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och

_ 1 )
/J|/<;Z»(z,m)(k:j(z,y)—k;j(x,y))l < /]m-zﬂdz
i L
|z =yl
Eftersom |z — y| < 277 eller 2/ < ﬁ, sa géller
e, )| S (1= )2
R jz —y|’

C: Hér anvénder vi (5.3) igen.
Lat I, = (v — B8 o oy p = (y — ol ol och T = (1, U T
Da géller

| [ ki(z @) (ki(z,y) — kj(z,y))dz] < / ki(2, )| |2 = x|2dz
I I lz -yl
1 / . |z —
<— 2Z|z—x|dz+/ Je—al
|ZE - y|2( |z—z|<2~7 2i<|z—g|<2i—2] 21|Z — l’|2 )
1 i . iy - (1—7)27
S——(274 (20 —25)27Y) < )

_ 1
[ RCakeinl 5 | srtp Gl

y
[ e
|z—y|<2—7 IyN|z—y|>2—7

Yy
1 1

< 1+/ )<

Ql\x—y\z( e—y>2-5 22—yl ) 2z —yP

och

- 1 1
[ Rt = kel < [ gs i

|z — x> 2]z —y|?

1 / dz 27!
5 ... . 4 T S T A
2090z — y|? Jiagso—i 12 T |z —yl?
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Alltsa ar .
2—1

kij(z, )| S (0= J)—3
bl )| £ 6= )=

hér.

Dessa uppskattningar ger

) . _ . 2‘7_1
/|k:ij(3:,y)|dx < / 2dx +/ %d@"
|z—y|<2—* 27 |z—y|<27 ‘.’L‘ - y‘

27t 1 .
+/ 2dw~|—/ v S (i )22
27 < |z—y|<2i—2 |‘T - y| |z—y|>2t—2] 2J|x - y'

Vi har nu tillriackligt med verktyg for att bevisa den preliminéra 7'1-
satsen. Tag ¢ € Cg° med [ ¢ = 1. Lat p(x) = ;5p(2), séitt Pf = ¢, * f och
definiera Q; f genom

1 0 0
;Qtf = aptf = a%*f-
Nu ar
0,1 «x x "1 0p ,x. . x
o () = —pe)) Zt_na_xi(?)(_t?)
1, n x " 100 x 1
= ;(—t—n‘ﬁ(t) - ;t_"Ta_xl 7 ) =: ;%(%),

Sa Qif = vy * f. Om vi deriverar [¢; = 1 med avseende pa ¢ ser vi att
f 1 = 0. For dessa operatorer géller

Lemma 5.6. K =1lim 0 P.KP, — PyKPy.

N—oco

Givet lemmat har vi

N
0
K = hIIOl P.KP.— PyKP, = liHOl a(PtKPt)dt
N—oo N—ooo Y€
_ N dt
= 1615101 (QtKPt‘i‘PtKQt)?
N—oo Y€

Lat oss koncentera oss pa den forsta termen. Sétt

9—Jj+1

K = / QKpY



Vi skall bevisa att 2;‘;700 K; : L?* — L? genom att verifiera villkoren
i Lemma 2 f6r motsvarande kirna k;. For att upskatta k;:s kirna observerar
vi forst att ;K P, ar associerad till kdrnan

) =5 [ [l =2y =& - (€ — 2ty — mik(e.mdedn (5.9
For att se det skriver vi
<@QKPf,g>=<KP[, Qg >
=5 [ [1Rsw)@is) - Ps@Q gl p)dsdy.
Nu ar
Bif(y)Qig(x) — Puf(x)Q79(y) =
— [ [ty - g - 2) = fwds - wg)ino - )}dud,

och Fubinis sats ger
< KPf,g>= = //f w)dudv
< [ [ty = wpinto - 2) = oute — (v - ) ot )y
Om vi siitter u =& —z,v =n—x 1 (5.4) far vi
uay) = 5 [ [leority -2 =) = il = o = wlk(u+ 2,0+ 0)du

// L 1
lul<t £2n tlu — v[nml
|v|<t

Om dessutom |z — y| > Ct och C &r stort nog, sa har ¢; och ¢, i (5.4)
disjunkta stod sa (vi antar att § = 1 i standarduppskattningen)

A

Li(z,y) = //sot(n—w)wt(y—§)k(€,77)d€d77:
— / / ool — )nly — ) (K(€,m) — (y,m))dedn

1§ — vl
< —= 7! dédn <
~ t2n //y E|<t ‘é‘ n’n+1 5 U
2n+1 l
t2n|l‘ _ y|n+1 ’JJ _ y’n—i—l’
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eftersom [ —n| ~ |z —y| da | — y| >> t.
Vi har alltsa visat

Lemma 5.7.

1 t

1
l < = - '
li(z,y)| < pe(,y) n (1+ \I;y|)n+1 (t+ |z — y|)nHt

Detta ger
9—Jj+1

di 2m
| < = 5
el < [ Wl S

(5.5)

Ovning 5.4. Visa uppskattningen for Vk;!

Vidare ér [ kj(z,y)dy = [kj(z,y)de = 0 ty Q:KP1 = QK1 = Qic = 0
eftersom [ 1y = 0 och alltsa K;1 = 0. Dessutom &r (Q;KP,)*1 = PFKQ;1 =
P/K0 =0, dvs. K71 = 0. Féljdsats 5.4 ger ) K; : L — L*.

Det aterstar endast att ge

Bevis av Lemma 5.6. 1. PKP.f — f i D"

Vi skall visa att < P.KP.f, g >—< Kf,g >. Men < P.KP,.f, g >=
< KP.f,P'lg > . Nu giller P.f — f i D och P'g — ¢ i D. Eftersom
K :Cy° — D far vi KP.f — Kf i D och vi ar klara eftersom u,, — u i
D', o, — @ iD medfor < u,, p, >—< u,p >. Detta ar ett kint icke-trivialt
resultat fran distributionsteorin; beviset bygger pa Banach-Steinhaus sats.

2. PKPy — 0 eD

< PNKPNf,g >=< KPNf,P;\;g >§
gransad.

ﬁ — 0 eftersom K &r svagt be-
|
Vi avlutar med nagra konsekvenser av beviset ovan. Observera att

lt(xay) =< KSDt( - x)vqjjt(' - y) >,

sa vi har visat att om K har antisymmetrisk kérna sa géller

| < K- —2), v —y) > | Stln (5.6)

Definition 5.8. En (godtycklig) singuldr integraloperator som uppfyller (5.6)
kallas svagt begrénsad.

Vi har alltsa visat att en operator med antisymmetrisk kdrna &r svagt
begrinsad. Argumentet for att uppskatta ;(z,y) da |z — y| > Ct fungerar
ocksa for antisymmetriska K och vi har darfor bevisat

Proposition 5.9. Lat K vara en singuldr integraloperator som dr svagt be-
grinsad. Om K1 = K*1 =0 i BMO sd dr K begrinsad pa L?.
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6. BMO

Vi paminner om definitionen av BMO. Om f &r medelvirdet 6ver den
axelparallella kuben @) sa giller

f€BMOR") om f€L}, och

sgpﬁ/Qu — Jol = 1l = [ fllzas0 < oo,

Eftersom |/konst.|[. = 0 maste vi arbeta modulo konstanter for att fa en
norm.

Ovning 6.1. Visa att BMO #r ett Banachrum.

For att visa att f € BMO ér foljande enkla resultat mycket anvindbart.

Lemma 6.1. Antag att det finns cg med
sup/ |f —cgl =M < 0.
QR JQ

Da gdller || f||« < 2M.

Bevis. Vi har

1
fQ—CQ—@—l/Qf—CQ,

1
\fQ—CQIS@/Q\f—CQ\SM

sa

och alltsa

1 1
@/QU—Ms@u—cmw@—cmgzM.
[ ]

Anméirkning 6.1. Det bésta valet av ¢g dr medianen: Om fQ |f — ¢| har
minimum for ¢ sa géller

0=%/@|f—c|=/@sgn|f—cl-
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Ovning 6.2. Visa att om f € BMO sa |f] € BMO och ||| f|[l« < 2|f]s-

Lemma 6.2. Om Q1 C Q2 och |Q2] < C|Q1]| sa ar|fo, — fa.] < C|Ifl«
. 1 o

Bevis. le - sz = mel f= fQ27 sa

1
for — fonl < %@ [ 17- sl <.

Foljdsats 6.3. )
1.0mQ CQ siirl|fg— fal < Clog i3 f]..
2. Om |Q| = |Q| och d = dist(Q, Q) sa gdller

d

[fo — fol < Clog =l fll.
Q|
Bevis. .
1. Vi kan hitta Q = Qo C ... C Q, = Q diir [Qi11] < 2|Qy]. Det behovs
n ~ log % sadana kuber. Lemmat ger

’fQ - fQ‘ < Z ’ka - kaql S On|| f]].
k=1

2. Anvéind a) pa fq — fx och f5 — fx dér K &r den minsta kub som
innehaller
Q@ och Q. Da ar K : s sida < Cd.
[ ]

Att f € BMO inte bara ér ett villkor pa f:s storlek framgar tydligt av
Ovning 6.3. Visa att
1. log|z| € BMO(R),
2. sgnzlog|z| ¢ BMO(R).
Vi skall nu visa att BM O kan definieras med hjélp av Poissonkdrnan (och

andra approximativa identieter) i stéllet for medelvérden med avseende pa
karakteristiska funktioner. Vi paminner om Poissonkérnan i R";

Y Yy
py(*T) =Cn o aiis pz(t) = Cp L
(¥ + [z]?) 2 (¥ + [z — 1)

och
PR = [ FOpdt=p,= f(x), == (r.y) €R}
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Sats 6.4. f € BMOR") <
e (1+ |75| )T

sup [ |f(t) = Pf(2)[p-(t)dt = A < oo;

zERﬁ_ R

och

och A~ || ]l

Anmairkning 6.2. Det ar svarare att visa Sats 6.4 &n att visa att M f ~
P*f. For det senare behover vi bara observera att x1 < p1 och p1 S crxe
dar Y ¢p < 00. Sa att M f ~ P* f beror bara pa storleken hos Poissonkérnan,
men for att bevisa Sats 6.4 maste vi ocksa ta hiansyn till kancelation. O

Bevis. < (Det litta hallet): Lat z = (z,y) € R och 1at @ vara kuben
som &r centrerad i x och har sidan 2y. Pa grund av Lemma 6.1 récker det

att visa
<
|Q|/|f Pf(2)| /If 2)|p-(t)dt

Vi kan anta att = 0. Observera att xg < |Q|py(t). Sa

1
o L1 = PreLs g [15 - Prelem

— [\ = PrEp(tde < 4
= (Det (lite) svara hallet): Vi kan att « = 0 (2 = (z,y)). Lat Qo vara
centrerad i origo och ha sidan 2y. Sétt Q, = 2¥Q. Observera att

o0 oo

1 1
Zz 2k XQk_z%?mXQk'

=0
Med hjélp av Foljdsats 6.3 far vi

NCEAYCIEDS
k

1
t) — fooldt
0 Jo 1F(1) = ol

<y
= 28| Qx]

— 1
F(1) = fauldt + ) o1fa, = fa.l
Qr k=0

>~ 1
<> S llfl + EIf1} < CIAL.
k=0
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Detta ger

/ Ol _ (6.1)
R (1+]¢[2)"5 ‘

IPFC) = fa < [ 110 = faulp- (8 5 1.

och

Slutligen,

. [f(t) = Pf(2)lp:(t) < - £ () = faulp=(t) + [Pf(2) = faol S If]+
|

Anmirkning 6.3. I satsen kan Poissonkérnan erséttas med andra approx-

imativa identiteter.
O

Anmérkning 6.4. (6.1) visar att om f € BMO sa kan inte f viixa for fort
100. O

Vi skall strax se att f inte heller kan bli stor lokalt.

Exempel. Antag att stod f C [0,1] och att f &r avtagande. Lat I, =
[27%,2-27%]. Da &r (0, 1] = U2, Iy, och | fr, — f1,| < Ck pa grund av Féljdsats
6.3 (jamfor fr, och fr, med fio-x ). Sa |fr| < |fr| +Ck. Om = € I} sa ar
f(@) < fr.,, S Ck, och alltsa f(z) < Clog?i. O

Att detta géller i allménhet &r innehallet i

Sats 6.5. (John-Nirenbergs sats) Om f € BMO(R™) sa gdller

—CcA
{o € Qi1f = fol > A} < ClQexp (ﬁ).

Bevis. Vi kan anta att || f]|. = 1. Calderon-Zygmunduppdela u = |f — fq|
pa nivan o = % Vi far kuber Q} med disjunkt inre och

L |f = fol <5 nb. pa QN U;Q),
2 |fay = fol < g Joy 1F = fal < %
och

3.X1QH < 2 [, If — fol < 21QL.
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Vi upprepar nu detta pa varje Q}, med o = % och u = |f — foi|. Vi far
J

L |f— fol <23 n6. pa Q \ U;Q%,
2. |ng—le§2 L5
och

3.2 1Qk < (3)%1Q-

Argument:
1. Om z ¢ UQj sa | f(x) — fql
farl +1fqr = fol < § + 5%

3
§§7

om z € Qj sa |f(x) —

fol < |f(x) -

2. |for—fol < lfaz—Tarl+|fo —fal < gz Joe |F —farl+far—fol < 2%

och

3 Y10 = T Shanea 1@ <

(3)%1Ql-

Zj%fQ; ‘f - fQ}| <

Upprepar vi detta har vi efter n steg kuber @)} med

1 |f— f]<n no pa @ \ UpQY},
(2]fqr — fol < n- %))
och

3. 32 1Q8 < (3)"Q)-

Omnun-3 <A< (n+1)% n=1,23,.. . sdér
{z € Q;le(z) - 90Q| > A <
< Y lai<@rel=eel
Om A <n-=7 saér
{z € Qi lo(z )— vol > MM < Q]
<ePemNQ| < e Q| < Cem Q)

Foljdsats 6.6. (Ekvivalent definition av BMO) Lat

1fllsp =

sup

QI
Da ar f i BMO omm || fl., < 00

/|f )71 < p < o0,

och |[fll« ~ [[fll+-
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Bevis. Jensens olikhet ger om p > 1 att

1 p
(@/Q!f( ~ foldz)” |Q|/!f ~ folda

L _ i _ p\1/P
,Q‘/Q\f fQ\s<|Q,/Qrf fal)”.

Den omvénda olikheten féljer med John-Nirenbergs sats,

eller

i — p:i > p—1 ) B
@ LV gl = [ o € @il — fol > Mo

<C pAP! exp(—i)d)\ = (Sitt u = &) =
0 £ [l 7l

||f||*/°° WA -1 o1y e LI
Cp=— | ) etdu=Cp=iETp),

dvs.

11l < Cor(py e 11

Foljdsats 6.7. f € BMO <

[P
we (L [12) T

sup | |f(t) = Pf(2)]°p:(t) = B < o0;

y>0 JR

och

och BY? ~ | ],

Ovning 6.4. Bevisa det! (Ledning. Jamfor med beviset av Sats 6.4.)

Sats 6.8. Om K dr en singuldr integraloperator som dr begrinsad pd L? sa
gdller
K :L>* — BMO.

Bevis. Jag gor beviset bara da K = H é&r Hilberttransformen. Jag skall
ocksa visa att H : BMO — BMO.

Forsta problemet &r att definiera H pa L. Vi har tidigare definierat H1.
Om vi definierar H f, f € L, pa liknande sitt sa galler
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Lemma 6.9. Om f € L™ sa dar

o [Py 1 [ ) - o) -

dar x € C§°(R) och x =1 ndra xy.

Observera att bégge termerna ér véldefinierade; den forsta eftersom fy €
L?, den andra #r absolutkonvergent om z ~ .

Lat oss tro pa Lemma 6.9 (jag bevisar det senare), och visa att H : L™ —
BMO.

Fixera I = I;(xo) och tag x € C§° med x = 1 pa 2I och stéd y C 31.
Kalla de tva termerna i Lemmat H f; och H fs. Da ér Hf = Hf; + H f5 och

m/nyl |da: |I‘/\Hf1 2da:<m/\Hfl )|*dx

<(H: 1= 1) S 7 [ APl < IR RIS 11
1] 1]
For H f, observerar vi att om = € I,y ¢ 21 sa &r
’1_1’<]1’—x0]< d

r—y xo—y ~lro—yl*> T |xo —yl?

sa
d
< _ -
|Hf2!N/\f(y)Hl X(y)!,%_y‘Qdy

dy
< 1 lloed /| -

y— x0|>2d| _‘T0|
| ]

Bevis av Lemma 6.9. Vi definierar forst H f som ett element i Dy da f €
L>*. Om ¢ € Dy och stod ¢ C I, lat x € C5° med x = 1 pa 2[. Skriv
f=xf+0=x)f=fi+ fo. fi €L*sa Hf; ar vildefinierad. Eftersom H
ar antisjalvadjungerad vill vi ha

<Hfs,0>=—< fo,Hp > . (6.2)

Hogerledet ar konvergent (vi skall strax bevisa det, eller jamfor med defini-
tionen av H1), och (6.2) definierar H f, € Dj.

Lat oss kalla uttrycket i Lemma 6.9 for H, ,,f (ddr zop € {x = 1}). Vi
visar forst att H, ,,f(x) = Hyz,f(z) + konst., sa H, ,, f dr vildefinierad i
BMO och beror inte pa valet av x, z¢:
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Férst observerar vi att H,y ,, f(z) = Hy z, f(2)+konst. (21,22 € {x = 1}),
ty

Hen () = Henf(@)+ [(1= 050 =

rn—yYy T2y
= H,,,f(x)+ konst.

Vidare dr H, ., f(x) = Hy.a, f(2) + konst., eftersom

dy
yo—?/’

f&mﬂﬂzf&mﬂ@+/ﬁm0—ﬂwﬁw)

och integralen ar konvergent. Det allménna fallet foljer fran detta, ty om
Xi, i ar givna, tag x € C§° med y = 1 pa U stdd x;. Da ér

Hx1,$1f(x) =H, . (z) = Hx,xzf(x) = Hy; 2,

Sa nér vi skall verifiera att H, ,,f = H f kan vi vilja x, z¢ adapterade till
@. Da galler

< Hx,a:of%@ >= /Hx,won(x)cp(I)dx

= [ et [ 10 -3 -

—Yy To—Y

://ﬂmmW@wm<l—-1>mw

r—y To—Y
Observera att integralen ér absolutkonvergent sa Fubini d&r OK.
Vi har ocksa, eftersom [ =0,

<Hﬁw>=—<biw>=—/ﬁ@Hﬂw@

= [ F) 0 =3y [ = = pla)da

—-—T Y— o
[ [0 - xweta) = - s
— — X — X .
w1 = xW)e(@)(— = o )ddy
[ ]
Anméirkning 6.5. Lemma 6.9 definierar H f ocksa da f € BMO. a

Ovning 6.5. Visa det! Ledning. f € BMO = [ ‘{fgz‘ dt < oco.

Proposition 6.10. H : BMO — BMO.
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Bevis. Lat [ vara ett givet intervall. Tag y = 1 pa 21, stod x C 31 som
ovan. Skriv

== To)x+(f— )1 —x) + far.
Hfs;r=0,sa Hf = Hf, + H f5 déar
H () = po / (W) = Fsxw) ;.

r—y

och
H fy) = /(f(y)—fsz)(l—x(y))( Loy

r—Yy Zo—Y

Som ovan ricker L2-begrinsning for att uppskatta H f;:

! 2 i X 2 T
(e [VER@P) S o [ 1nE)ka

s:r - s [k s o [ 1f = e

< (Korr. till John-Nirenberg) < || |2
For att upskatta H fy sitter vi

Nu ar
)= o [ 0
1 1
m/dt/ — f)(1 = X6 — s
Sa
Hible) = () = / H fula)dt = (H L)
1 1
|I|/dt/ — fa)l ())<x—s_t—s>d8
och alltsa

1 1
— f3rl(1 = x(s))|—— — ——|dtdxds.
’[‘ /tel/zel/seR ar ())|$—S t—8|

Men om x,t € I, s ¢ 2[ sa &r

1 1 |z — ¢t d
o | < _ 5|2 N — ]2
s 7 |z —s| |s — xo|
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och vi far
Alga [ =Dl <oy,
(30)¢ |5 — 0|
Den sista olikheten foljer av

Lemma 6.11. Lat Q = Qu(zo) och a > 0. Da giller

/ (@)~ fol _ IIfIL
Q

e |z = xo|Pte ™ dr

Ovning 6.6. Bevisa det!

7. Littlewood-Paleyteori och Carlesonmatt

Vart nidsta mal dr att bevisa att y|VPf]? dr ett Carlesonmatt om f €
BMO. Vi borjar med att definiera Littlewood-Paleys g-funktion.

Definition 7.1.

9(f)*(z) = / Y|V Pfx,y)Pdy, v € R™.
0

Da géller
Sats 7.2.
lg(Nle@ny S (I fllLrny, 1T <p < oo
Anméirkning 7.1. Den omvinda olikheten géller ocksa. a

Pa grund av Poissonkérnans utseende &r det litt att verifiera att 5 py( )
och aypy( x) alla dr av formen ;zﬂy ) dédr [ =0 och

1

()] + [V(z)| < Atz

Lat oss éndra normalisering och sétta Q f(z,y) = ¢, * f(x) dér ¢ &r som
ovan och

31 (z) = / Q)P L,

Sats 7.2 dr en omedelbar f6ljd av
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Sats 7.3. Om [ =0 och

(@) + [Vib(2)] S

(1 + |z f)mrt
sa galler
LGl S 1 fllps 1 <p < oo

Bevis. For vara syften ér det tillrackligt att visa detta da p = 2, men vi ger
beviset for alla p.

Da p = 2 kan vi anvidnda Parsevals identitet. Om vi Fouriertransformerar
i z-variabeln far vi

a1 = /ndx | s s@pet
=/ gy * (@)
- / dy/wyg )P de

= d 2
Rnlf ) 6/ yfl
Att [4) =0 ger ¢(0) = 0 och

’ €|
< >
Detta ger
Coaaedy o [T WlED? dy
[ weort = gt

o] 2 d
- / ¥ _¢
o (I4+s)*s

DI [ 7€ Fde = 1715

och alltsa

For att behandla fallet p # 2 skall vi uppfatta g-funktionen som en
Hilbertrumsvird singulér integraloperator. Lat H vara Hilbertrummet med

norm
11 = [ 1P
0 y'
och definiera operatorn K : LP(R™) — LP(H) genom

Kf(z)(y) = Qf(z,y).
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Anmirkning 7.2. Att f € LP(H) betyder att for varje z € R" sa ar f(x)
ett element i H och

B = [ 1@tz = [ [T i@,

L?-resultatet visar att

1Kl = | 1QS G s

dxd
— [ [0 P 15 ey S 1 B

Sa K : L*(R") — L*(H). Vldare uppfyller dess kirna k(x) = k(z)(y) =
Yy () standarduppskattmngarna t.ex. géller

<1

k@)% = / o >|2‘fj (sitt y = tla])

B /OO 1 ‘1¢( >2dt 1
= o e S

Ovning 7.1. Visa att | Vk(z)|| g < \wI’%“

Vi kan nu upprepa argumentet fran den klassiska situationen (Calderon-
Zygmund uppdelning etc.) och LP-uppskattningarna foljer.
]

Om Q #r en kub i R™ med sidan d later vi R = R(Q) vara kuben i R’
given av R = R(Q) = @ x (0,4d).

Definition 7.4. Ett positivt matt p i RY} kallas for ett Carlesonmatt om
u(R) < ClQ| = Ca,

for alla kuber Q. Mattets Carlesonnorm, ||ullc, dr infimum av alla C' som
duger.

Sats 7.5. Om f € BMO(R") sa dar

erPdmy

ett Carlesonmatt och
lulle SN Iao-
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Bevis. Argumentet &r snarlikt beviset for Sats 6.8., men nagot enklare ef-

tersom det inte dr nagot problem att definiera Q) f. Lat () vara en given kub
och skriv

foq + (f = fo@)x2q + (f — f20)(1 — X20)
fl +f0+foo

Eftersom [¢ = 0 dr Qf; = 0. Uppskattningen av Qfo foljer med hjilp
av L2-begrinsningen av g-funktionen:

dzd & dzd
[ 1P < [ [T st
R(Q) Y n Jo

Y

1
S [ 1P =10l o [ 1~ fal S Q1 Vo

dér den sista olikheten foljer fran Foljdsats 6.6.
For att uppskatta @) fo observerar vi att da = € @) géller

Qo y)| = [tby + [ ()]

)
< foo(u)|du.
e L
Sa om (7,y) € R(Q) dr enligt Ovning 6.5

Q) sy/ 17w — faol 4

Y
< £
och

AT |Qfoo| 5 AT dydr = ||f||BMo-
‘Q’ R(Q) Yy |Q| R(Q)

d
]
Foljdsats 7.6. Om f € BMO sa gdller
%dz < 00
och
y|VPf|*dxdy dr ett Carlesonmatt.
Anmirkning 7.3. Omvindningen géller ocksa. O
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Vi avslutar denna paragraf med nagra resultat om sambandet mellan
Carleson- matt, Hardy-Littlewoods maximalfunktion och icke-tangentiell kon-
vergens.

Vi later I', beteckna den rita konen i R’ffl med spets i x € R", I', =
{(z,y);|z—y| < y}. Om u &r en funktion i R betecknar Nu(z) = supp, |ul
dess icke-tangentiella maximalfunktion. Nésta 6vning visar att NPf < M f.

Ovning 7.2. a) Lat I' = {(z,y) € R2;|z| < y} och x = X(-1,1]- Lat xy beteckna
dilationerna av x, definiera v i 6vre halvplanet genom v(z,y) = x, * f(x) och sétt

[ (@) = supvl.
x+I

Visa att f* < Mf.

b) Generalisera till fallet da v erséitts med u dér w &r f:s Poissonintegral.

Vi har ocksa

Sats 7.7. Om pu dr ett Carlesonmatt och u dar kontinuerlig sa gdller

/n /OOO lu(z, y)Pdp(z,y) S llulle /Rn |Nu(z)[?

Bevis. Lat B, , vara bollen med centrum i = och sidan y. Om |u(z,y)| > A
sa dr Nu > A pa Byy och {z; Nu > A} = U, ;)5 Bey- Lemma 2.2 ger
disjunkta B; med U3B; D {Nu > A}. Da géller

p{lu(z,y)| > A} C p(UR(3B;)) <> pu(R(

< (u Carleson) < Z 13B;| = 3”2 |B;| < 3"{Nu> A}

Argumentet ovan ar inte helt korrekt, B, , &r bollar och inte kuber som
i definitionen av Carlesonmatt, men det &dr latt att ratta till. [ ]

Foljdsats 7.8. (Carleson-Hdérmanders olikhet) Om p > 1 och p dr ett Car-
lesonmatt sa gdller

P aute,s) < lulel 1
s
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8. Paraprodukter och bevis av T1-satsen

Lat ¢, € C° med [¢ = 1 och [+¢ = 0. Sdtt P.f = ¢ = f och
Qi f = Yy % f. Formellt definierar vi paraprodukten mellan f och b genom

m(D =) = [ Q@b R (81)
For paraprodukter har vi foljande resultat:
Sats 8.1. Om b e BMO sa uppfyller Ty:s kdarna standarduppskattningarna.
Sats 8.2. T, : L? — L2,

Foljdsats 8.3. Ty, dr en begrinsad singuldr integraloperator och Ty, : [P —
LP)1<p<oo.

Om dessutom

o odt
/ Q— =1Id (8.2)
0 t
sa galler
Sats 8.4. T,(1) =0 och TT;(1) =0, b€ BMO.

Med hjélp av dessa resultat kan vi ge

Bevis av T1-satsen. Lat b = K1 och b* = K*1. Sitt S = K — T, — (T )*.
Enligt Sats 8.1 har S en standardkérna, och enligt Sats 8.4 géller

S1=K1—Ty1)— (M) (1) =K1l —b—0=0

och
S1=K1-T;(1)=Tp(1)=K1-0-0"=0.

Proposition 5.9 ger S : L? — L?, och enligt Sats 8.2 dr ocksa K begrinsad
pa L2 |

Ovning 8.1. Lat K vara en singulir integraloperator med standardkérna. Visa att

K1 e BMO(R™) omm /\K(X3z)| S M.
I

En stor svarighet i beviset av Sats 8.1-4 dr att ge mening at de formella
definitionerna (8.1) och (8.2). Lat oss forst betrakta (8.1).
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Lemma 8.5. Lat

TN ( / Qb PHY.

Da konvergerar 7TZ’N(f) svagt i L* och

| <N ()9 > | S Ibllsaoll fllzllgle- (8.3)

Bevis. Med hjilp av Cauchy-Schwartz olikhet far vi

N
d
< TV (f)g > | = |/ <Qu@b-Pf)g> )

=1 [ <av-nra= =1 [ [ o niamtt

2dt 12 od 1/2
< [ @iaplhye [ inspior sy e

<(f [ttty [ [ meorttys

— Al2pl/2
Sats 7.3 ger
A< / 3(9)%dx < |lg.

P4 grund av Sats 7.5 &r |Q:b[*%% ett Carlesonmétt p med [|ule < 101 % 1m0
och Foljdsats 7.8 ger

B s [ RSPt S Il I3
+

S blsaoll £13,

och (8.3) ér bevisad. Vi ser ocksa att < 5" (f), g > konvergerar eftersom

L dt
[ 1@k =owll2
té(e,N)

dae— 0, N — oo.
|

Pa grund av lemmat &r alltsa 77,(f) definierat som ett svagt gransvarde

i L2
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Bevis av Sats 8.1. Viskall visa att 77}, &r en singulér integraloperator med
kédrnan

k(x,y) = /000 o Y — 2)Qub(2) (2 — y)@ (8.4)

Lat oss forst uppskatta k. Antag att stod ¢» C By(0) och lat B = By(x).
Da giller

@) = | [0) ~ ba)ists —
S [ ) = baldy S 5 [ 1b6) = baldy S Plasro
. B
sa
1Qeblloe S lIbllav0-
Detta ger

dt
k) < lbllsaro / / Wil — 2)onl= — y)ldz

o dt

y z|<f

Genom att translatera och rotera far vi

/ dz = / du.
lz—z|<t lu|<t

ly—z|<t |[u—lz—y||<t

Om vi dillaterar i t-integralen far vi

< 1 dt
. < at du.
| (l‘,y)| N/O g2ng2n ¢ / [u|<st Y

lu—lz—y||<st

Med s = |z — y| och u = sv ger dettta

k) S Tl dt

= |z —y|"

t2n ¢’
dar
I(t) = / dv.
|v]<t
[v—1|<t

Eftersom I(t) = 0 om ¢ < § och I(t) ~ t" da t — oo sa &r

< I(t
/ )dt _
0 t2”t
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och alltsa )

k()| S 77—
|z —y|
Kalla 7TZ’N:S kiarna k©N. D4 ar

N dzd
N (2, y) = / Ul — Qe — 1) T
€ z€R™

Som ovan far vi

[k (2, )] < (8.5)

|z =y
likformigt i €, V.
Att T, ~ k betyder att om f, g € C3° har disjunkta stod sa &r

<Tuf)g>= [ [ b)) dody.
Men
<T(f),g> = lim <N (f),9>

e—0
N —oo

= lim / / KN (2, y)g(2) f (y)dady.

e—0
N —oo

Dominerad kovergens ger nu

<T(f) g >= / / ke, y)g() f(y)dedy.

sa Ty, ~ k dar |k(x,y)| < |z —y| ™.
Att [Vk(z,y)| < |z — y|~ Y visas pa liknande siitt. n

For att bevisa Sats 8.4 behover vi tolka det formella villkoret (8.2). Vi
skall ocksa visa att vi kan vélja ¢ sa att (8.2) ar uppfyllt.
Lat
N
dt
A = < [ @i
dt

_ /€N<Qtf,Q;‘g>?=/Rn ENQthIg

N dtdr N dtdx 1
Al = ([ @S [ Pt
R Je R Je

< ([ la@Pani([ 16(7)Pdr)* < gl 7l

Rn

dtdx
5
Sa
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och

1393/@ - [ et

N—oo
svagt i L.
Om vi Fourier transformerar i z-variabeln far vi
o dt _ N N
< [ @iTas = m < [ deorfoF >
0 N —o00 €

— < f© / e 4>

Om nu it
| et =1 (36)
0

far vi

o dt .

< Qtf?g >=<f,g>=<f,g>,

0

dvs.

/ QG =j=1ds

For att fa (8.6) uppfyllt véljer vi ¢ radiell. Da ar 1 ocksé radiell och

<. dt <. dt ® ., . ds
| ouerf = [herd = [ oS -c
och om vi erséitter ¢ med ¢/C' giller (8.6).

Bevis av Sats 8.4. Formellt ar

(1) = / Q:(Qib- P1 )dt

dt dt
= /0 Qt(th)?Z/ﬂ Q§b7:b-

Att gora detta till ett bevis ar lite besvarligt pa grund av kranglet med
definitionen av 7,(1); om n € C§°, [n = 0 och stéd n C B = B,(p) sa tog
vi x € Cg° med x =1 pa 2B och satte

<Tp(1),n >=<Tu(x),n >+ <1—=Xx,Tyn>.

Den forsta termen ar véldefinierad, den andra &r det ocksa pa grund av
standarduppskattningarna:

45



Om z ¢ 2B sa ar
Tin(e) < / k() — k() In(y)|dy

Iy Pl 1
< dy < ———

som &r integrerbart mot 1—x(x). Denna uppskattning géller ocksa (uniformt)
. e,N . . ro N
for 7,7 s kdrna. Vi far darfor

< Ty(1),n) = lim <N (1),n>.

e—0
N —oo

For fixa e, N har vi

TN = / Qb 1)

=Z‘@%-

Det ér inte sjdlvklart att 75" (1) — b men

/ (@7) nﬂ — 1.

Kom ihag att ||@Q:b|lec S ||b]|Bao. Dessutom géller ||Qinlly < ¢, ¢t — 0, och
1Qinll S %, t — oo. Skriv nu

dt

N
<), > = / <thn>7

N da:dt
=b/<Qan

Denna integral &r absolutkonvergent och

dt

< Try(1),m >:/ < Qib, Qin > -
0

= [ <ni@irn= 5 = [ o [ @

= / b(x)n(x)de =< b,n >
sa Ty(1) = b i BMO.
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For adjunkten 777 (1) har vi formellt
. * dt
< T(1),n >=<1,Ts(n) >_/ <1, Qu(@Qid- Pim) > 7
0
= dt > dt
0 0

Detaljerna som behovs for att verifiera att denna formella kalkyl ar riktig
overlamnas (med gliddje) till ldsaren. |
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