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OBS! Manga av foljande Oningar ar ganska svara, svarare én
vad ni ska se pa tentan eller i boken. Los sa manga du kan. Det
iar meningen att de blir en utmaning. Det behdvs inte 16sa allting
for att kunna fi bonuspoéng.

F.1 Vilka av foljande foljder av reella tal konvergerar. Om f6ljden kon-
vergerar, hitta gransvardet. Motivera alla dina slutsatser :

(a) z, = den n'® siffran i den decimala utvecklingen av .

*¥*x* (b) z, = w, dar A(n) = antal 9’ar bland de forsta n siffror i den
decimala utvecklingen av .

(¢) z, = antal olika prim som dividerar det naturliga talet n.

* (d) 7y = 57k (ledning).

" (e) 2, = Bl

*¥** (f) z, = #M(n) - lnnmh déar m(n) := antal prim < n.

2
z, _1—6

* (g) zo =21, zp = n-1—5

for alla n > 0 (ledning).

F.2 Ge ett precist bevis att limy_,o0 kX% = 1, dvs for varje € > 0 bestam en
N, >> 0 saatt [kY/* — 1| < e for alla k > N..

F.3 Lat {U,} vara en samling av bagvis sammanhidngande delméngder till
niagon R". Antag att NU) # ¢. Visa att UU), ar bagvis sammanhangande.



F.4 Ovning 5, avsnitt 1.3 i GLO.

F.5 Beskriv en kontinuerlig bijektion f : X — Y for foljande par mingder
(X,Y).

(a) X =(0,1),Y = (-1,1).
(b) X = det hogra halva planet, Y = det 6ppna enhets skivan.

F.6 (i) Forklara varfor det finns ingen kontinuerlig injektion fran den slutna
enhets kvadraten i R? till den slutna enhets intervallen i R (obs! Det finns
kontinuerliga bijektioner i den andra riktningen !!!, de sa kallade space-filling
curves).

* (ii) Anvind den Jordan Curve Theorem for att bevisa att det finns in-
gen kontinuerlig bijektion fran en sluten annulus till en sluten skiva (jamfor
detta resultat med den Riemann Mapping Theorem).

F.7 Lat X vara en mingd och f : X — X en funktion. En punkt x € X
kallas for en fizerad punkt (eng.: fized point) till f om f(z) = x.

Visa att varje kontinuerlig funktion f : X — X har minst en fixerad
punkt dar

(a) X =[-1,1] (ledning).
** (b) X = den slutna enhets skivan i R2.

F.8 (Titta i boken, exempel 9, s. 36 for lampliga definitioner). Lat A, B
vara tva delmingder till samma R". Visa att {z € R" : d(z, A) = d(z,B)}
ar en sluten delmangd till R"™.

F.9 (i) Lat f(0,1) — R vara en kontinuerlig injektion. Visa att f har
en kontinuerlig utvigning till [0, 1].
(ii) Kan vi dra samma slutsats om f inte r injektiv ?



F. 10 Lat A, B vara delmangder till samma R™. Visa att
(a) (AUB) = AUB.
(b) (AnB)" C AnB.
(¢) Ge ett exempel som visar att vi far inte alltid likhet i (b).

F. 11 Identifiera M,(R) med R™™"™ som i exempel 8, s. 35. Vilka av
foljande delméangder till My(R) dr bagvis sammanhingande :

(a) {A:det(A) # 0}.
(b) {A: det(A) > 0} (ledning).
* (c) {A:det(A) > 0}.

F. 12 Bevisa att en sammansattning av tva likformligt (resp. Lipschitz)
kontinuerliga funktioner ar likformligt (resp. Lipschitz) kontinuerlig.

F. 13 Bevisa generaliseringen av medelvirdesatsen pa s. 52 i boken genom
att betrakta funktionen g : R — R dar

g9(t) = f(t2 + (1 = 1)g) — t(f (@) - f(7))- (1)

Det ska bli nagra 6vningar till, sarskilt om likformilga funktioner, men just
nu ar jag for trott att tinka mer.

Ledning : betyder att du kan anhalla mig om en ledning, men i detta fall
far du max. 50 procent pa Gvningen.

* betyder att 6vningen ar (enligt min asikt) lite svarare. Notera att Gvningar
med ledning kan ocksa bli svirare utan ledningen.

** betyder att problemet dr 16st, men ingen ‘elementér’ 16sning ar kannt.

*¥** betyder att problemet dr olost, dvs ... (som forut) !



*¥¥¥¥ betyder att jag vet inte om problemet dr 16st, men skulle inte bli
overraskad om det ar inte.



