MAN 030 : Inlämningsuppgift 2 Lösningar

F.1 (a) Konvergerar inte, ty π ∉ Q.

(c) Konvergerar inte. Det finns oändliga många primtal. (d) Konvergerar inte. Vi har lim_{n→∞} x_n = +∞. För att se detta, titta på kvotet^xn^{+1}_xn =^{(2n+1)(2n+2)}

2(n+1)2 , som går mot 2 när n → ∞. Alltså, följden

växer asymptotiskt liksom den geometriska följden 2^n. (g) Notera att om f(x) = x^2 − 5x + 6, då

x_n = x_{n−1} − f(x_{n−1}) f^′(x_{n−1}) (1) som man känner igen som formulen i Newton’s metod för att approximera en lösning till f(x) = 0. Ty f(2) = 0 och vi har valt x_0 = 2.1, det är klart att denna följd borde konvergerar till 2. För att bevisa detta, skriv x_{n−1} = 2 + ϵ_{n−1}. Då är x_n =^{(2+ϵ}n�^{1)2−6}

2(2+ϵn�1)−5 =

ϵ2n�1^{+4ϵn}�^{1−2} 2ϵn�1−1 = 2 + ϵ2n�1 2ϵn�1−1 . Det vill säga, ϵ_n = ϵ^2_{n−1} 2ϵ_{n−1} − 1

. (2)

Ty ϵ_0 = 0.1, det följer att |ϵ_n| ≤ |^1_{2(0.1)−1} |ϵ^2_{n−1} för alla n, så att ϵ_n → 0 när n → ∞.

F.2 Sätt x_k = k^{1/k} − 1. Då är k = (x_k + 1)^k ≥ 1 +^{k(k−1)}_2 x^2_k för alla k ≥ 2. Alltså, för k ≥ 2 får vi att k ≥ 1 +^{k(k−1)}_2 x^2_k ⇒ x_k ≤ √ 2 k . Det följer att |k^{1/k} − 1| < ϵ för alla k så att √ 2 k < ϵ ⇔ k >^2_{ϵ2} . Då kan vi välja N_ϵ =det minsta heltalet ≥^2_{ϵ2} .

F.3 Låt a, b ∈ ∪U_λ := X. Vi måste visa att det finns en båge i X från a till b. Välj λ_1, λ_2 så att a ∈ U_{λ1} och b ∈ U_{λ2} . Ty snittet av alla U_λ inte är tomt, välj x i snittet. Ty U_{λ1} är b.s.h., det finns en båge C_1 i U_{λ1} från a till x. På samma sätt, ty U_{λ2} är b.s.h. finns det en båge C_2 i U_{λ2} från x till b. Då är C_2 ∘ C_1 en båge i X från a till b.

F.4 (a) Ty både H och K är slutna, då är H ∩K också slutna (Korollarium 1.13). Ty K är begränsad och H ∩ K ⊆ K, då är H ∩ K också begränsad. Alltså H ∩ K är både sluten och begränsad, dvs kompakt. (b) Korollarium 1.13 ⇒ snittet är sluten. Snittet är en delmängd av var och en av en familj av begränsada mängder, därför begränsad. (c) En union av ändliga många slutna mängder är sluten (Korollarium 1.13). En union av ändliga många begränsada mängder är begränsad (låt K_1, ..., K_n vara begränsada, säg K_i ⊆ B(0, k_i). Då är ∪K_i ⊆ B(0, k) där k = max k_i.

F.5 (a) f(x) = 2x − 1.

(b) Notera att det högra halva planet kan betraktas som mängden av alla punkter i R^2 som är närmare (1, 0) än (−1, 0). Om vi identifierar R^2 med C genom (x, y) ↔ x+iy := z, den klassiska bijektionen från det högra halva planet till det öppna enhetsskivan är f(z) =^{1−z}_{1+z} .

En mer geometrisk avbildning är : om P = (x, y) då f(P ) = Q där |OQ| =^{d(P,(1,0))} d(P,(−1,0)) och ⃗OQ ‖ ⃗OP .

F.6 (a) Denna gjorde vi i en föreläsning. Idéen är att om du tar bort en inre punkt från en intervall i R, dåblir den osammanhängande. Men om du tar bort en inre punkt från en kvadrat i R^2, det förblir sammanhängande. (b) Here’s a simple proof using the Jordan curve theorem. Let D denote the closed unit disc and A an annulus. Suppose f : A → D were a homeomorphism ; we shall use JCT to get a contradiction. Let A_1 and A_2 denote the inner and outer boundaries of the annulus, respectively, and let f(A_i) = B_i. Since f is a homeomorphism, each B_i is a simple closed curve in D. Considering B_i as a simple, closed curve in the plane, JCT implies that B^′_i has two connected components. But since removing A_i does not disconnect A, so removing B_i cannot disconnect D. This implies that all of D − B_i must lie in a single component of B^′_i in the plane. In other words, it implies that B_i = bdry(D). Hence, f(A_1) = f(A_2) = bdry(D), contradicting the fact that f is one-to-one.

F.7 (a) Låt f : [−1, 1] → [−1, 1] vara kontinuerlig. Definiera g : [−1, 1] → [−1, 1] genom g(x) := f(x) − x. Notera att g(−1) ≥ 0 och g(1) ≤ 0. Ty g är kontinuerlig, den mellanliggandevärde satsen innebär att det finns x_0 ∈ [−1, 1] så att g(x_0) = 0, dvs f(x_0) = x_0, dvs f har en fixed punkt. (b) Det enda kännt beviset använder algebraisk topologi.

F.8 Det bevisas i boken att om A är en delmängd till någon R^n, då är funktionen f_A : R^n → R, där f_A(x) := d(x, A), kontinuerlig. Notera nu att {x ∈ R^n : d(x, A) = d(x, B)} = f^{−1}({0}), (3) där f := f_A − f_B. Ty f är kontinuerlig och {0} sluten i R, det följer att den vänster leden i ( ) är sluten i R^n.

F.9 (a) f är antingen växande eller avtagande. Antag f växande (annars betrakta −f). Utviga f till [0, 1] genom att sätta

f(0) := lim_{x→0} f(x) f(1) := lim_{x→1} f(x). (4)

(Den monoton konvergens satsen garanterar att dessa gränsvärde existerar). Vi måste bevisa att den utvigade f är fortfarande injektiv. Detta är lätt : ty f är växande och injektiv, f(0) < f(x) < f(1) för alla x ∈ (0, 1). (b) Nej, t.ex. funktionen f(x) = sin(1/x) kan inte utvigas kontinuerligt till x = 0.

F.10 (a) I allmänhet, om X ⊆ Y då X̄ ⊆ Ȳ (varje Cauchy följd i X är också en Cauchy följd i Y ). Alltså, både Ā och B̄ ⊆ (A ∪ B)^−, så att Ā ∪ B̄ ⊆ (A ∪ B)− ... (*).

I den andra riktningen, låt x ∈ (A ∪ B)^−. Dåfinns set en Cauchy följd (x_k) av punkter i A ∪ B som konvergerar till x. Denna följd har en oändlig delföljd som ligger helt i antingen A eller B. Alltså, finns det en Cauchy följd i antingen A eller B som konvergerar till x, dvs antingen x ∈ Ā eller x ∈ B̄, dvs x ∈ Ā ∪ B̄. Därför (A ∪ B)^− ⊆ Ā ∪ B̄ ... (**).

(*) och (**) antyder att (A ∪ B)^− = Ā ∪ B̄.

(b) Följer direkt från ovanstående observation att X ⊆ Y ⇒ X̄ ⊆ Ȳ . (c) Låt A = (0, 1), B = (1, 2). Då är A ∩ B = (A ∩ B)^− = ϕ, men Ā ∩ B̄ = {1}.

F.11 (a) Ej b.s.h. Ty funktionen A −→ det A är kontinuerlig (bevisas i boken), en båge från en matris med negativ determinant till en matris med positiv determinant måste träffa en matris med determinant noll. (b) B.s.h. Varje matris A kan förbindas till den nolla matrisen O_n via bågen f(t) = (1 − t)A, 0 ≤ t ≤ 1. (c) I can’t come up with a proof which does not use some linear algebra, hence would be interested to have one which doesn’t. So here is a sketch of a linear algebraic proof (I don’t want to give full details as it would take too long, and perhaps distract from the simplicity of the basic idea).

Step 1 : Every n×n matrix of positive determinant is a product of a finite number of symmetric n × n matrices of positive determinant. For general n, it requires some algebra to prove this, though for n = 2 you should be able to do it by explicit computation. I hope that it is at least believable.

Step 2 : Now let A, B be n × n matrices of positive determinant, and write each as a product of symmetric matrices

A = A_1A_2...A_r B = B_1B_2...B_s, (5)

where each A_i and B_j has positive determinant. We may suppose that r = s, by adding on copies of the identity matrix if necessary.

Now, in order to find a path from A to B in M_n(R)^+, it suffices to find paths P_i from A_i to B_i, for i = 1, ..., r, for then the ‘product’ of these paths goes from A to B. So we’ve reduced the problem to finding a path between two symmetric matrices.

Step 3 : Recall that every symmetric matrix is diagonalisable. So let A, B be symmetric. Then there exist orthogonal matrices X, Y , each of positive determinant, and diagonal matrices D_1, D_2 such that

X^{−1}AX = D_1 Y^{−1}BY = D_2. (6)

Hence, to get a path from A to B, it suffices to find a sequence of paths

A → X^{−1}AX = D_1 → D_2 = Y^{−1}BY → B. (7)

Step 4 : Finding a path between two diagonal matrices, each of positive determinant, can easily be reduced to the 2 × 2 case, and that in turn

can easily be reduced to the question of finding a path from ( 1 0 0 1 ) to ( −1 0 0 −1 ) . Such a path is given by f : [0, 1] → M_2(R)^+ where, for

example, f(t) = ( 1 − 2t −t(1 − t) t(1 − t) 1 − 2t ) . (8)

Step 5 : So it remains to find a path A → X^{−1}AX. The same idea (in reverse) gives a path Y^{−1}BY → B. I will only describe such a path explicitly for the 2 × 2 case. Since X is an orthogonal 2 × 2 matrix of positive determinant, it has the form X = ( Cos θ Sin θ −Sin θ Cos θ ) , (9)

for some θ ∈ [0, 2π). Then a path f : A → X^{−1}AX is given by

f(t) = [X(t)]^{−1}AX(t) where X(t) = ( Cos tθ Sin tθ −Sin tθ Cos tθ ) . (10)

F.12 Ska glömmas, ty vi inte har diskuterat likformig kontinuitet.

F.13 Detta resultat är av allmänt interesse, så vi ger ett bevis i alla fall. Sätt ⃗v_t := t⃗x + (1 − t)⃗y som simplificering. Notera att g(0) = g(1) = f(⃗y). Dåantyder Rolle’s sats att det finns t_0 ∈ (0, 1) så att^{dg}_{dt} (t_0) = 0. Kedjeregeln antyder att dg dt = ∇f( ⃗ v_t) · (⃗x − ⃗y) − (f(⃗x) − f(⃗y)).(11) Resultatet följer.