Tillagg till foreldsning 3 (11/9/01)

Sats 3.1 Lat n,k > 0 vara heltal. Antalet losningar till

1+ T2+ -+ T =N, (1)
dar de x; ar icke-negativa heltal, ar < " Zf; 1 )
BEvis : Vi infér symbolerna -, |, som ska kallas fér ‘dot’ och ‘dash’ resp.
Notera att den binomiala koefficienten | ' —I:f; 1 ar lika med antalet

ord som kan bildas ut av n stycken ‘dots’ och k — 1 stycken ‘dashes’. For
varje sadant ord innehéller n + & — 1 symboler totalt, och ordet bestims
unikt av vilka k — 1 av de n + k — 1 positionerna som har en ‘dash’.

Vi skall nu beskriva en 1-1 korrespondens mellan dessa ord och losningarna
till (1). Tag ett godtyckligt ord W alltsa, och ansluta dartill k-tuplet
(xla T2 -1y xk)a dar

z1 = antalet ‘dots’ innan den férsta ‘dash’,

T9 = antalet ‘dots’ mellan den férsta och andra ‘dashes’,
r3 = antalet ‘dots’ mellan den andra och tredje ‘dashes’,
zr = antalet ‘dots’ efter den sista ‘dash’.

Eftersom det finns n stycken ‘dots’ totalt i W, da ar (z1,...,2x) en 1osning
till (1). Det ar klart att olika ord ger olika k-tupel, och att varje 16sning till
(1) anslutas till nagot ord. Da har vi den efterlingtade 1-1 korrespondensen
och beviset ar slut.

Sats 3.2 Lat n > 0 vara ett heltal. Da galler att
2
2n - n
k=0

BEVIS : Den VL av (2) ar antalet n-element delméngder till {1, ...,2n}. Lat
A beteckna samlingen av alla dessa n-element mangder. Vi skall nu visa hur



man far dela upp A i n stycken mindre samlingar, Ay, ..., A, sd att

2
n
Detta skall racka till att bevisa (2). Sa vad ar Ay da ?

Ju, forst splittra mangden {1,...,2n} i tva halvar, H; := {1,...,n} och
Hy := {n+1,..,2n}. Lat da Aj besta av alla n-element méngder som
innehaller k element fran H; och n — k fran Hy. D& ar varje mangd X i
samlingen Ay av formen

X =X UXy,
diar X; ar en k-element delmingd till H; och X; 4r en (n — k)-element
delméangd till Hs. Vi har alltsa Z'
mojligheter for Xo. Enligt multiplikationprincipen har vi da totalt

(2) ()= (i) (3)= ()

mdojligheter for X, som bevisar (3) och dirmed hela satsen.

méjligheter fr X, och ( . " L )

Sats 3.3 Lat n > 0 vara ett heltal. Da galler att

2%%(2) (4)

k=0

BEevis : Koefficienten Z ar antalet k-element delméangder till {1, ...,n}.

Om vi summerar 6ver k, fran 0 till n, dd riaknas VARJE delmangd till
{1,...,n} precis en gang. Det kvarstar darfor att bevisa att {1,...,n} har to-
talt 2" delmangder. Vi gor detta genom att beskriva en 1-1 korrespondens
mellan delmangderna och binara ord av langd n. Enligt multiplikation-
sprincipen, ar antalet sddana ord exakt 2", eftersom vi har tva mojligheter
(0 eller 1) for varje position, och n positioner totalt.

Tag nu ett ord W. Antag att W har en etta i k stycken positioner, sig
positioner z1, ...,z dar 1 < z1 < ... <z < n, och en nolla i de kvarstaende
positionerna. Anslut da till W, k-element méngden {z1, ...,z }, som &r en



delmingd till {1,...,n}. Det ar klart att till olika ord anslutas olika méngder,
och att varje delméngd till {1,...n} anslutas till nagot ord. Da har vi den
efterlangtade 1-1 korrespondensen, och beviset dr darmed slut.

OBs! Ekv. (4) kan ocksa deriveras genom att sidtta z = y = 1 i Bino-
mialsatsen. Se dina foreldsningsanteckningar.

Sats 3.4 Lat X wara en andlig, icke-tom mangd. Da ar det totala an-
talet delmdngder till X bestaende av ett jamnt antal element lika med det
totala antalet delmangder bestaende av ett udda antal element.

BEvis : Det ricker att betrakta méangderna {1,...,n}, for n > 1. Lat J,
(resp. U,) beteckna det totala antalet delmangder till {1,...,n} bestdende
av ett jamnt (resp. udda) antal element. Vi skall visa att, for alla n > 1,

Jn =Up=dp-1+ Un—l = 2n—1'

Betrakta J,. Lat A vara en delméingd till {1,...,n} som har ett jAmnt antal
element. Det finns J,, mojligheter for A enligt definitionen. Antingen n € A
eller n ¢ A. Omn € Ada ar A = {n} U A% diar A* 4r en delmingd
till {1,...,m — 1} som har ett element mindre &n A, darfor ett udda antal
element. Enligt definitionen, finns det U,,_; mojligheter for A*. Om n & A,
dar ar A sjilv en delméngd till {1,...,m — 1}, med ett jimnt antal element,
sa enligt definitionen finns det J,_; mdjligheter for A.

D& finns det totalt J, 1 + U, 1 modjligheter for A, som bevisar att
Jpn = Jn-1+ Up-1.

En liknande argument (som lamnas till ldsaren), visar att U, = J,—1+Up_1.-
Slutligen, att J, = U, = 2"~ ! foljer d& fran att {1,...,n} har totalt 2"

delméngder (se beviset av Sats 3.3).

OBs! I termer av binomiska koeflicienter, Sats 3.4 ar ekvivalent med ek-

vationen .
> (=¥ ( . ) =0. (5)
k
k=0
Denna ekvation kan ocksa verifieras genom att sitta x = 1, y = —1 i Bino-

mialsatsen. Se 6vning 5.27 och dina f6érelasningsanteckningar.



Sats 3.5 Lat n > 0 vara ett heltal. Da galler att
3”:&(”)2’9. (6)
i\ F
BEVIS : Vi pastar at bada ledar av (6) ger antalet ternira ord (dvs, ord i

de tre symbolerna 0,1 och 2) av lingd n.

VL : Vi har tre mojligheter for varje position (0,1 och 2) och n positioner
totalt, sa enligt multiplikationprincipen finns det 3™ mojliga ord av langd n.

HL : Lat W beteckna samlingen av alla ternira ord av langd n. Vi skall
dela upp W i n stycken mindre samlingar, Wy, ..., W,,, sa att

#Ww=<z>%
Detta skall racka till att bevisa (6). Sa vad ar Wy da ?

Ju, Wy skall besta av alla ord med (n — k)-stycken nollor. For ett sadant

ord, finns det val f6r positionerna av nollorna. Efter att ha plac-

n
n—=~k
erat nollorna fir man sitta antingen en etta eller an tvda i var en av de
kvarstaende k positionerna. Enligt multiplikationprincipen, har vi da att

#mmz(nﬁk>ﬂ=<2)ﬁ,

vilket skulle visas.

OBs! Ekv. (6) kan ocksa deriveras genom att sitta z = 2, y = 1 i Bi-
nomialsatsen. Se Ovning 5.28 och dina foreldsningsanteckningar.



Tillagg till foreldsning 4 (14/9/01)

Sats 4.1 Lat a,b vara naturliga tal. Da gdller att SGD(a,b) dr det minsta
naturliga talet som kan skrivas i formen

az + by, (7)

for ndgot par x,y av heltal (inklusive negativa tal).

Bevis : Lat d vara det minsta naturliga talet som kan skrivas i formen
(7). Lat xg,yo vara heltal sa att

d = axg + byo. (8)
For att bevisa att d = SGD(a, b) maste vi visa att
(1) dla.

(ii) d|b.
(iii) Om c|a och c|b, da c|d.

(i) Enligt division algoritmen, finns det ett unikt par ¢, av heltal sa att
0<q,0<r<doch
a=qd+r. (9)

Att d|a ar ekvivalent med att r = 0. For att visa detta, substituera (8) i (9)
som da siger, efter lite manipulation,

r = a(l —qzo) + b(—qyo)- (10)

Ekv. (10) uttrycker r i formen av (7). Men r > 0 och d, enligt dess def-
inition, ar det minsta positiva talet som kan skrivas i denna form. Darfor
maste ju r = 0.

(ii) Samma typ av argument som for (i).

(iii) Lat ¢ vara nagon gemensam delare till @ och b. Da dr c¢ ocksa en
delare till azg + byy = d, v.s.v.



Tilldgg till forelédsning 9 (02/10/01)

Hédanefter, anvinder vi multiplikativ notation - for den bindra operationen
i en allman grupp.

DEFINITION 9.1 : En icke-tom delméngd H till en grupp G kallas fér en
delgrupp till G om

(i) for alla a,b € H, sa ar ab € H ; dvs, H &r sluten under multiplika-
tionen i G,
(ii) for alla @ € H, sa dr a~! € H.

Proposition 9.1 Ldt (G,-) vara en grupp, och H en delgrupp. Da dar (H,-)
en grupp.

BEVIs : Vi maste kolla att (H,-) satisfierar gruppaxiomen. H ar sluten
under - enligt (i). Gruppoperationen ar associativ i hela G, da ocksa i
H. Varje element i H har en invers i H, enligt (ii). Det kvarstar att visa
existensen av en identitet. Vi pastar att identiteten 1 av G ligger i H. For
H ir icke-tom, sa det finns minst ett element o € H. D3 ir a ' € H, enligt
(ii). Och di &r 1g = aa~! € H, enligt (i).

Proposition 9.2 I en andlig grupp, (i) ar ett tillrackligt villkor for att
en delmangd ska vara en delgrupp.

BEVIS : Sa 1at G vara en dndlig grupp och H en sluten delmingd. Léat
a € H. Vi miste visa att a ! € H. Eftersom G ér #indlig, kan inte alla
positiva potenserna a”(n > 0) av a vara olika element i G. Darfor maste
det finnas n > m > 0 si att a™ = a™, som antyder att a” ™! = a~!. Men
a" ™l =qg-a-...-a (n—m — 1 ginger) ir ett element av H, eftersom H
ar sluten under multiplikation, v.s.v.

OBs! Prop. 9.2 kan inte utvidgas till odndliga grupper. Till exempel,
tag G = (Z,+) och H = N. Da ar H sluten under multiplikation, men inte
en delgrupp till Z.

EXEMPEL 9.1 : Lat G vara en grupp, a € G. Lat H vara delmiangden
av G som bestar av alla potenser av a, bade positiva och negativa, tillsam-
mans med a® = 1. D4 #r det klart att H &r en delgrupp till G. Den kallas



for den cyckliska delgruppen genererad av a, och betecknas < a >.

DEFINITION 9.2 : En grupp G kallas for cyklisk om det kan genereras av
ett enda element, dvs om det finns ¢ € G sa att G = < a >. Ett sidant
element kallas for en generator av G.

OBs! Notera att en cyklisk grupp ar abelsk.

EXEMPEL 9.2 : Man ser litt att de additiva grupperna Z och Z/nZ, for alla
n > 0, ar cykliska och genererade av 1. For varje primtal p ar det ocksa sant
att den multiplikativa gruppen (Z/pZ)* &r cyklisk. For p udda ar till och
med grupperna (Z/p"Z)* cykliska, for alla n > 0. Tyvérr kan vi inte bevisa
dessa fakta i denna kurs, men se Exempel 9.4(i) nedan. Notera ocksa att
att

(i) det &r inte sa latt att ange en explicit generator av gruppen (Z/pZ)*,
for ett givet p. Man kan bevisa att minst 1/logyp av talen 2,...,p — 1 &r
generatorer, men hur de ar distribuerade i intervallen [0, p — 1] ar inte helt
klart. En konsekvens av den sa kallade Riemann hypotesen skulle vara att
det finns en konstant C' > 0 sa att, for varje p > 0, det finns en generator av
(Z/pZ)* som #r mindre éin C(log, p)® !! Vidare, om man har en generator
av (Z/pZ)*, sa finns det en litt formel f6r generatorer av (Z/p"Z)*, for alla
n > 1. Se ocksa Exempel 9.4(ii) nedan.

(ii) gruppen (Z/2"Z)* &r inte cyklisk for n > 3, men “nistan” - se
anmarkning 9.1 nedan. For allména n, utom prim potenser, brukar (Z/nZ)*
inte vara cyklisk heller - se Prop. 9.3(iii) och Exempel 3.35 i boken.

DEFINITION 9.3 : Om G ar en andlig grupp, da kallas antalet element i
G for ordningen av G, och betecknas |G| eller o(G). Om G ar oandlig,
da sdger man att G har oandlig ordning och skriver o(G) = oco. Om H éar
en delgrupp till en dndlig grupp G, da kallas kvotet o(G)/o(H) for indezen
av H i G, och betecknas (G : H). Vi skall se senare (Sats 9.6) att indexen
av en delgrupp ar alltid ett heltal.

DEFINITION 9.4 : Lat G vara en grupp och a € G. Ordningen av a ar
det minsta positiva talet n sa att a™ = 1, och betecknas |a| eller o(a). Om
det finns inget sddant n, di siger man att a har odndlig ordning och skriver
o(a) = 0.

EXEMPEL 9.3 : (i) I varje grupp har identiteten ordning 1.



(ii) o(Z) = oo och varje icke-noll element i Z har odndlig ordning.
(iii) o(Z/nZ) = n. Elementet [1] har ordning n, men elementet [2] har ord-
ning n/2 nir n ar jamnt.

Proposition 9.3 Lat G vara en grupp, a € G.

(i) For ett heltal N, dd gdller att a™ = 1 omm o(a)|N.

(ii) Ordningen av a dr lika med ordningen av den cykliska delgruppen som
Jenereras av a.

(#i) Lat nu G wvara en andlig grupp. Da har varje element i G en dndlig
ordning av hogst o(G), och G ar cyklisk omm det finns ett element a € G
sa att o(a) = o(QG).

BEVIS : (i) Notera att om o(a) = oo da finns det inget N si att o™ = 1,
som dr konsistent med vad (i) sidger. Antag nu att ¢ har dndlig ordning, lika
med t sdg. Lat N > 0. Enligt division algoritm, finns det heltal ¢,r, med
o<r<tsaatt N =qt+r. Dahar vi att

oV =a?t = ()" =d". (11)

Eftersom ¢ dr det minsta positiva talet si att a’ = 1, sd foljer det fran (11)
att ¥ = 1 omm r = 0, dvs omm ¢|N, v.s.v.

(ii) Lat n > m > 0 vara ett par av positiva heltal. Da, m.h.a. (i), har
vi att

a"=d" < ad" ™ =1 o0(a) <ooocho(a) | n—m. (12)

Om o(a) = oo da medfor (12) att inga tva positiva potenser av a ar lika,
sa att < a > = oo ocksa. Om o(a) =t < 0o, da medfor (11) och (12) att

<a>={l,a,..,a7"},

dvs att dessa t element ar olika, och att varje potens av a ar lika med ett av
dem. Da har vi att o(< a >) =t ocksa i det hir fallet.

OBs! Argumentet i detta bevis borde paminna er om forsta delen av vart
bevis av Eulers sats.

ExeEMPEL 9.4 (i) Lat G = (Z/7Z)*. Da ar G cyklisk av ordning ¢(7) = 6



och genererad av [3]. Vi har [3]! = [3], [3]* = [2], [3]® = [6], [3]* = [4],
[3]° = [5] och [3]° = [1].

(ii) L&t n > 3. Gruppen (Z/2"Z)* har ordning ¢(2") = 2"~1. Gruppen
har inget element av ordning 2" !, alltsd ir inte cyklisk. Men man kan visa
att [5] har ordning 2”2 (se inlimningsuppgift 2), si gruppen ir, pa nigot
satt, nastan cyklisk. Se ocksa Korollarium 9.7 nedan.

ANMARKNING 9.1 : (a) Given en dndlig grupp G vars ordning &r kénd,
och ett slumpmaissigt valt a € G, kan det vara valdigt svart att berdkna
o(a). Om faktoriseringen av o(G) ar ocksa kind da blir problemet mycket
lattare pga Korollarium 9.7 nedan, men, som vi vet, verkar ju faktorieringen
av ett heltal att vara ett valdigt knepigt problem ocksa.

A andra sidan, brukar det vara betydligt littare att avgora om det givna
elementet a ar en generator av G. Enligt del (ii) av propositionen, giller
det bara att avgora om o(a) = o(G) eller inte, snarare dn att berdkna o(a)
exakt. I gruppen (Z/pZ)* till exempel (p ett udda primtal), som vi vet ar
cyklisk (se Exempel 9.3 ovan), finns det en snabb algoritm for att avgora om
ett givet a € {2,...,p— 1} &r en generator - se supplementir kursmaterialen.

(b) For alla de dndliga grupper som har bemoéts i denna kurs har grup-
pordningen varit ganska latt att berdkna. Men det uppstar situationer dér
ordningen av gruppen sjilv (never mind its’ elements) ar langt fran klart.
Ett viktigt exempel kommer fran en modern form av kryptering som heter
ECC (elliptic curve cryptography) - se supplementir kursmaterialen.

Foljande resultat sammanfattar de viktigaste egenskaperna hos andliga cy-
ckliska grupper :

Proposition 9.4 Lat G vara en cyklisk grupp av ordning n > 0, och a
en generator av G.

(i) a* dr en generator av G omm SGD(i,n) = 1. Dd har G precis ¢(n)
olika generatorer.

(ii) For varje positiv delare d av n har G en unik cyklisk delgrupp av index
d, som genereras av a®. G har inga delgrupper utom dessa.

BEVIS : (i) Jag pastar att



For HL ar det minsta talet ¢ sa att n|it. Anvind nu Prop. 9.3(i).

(ii) Lat H vara en delgrupp till G. Lat d vara det minsta positiva talet
sa att a? € H. Jag pastar att

(a) dln,
(b) H =< a® >,
(c) (G:H)=d.

(a) : Vi har att a?¢ € H for alla heltal ¢, eftersom H &#r sluten under
multiplikation och inversion. Lat r = SGD(d,n). Enligt Euklides algoritm,
finns det heltal =,y sd att r = nz + dy. Da har vi att

a’ = anx—l—dy — (an)m . ady — ady c H,

sa r > d, som medfor att r = d, dvs att d|n.

(b) : Antag att a* € H for nagot 4 > 0. Enligt division algoritmen finns det
heltal ¢,7, med 0 < r < dsidatt i =qgd+r = r =1 — qgd. D4 har vi att
a" =a'-a"%% ¢ H, som tvingar r = 0.

(c) : o(H) = o(a?), enligt Prop. 9.3(ii). Men, enligt del (i) och (a) &r
ju o(a?) = n/SGD(n,d) = n/d. Dirfor ir (G : H) = o(G)/o(H) =n/% = d,

V.S.V.

EXEMPEL 9.5 : I gruppen Z/nZ ar

o([a]) = m-

Vi fortsatter med nédgra exempel till av delgrupper :

EXEMPEL 9.6 : G = D, r = rotation genom 27 /n, s = spegling genom
z-axeln. < r > ar en cyklisk delgrupp av index 2 och < s > ar en cyklisk
delgrupp av index n. For varje delare d av n, sa genererar ¢ och s en del-
grupp Hy av index d. Hy ar abelsk omm n ar jamnt och d = n/2, i vilket
fall H,, /5 ar en icke-cyklisk grupp av ordning 4. Varje element i H,, (utom
1) har ordning 2 (dvs, ar en sa-kallad involution).

EXEMPEL 9.7! : G = S,,. En cyklisk permutation (a1, ...,a;) har ordning

'Historical remark : Galois proved his theorem about non-existence of a ‘formula’ for
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k. Om 7 € Sy, ar en produkt av r st. disjunkta cykel av ordningar k1, ..., kr
resp., da ar

o(r) = MGM(k1,..., k).
For 1 <1i < n, satt
H;:={meS,:n(i) =i}.

Da ar varje H; en delgrupp av ordning (n — 1)! och index 7, som kan iden-
tifieras med S,,_1.

EXEMPEL 9.8 : G nigon grupp som helst. Sétt
Z(G):={z€ G:zg =gz for allag € G}.

Da ar Z(G) en delgrupp av G (se inldmningsuppgift 2) som kallas for cen-
trum av G.

I exempel 6 och 7 notera att indexen av varje delgrupp ar ett heltal. Dessu-
tom sager Prop. 9.4(ii) att detsamma giller for en godtycklig delgrupp i
en godtycklig andlig cyklisk grupp. Detta ar ingen slump, som vi skall nu

bevisa :

OBs! Foljande argument borde paminna er om andra delen av virt be-
vis av Eulers sats (tag H = < [a] >).

Lemma 9.5 Lat G vara en grupp, H en delgrupp. Infor en relation ~
pa G som foljer :

Sag a ~ b om det finns h € H sa att b= ah.
Da ar ~ en ekvivalens relation pa G.

BEVIS :

the roots of a 5th degree polynomial equation by reducing the existence of such a formula
to the group Ss having a certain purely group-theoretic property called solubility. It is not
hard to show that S, is insoluble iff n > 5, and hence that there exists no ‘formula’ for
the roots of a polynomial of any degree > 5. For more discussion, see the supplementary
course material.
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Reflezivitet : a=a-1och 1€ H.
Symmetri: b=ah =a=0bh"!,ochhe H=h~! € H.

Transitivitet : Antag b = ah; och ¢ = bhy. Da ar ¢ = (ah1)hs = a(h1hs) och
hi,ho € H = h1hy € H.

Ekvivalensklassen av a € G betecknas aH och kallas for den vanstra komdngden
av H som innehaller a. Det ar klart fran definitionen av ~ att

aH = {ah : h € H}. (14)

D4 sager Lemma 5 att, for tvd element a,b € G, antingen aH NbH = ¢ eller
aH = bH, i vilket fall b = ah f6r nagot h € H.

Sats 9.6 (Lagrange) Lat G vara en andlig grupp och H en delgrupp till
G. Da ar o(H) en delare till o(G).

BEevis : Enligt Lemma 5 4r G unionen av parvis disjunkta vinstra komangder
av H. Det ar klart fran (14) att varje koméngd har precis o(H) element.
Om det finns k st. koméangder, da har vi att o(G) = k - o(H), som medfor
att o(H) delar o(G), v.s.v.

Korollarium 9.7 Lat G vara en dndlig grupp och a € G. Da gdller att

(i) o(a) delar o(G).

(ii) a®(@) = 1.

BEevis : (i) Tillampa Sats 9.6 till delgruppen H = < a > och anvind
Prop. 9.3(ii).

(ii) Foljer fran del (i) och Prop. 9.3(i).
Korollarium 9.8 Fulers sats.

BEevis : Tillampa Kor. 9.7(ii) till gruppen G = (Z/nZ)*.
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