Foreldsningar 1,2 (03,05/04/02)
Vi bérjar med en rad definitioner :

DEFINITION 1.1 : En (dndlig) graf G = (V, E) bestar av en dndlig méngd
V ={v1,...,u,} och en samling F av 2-element delméingder till V.
Elementen av V kallas for grafens noder och elementen av F for dess
kanter. En kant {v;,v;} kallas for en kant mellan v; och v;.
I en multigraf tilldter vi multipla kanter mellan samma par av noder. I
en enkel graf tillats hogst en kant mellan varje par av noder.

OBs! Bade enkla och multigrafer uppstar i en rad praktiska problem. Av
de viktiga satserna i grafteori finns det alltsd manga som giller for bade
enkla och multigrafer, men ocksa manga som géller (t.o.m. dr meningsfulla)
BARA f6r enkla grafer - var forsiktig alltsa !

NOTATION : |V, |E| ska beteckna antalet noder resp. kanter i en graf.

DEFINITION 1.2 : En riktad graf G = (V,E) dr samma sak som en graf
med det viktiga undantaget att E bestar nu av ORDNADE par av noder.
Paret (v;,v;) kallas nu for en kant fran v; till v;.

OBs! En hel del av terminologin i grafteori ar olika for riktade och icke-
riktade grafer. Det ar inte alltid intuitivt klart vilken for vilket alternativ
en viss term galler, si man maste helt enkelt lara termerna utantill.

Ocksa, det finns en del satser som géller bade for riktade och icke-riktade
grafer, trots att de flesta giller f6r bara den ena eller den andra. Alltsa, i
fortsdttningen ska vi adoptera folajnde konventioner :

Ordet ‘graf’ ska betyda antingen en riktad eller icke-riktad graf’.
Betekningen R-graf ska std for ‘riktad graf’.

Beteckningen IR-graf ska sta for ‘en icke-riktad graf som kan vara antingen
enkel eller en multigraf’.

Beteckningen IRE-graf ska sta for ‘icke-riktad enkel graf’.

DEFINITION 1.3 : Den underliggande grafen av en R-graf G ar den IR-
graf man fir om man ignorerar riktningarna av kanterna i G.

DEFINITION 1.4 : Lat z,y vara noder i en IR-graf G. En vdg (path) fran



x till y ar en sekvens av kanter i G som tar man fran z till y. Om z =y
da pratar man om slutna vdgar eller cyklar (cycles). En vig kallas for enkel
om den inte gar igenom nigon nod mer dn en gang. En cykel kallas for enkel
om vi far en enkel vig nér vi tar bort den forsta (eller sista) kanten i cykeln.

Motsvarande termerna for R-grafer ar kedje, sluten kedje eller circuit,
enkel kedje och enkel circuit.

DEFINITION 1.5 : En IR-graf G kallas for sammanhdngande om, for varje
par v, w av noder i G, det finns minst en vig i G mellan v och w.

En R-graf kallas for svagt sammanhangande om, for varje par v,w €
V(Q), det finns antingen en kedje fran v till w eller en kedje fran w till v. En
R-graf kallas for starkt sammanhdngande om, for varje par v,w € V(G), det
finns bade en kedje fran v till w och en kedje fran w till v. En R-graf kallas
for sammanhdngande om den underliggande IR-grafen dr sammanhingande.

Det ar klart att, for en R-graf

skarkt sammanhangande = svagt sammanhangande = sammanhangande.

Proposition 1.6 Lit G = (V,E) vara en IR-graf. Da finns det unika
uppdelningar

V=TUWU--- UV,
E=FE UFEs---UEy,

sa att

(i) varje Vi £ ¢,

(ii) E; bestir av alla kanter i G som gar mellan ett par noder i V; (som
medfor att det finns inga kanter i G mellan noder i tva olika V;),

(iii) graferna G; = (V;, E;) dr sammanhdngande.

BEVIs : Vi avstar darifran.

Graferna G; i Prop. 1.6 kallas for de sammanhdngande komponenterna av G.
EXEMPEL 1.7 : ‘Konigsberg (= Kaliningrad nufortiden) bro problemet’ be-
traktas som ursprungen av grafteori. Leonhard Eulers studiet av problemet

ledde till

DEFINITION 1.8 : En Euler vag (resp. cykel) i en IR-graf G &ar en vig



(resp. cykel) som korser varje kant av G precis en gang. I R-grafer pratar
man om Fuler kedjar och circuits.

DEFINITION 1.9 : Lat G vara en IR-graf och v en nod i G. Antalet kanter i
G som gar igenom v kallas for graden av v och betecknas deg(v).

Lat G vara en R-graf och v € V(G). Antalet kanter som gar in mot v
kallas for in-graden av v och betecknas indeg(v). Antalet kanter som gar ut
fran v kallas for ut-graden av v och betecknas outdeg(v).

Sats 1.10 (i) En IR-graf har en Euler cykel om och endast om varje nod
har jamn grad.
(1) Lat G vara en IR-graf och v,w € V(G) dar v # w. Da har G en Euler
vdg mellan v och w om och endast om bade deg(v) och deg(w) dr udda, och
graden av varje annan nod ar jamn.
(iii) En R-graf G har en Euler circuit om och endast om indeg(v) = outdeg(v)
for varje v € V(G).
(iv) Lat G vara en R-graf och v,w € V(G), ddar v # w. Da har G en Euler
kedje fran v till w om och endast om foljande tre villkor satisfieras -

(a) outdeg(v) = indeg(v) + 1,

(b) indeg(w) = outdeg(w) + 1,

(¢) outdeg = indeg for alla kvarstaende noder i G.

BEVIs : Det ar litt att se att de olika villkoren dr nédvandiga. Vi avstar
for tillfallet ifran beviset av deras tillracklighet, men dterkommer under en
senare forelasning.

Ett enklet men viktigt faktum om grader av noder ar

Proposition 1.11 Lat G vara en graf. Da dr summan av graderna av
alla noderna i G ett jamnt tal. Mer precis,

Y. deg(v) =2|E(G)|. (1)

veV(QG)

BEVIS : Varje kant av G ridknas tva ganger pd VL.
EXEMPEL 1.12 : NFL problemet.

DEeFINITION 1.13 : En Hamilton vdg i en IR-graf G ar en vig som gar



igenom varje nod precis en gang. En Hamilton cykel ar en cykel s att vi
far en Hamilton vig nir vi tar bort den forsta (eller sista) kanten i cykeln.
I R-grafer pratar man naturligtvis om Hamilton kedjar och circuits.

Det ar valdigt svart att avgéra om en slumpligt vald graf G har en Hamil-
ton cykel/circuit eller inte. Mer precis, det dr kdnd att vara ett s.k. NP-
komplett problem att skriva en algoritm som tar en godtycklig graf och avgor
om grafen har en Hamilton cykel/circuit eller inte. Vi dterkommer med en
diskussion om komplexitet av alkgoritmer.

Darfor ar det allt viktigare att kunna hitta tillrackliga villkor for att en
graf har en Hamilton cykel som galler for ‘ganska manga’ grafer. Den en-
klaste satsen av denna typ som jag kanner till ar

Sats 1.14 Lat G wvara en IRE-graf med n noder. Om deg(v) > n/2 for
varje v € V(G), da har G en Hamilton cykel.

BEVIS (FOLLOWING [1]) : The proof is by contradiction. Suppose the theo-
rem is not true and let G be a graph satisfying the hypothesis for some n but
having no Hamilton cycles. We may take G to be such a counterexample
with the maximum number of edges ; then the addition of any edge to G
must create a Hamilton cycle.

So let y and z be non-adjacent vertices. Adding the edge {y,z} creates
a Hamilton cycle. Any such cycle must of course include the newly-added
edge and so can be written as

Y=T1 > Tog >+ STy =2—Y,

i.e.: the edge {y,z} is put at the end of the cycle, and z1,...,z, are the n
different nodes of G. Now the sets

S = {i:y is adjacent to z;+1 in G},
T = {i: z is adjacent to z; in G}

each have size at least n/2, by hypothesis. But each is a subset of {1,...,n —
1}. By the pigeonhole principle, the two sets must intersect. Let i be an
element of both. Then the cycle

Y=x1 2> T2 —> " > Tjy > 2=%Tp —> Tp—-1 """ Tjp41 — T1 =1,



is a Hamilton cycle in G. This is a contradiction, which completes the proof.

EXEMPEL 1.15 : Den s.k. Petersen grafen (se 6vning 8.2.2 i boken) ar
en IRE-graf med 10 noder, som har enkla cyklar av lingd 5,6,8,9 (kolla !)
men ingen Hamilton cykel (= enkel cykel av langd 10).

EXEMPEL 1.16 : Portkod problemet. Notera att det ar inte s3 latt att be-
visa att R-grafen for detta problem faktiskt har en Hamilton cicruit. Grafen
ar faktiskt ett exempel av en s.k. de Bruijn graf ([1], kap. 8).

DEFINITION 1.17 : Lat G vara en IR-graf och k& > 0 ett heltal. En k-
fargning av G ar en fargning av dess noder med k st. olika farger sa att
tva sammansatta noder aldrig far samma farg.

Det kromatiska talet av en IR-graf G ar det minsta positiva talet k sa att
grafen har en k-fargning. Det betecknas x(G).

Det ar kand att vara ett NP-komplett problem att skriva ett program som
beriiknar x(G) for en godtycklig IR-graf G. Aandra sidan den s.k. giriga
algoritmen ofta ger en fargning med ‘tillrackligt fa’ farger for praktiska
tillimpningar (i praktiska firningsproblem - se nedan - ar det sellan att
man behover en optimal fargning). En ‘nedre grians’ for algoritmens effek-
tivitet ges av

Sats 1.18 em Lat G vara en IR-graf dir varje nod har grad hogst k, for nagot
fixt heltal k. Da ger den giriga algoitmen, fér varje ordning av noderna, en
fargning av G som anvander hogst £ + 1 farger.

BEVIS : Sats 8.7.1(i) i boken.
Studiet av graf-fargning har sitt ursprung i schema-uppliggnings problem.

EXEMPEL 1.19 : We want to assign dates for exams in all math courses
during 1p-4 in such a way that two exams are not scheduled on the sae day
whenever there is a student taking both corresponding courses. Obviously,
we’d like to do this with as few exam dates as possible.

We translate this into a graph coloring problem as follows : take a IRE-
graph G whose nodes are the various math courses, and join two nodes
whenever there is at least one student taking both of the corresponding
courses. Then to find an admissable exam schedule which uses k different



dates is the same thing as finding a k-coloring of GG. Since it’s probably not
important to find a schedule which is absolutely optimal (i.e.: to find x(G)),
we’d start by coloring G using the greedy algorithm and see if we can live
with the resulting schedule !

DEFINITION 1.20 : En IR-graf G med x(G) = 2 kallas for en bipartite
graf.

ANMARKNING 1.21 : Foljande ar en av de mest beromde satserna i
grafteori :

Four color theorem Lat G wvara en plan IR-graf, dvs en graf som kan
ritas i planet pa ett sadant sdtt att nget par av kanter korser varandra.

Da ar x(G) < 4.
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