Tentamenskrivning i Algebraisk talteori 01-08-22

Losningar

F.1 Resultatet ar klart nir a < b sa vi far antaga att a > b. Skriv
a=gqb+r,
dir ¢ > 1 och 0 < r < b. Notera da att
2041 =20 42072 ... 207020 1) 27 41

s& att 2 —1]2 +1 < 2° — 1]2" + 1. Men detta ir omdjligt eftersom b > 2
och 7 < b, som medfor att 27 +1 < 20 — 1.

F.2 (i) Om x ar icke-trivial, da &r serien som definierar L(s, x) redan holo-
morfisk i Re(s) > 0 - se Sats 19(ii), s.28 i mina anteckningar. Om x ar den
triviala karaktiren modulo N, da giller att, for Re(s) > 1,

Ls. 0 =<(s)- T (1-55)
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Den dndliga produkten 6ver primtalen dr redan holomorfisk i Re(s) > 0.
Zeta-funktionen har en meromorfisk fortsattning till Re(s) > 0, med en
enkel pol i s = 1 - se Sats 31, s.45 i mina anteckningar. Alltsa, giller det-
samma for L-funktionen.

F.3 Den givna formen, som ska betecknas fi(z,y), dr reducerad av diskrim-
inant —15. Med hjilp av reduktionsteorin (Baker, s.36) berdknar man att
det finns en reducerad form till av diskriminant —15, ndmligen fo(z,y) =
222 + zy + 2y?. Prop. 48 antyder att primtalet p representeras av en form
av diskriminant —15 omm <_Tl5) = 1. Nu har vi att

(5)=G) G G) =i [(§) o] (5) = () (5):

Och (£) (2) = 1 omm antingen



(i) (5)=()=1ep=1mod3ochp=+lmod5 < p=1,4mod 15,
eller
(i) (5) = (8) = -1 < p=2mod 3 och p=+2mod 5 & p = 2,8 mod 15.

Till slut, notera att formen f; kan inte representera tal = 2 mod 3 medan
att fo kan inte representera tal = 1 mod 3.

Alltsa, representerar fi alla udda primtal p = 1 eller 4 mod 15, dvs p =
1 eller 19 mod 30.

F.4 Detta ar Jacobis reciprocitetslag, en generalisering av Gauf lag. Se
Baker 5.29-32 for beviset.

F.5 Se s.114 i mina anteckningar for definitionen av ramifikation. Lat den
kubiska roten av 2 i K betecknas med z. Man ser direkt att primtalet 2 ar
totalt ramifierad i K eftersom

<2>=<z>3.

Detsamma, galler for primtalet 3, men det ar kanske lite svarare att se. Vi
har att

3=24+1=(z+1)(z?—z+1)=(z+D[(z+1)(2*-1)]=(z+1)3=z-1).
Notera att z — 1 ar en enhet i Ok eftersom
1=23—1=(z—-1)(z®>+z+1).
Darfor har vi ideal faktoriseringen
<3>=<z+1>3.

Att inga fler primtal ramifierar kan bevisas med hjalp av Prop. 96. Enligt
ekv. (173) pa s.93, riacker det att ange bara EN integral bas till K vars
diskriminant ar delbar med bara 2 och 3. Det ar helt naturligt att prova
med basen {1,z,2%}. Lat

_1+v/-3
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2



vara en primitiv tredje enhetsrot, som da satisfierar ekvationen

C+(+1=0.
Nu har vi att
1 =z z2 2
A(l,z,z?) = |1 (z (322
1 %z (x?
— _2233’

efer en latt berakning.

F.6 Prop. 78, s.99 i mina anteckningar.

F.7 Lt K = Q(v—1I1).
Steg 1 : Notera att —11 =1 (mod 4) sa att Z[l, vl ”2_11] = Ok och

dg = —11.

Steg 2 : Notera nast att

n(4+ 3v/—11) = (4 + 3y/—11)(4 — 3y/—11) = 115 = 5 - 23.

I foljande tva steg, anvander vi Sats 101, s.125 och dess bevis.

Steg 3 : 51 dg och <—T11) = <_T1) = 1, och 22 = —11 (mod 5), s& att
5 splittrar i K och

<35> =p;py,
dar
p;=<524+v-11>
och

Py =pP; =<52—v-11>.



S 1 01 o () = () (3) = () =+ (8) =+ (1) =1
och 92 = —11 (mod 23), sd att 23 ocksa splittrar i K och

<11 >=qqy,
dar
q; =<23,94+V-11>
och

Q@©=q] =<23,9—V-11>.

Steg 5 : Nu har vi att
<4+ 3v/—11><4—3V/—11 > = p;p,q;ay,
sd att
<44 3vV—11> =p;q; eller p;q, eller pyq; eller pyqs.

Mer explicit, maste vi nu betrakta ekvationerna

5 (a + b% ”_11> + (24 v—11) (c + d% ”_11) =44 3y—11, (1)

23 (a + bHT ”_11> + (9 + v/—11) (c + d% “11) =5+2V—13, (2)

dar a,b,c,d € Z, och bade (1) och (2) har en lésning for antingen + eller
— tecken, men inte bada. En direkt beridkning visar att (1) och (2) har
l16sningar for — och + tecken respektivt (man far osatisfierbara kongru-
ensvillkor i de andra fallen), som antyder dntligen att

< 4+3\/ —11 > = P29 -

F.8 (i) Det finns odndligt manga losningar. =z = 10, y = 3 4r en fun-
damental 16sning, och alla 16sningarna ges av

z+yV1l =£(10+3V1)™, meZ



enligt Sats 104, s.131 i mina anteckningar (mer precis, enligt BEVISET av
denna sats).

(ii) Den enda saken som kunde stoppa 10 + 3v/11 fran att vara en fun-
damental enhet ir om det fanns en 16sning till 22 — 11y?> = —1. Men detta
skulle betyda att kongruensen z?> = —1 mod 11 hade en 15sning, som inte
finns eftersom 11 = 3 mod 4.



