Tentamenskrivning i Algebraisk talteori 01-01-27

Losningar

F.1 SvAR : Oandligt manga.

Bevis : Enligt CRT finns det a € N som loser alla 4 kongruenser. Satt
g =3-5-7-11. Da l6ser varje term i den aritmetiska foljden {a+ngq : n € N}
alla 4 kongruenser. Eftersom (a,q) = 1, innehaller denna f6ljd odndligt
méanga primtal, enligt Dirichlets sats.

F.2 (i) Sats 31, s.45 i mina anteckningar.

(ii) Fran Sats 16, s.33 i mina anteckningar far vi att

1(-3)-g -5

p

dar vardet av ((2) ar ett valkant faktum.

F.3 (i) f ar reducerad om antingen —|a| < b < |a| < |¢| eller 0 < b <
la] = lc].

(ii) Enligt Prop. 48(i), s.68 finns det en form av diskriminant 265 som

representerar p omm (2%) = 1. Man kontrollerar, m.h.a. Sats, .38, att

(%) = —1 medan att (%) = 1. Nu berdknar man direkt att
92 =265 —2-(4-23),
som antyder (se Sats 47, 5.63 och dess bevis) att formen 23z2 + 9zy — 2y

har diskriminant 265 och representerar 23 vid (z y) = (1 0). Det kvarstar
att reducera formen. Dess matris ar

[ 23 9/2
A_<9/2 —2>'



Om man tar

0 -1 1 =2
da kontrollerar man att

(M M)T A(My M) = < _—1?2 —31?{2 ) ,

som Ar matrisen av den reducerad formen —2x? — zy + 33y2. Denna form
representerar 23 i

(7)o (1)-(2)

F.4 $.33 i mina anteckningar.

F.5 (i) Lat L = Q(¥/2) och M = Q(v/3). Notera att [L : Q] = 3 och
[M : Q] = 4. Eftersom K = LM sa har vi (se ekv. (155), s.84) & ena sidan
att

[K:Q|=[LM:Q]=[LM :L|[L:Q]=3[LM: L, (1)
och & andra sidan att
[K:Q]=[LM:Q]=[LM:M|[M:Q]=4LM : M]. 2)
Fran (1) och (2) ser vi att [K : Q] ar delbar med bade 3 och 4, och det foljer
att [K : Q] = 12.

(ii) Enligt beviset av Sats 67, .88, om a € Q inte uppfyller villkoret,
di méste det finnas (,n € Csdatt n#1, (3 =1,n* =1 och

V2 (1-¢
V2+anv3=v2+aV3 = az—(—).
¢ 7 B\n—1
Det finns bara dndligt ménga sadana a och, t.ex.,
Y21 — 2 2
|a|_£| C|<_._<3,

S VBIn-1 71 V2



eftersom |1 — ¢| < 1+ |¢| =2 och n = i, —i eller —1 sd att |p — 1| > V2.
Alltsa, tag a = 3 sag.

F.6 Sats 65(ii) och Prop. 66, s.86 i mina anteckningar. Alltsa racker det
t.ex. att bevisa Props. 63,64,66.

F.7 Lit K = Q(v—13).
Steg 1 : Notera att —13 = 3 (mod 4) sa att Z[v/—13] = Ok och

di = 4(—13) = —52.

Steg 2 : Notera néast att

n(5+2v-13) = (5 +2v-13)(5 — 2/-13) =77 =7 11.

I foljande tva steg, anvander vi Sats 101, s.125 och dess bevis.

Steg 3 : 71 dk och (_Tl?’) = (%) =1, och 12 = —13 (mod 7), s att 7
splittrar i K och

<7>=ppy,
dar
p,=<714++v/-13>
och

po=pP1=<71-—v-13>.

Steg 4+ 11t dx och (42) = () =1, och 32 = —13 (mod 11), s4 att 11
ocksa splittrar i K och

<11 > =q;qy,



dar
qQ=<1,3++v-13>
och

Q=q]=<11,3—V/-13>.

Steg 5 : Nu har vi att
<5+2V-13><5—-2v—-13 > = p1P29:99,

sa att

<5+42v/—13 > = p;q; eller p;q, eller pyq; eller pyqs.
Mer explicit, maste vi nu betrakta ekvationerna
7(a+bvV—=13) + (1 £ vV—13)(c + dv—13) = 5 + 2/—13, (3)
11(a + bV—13) + (3 £ V—=13)(c + dv—13) = 5 + 2V/—13, (4)

dar a,b,c,d € Z, och bade (3) och (4) har en 16sning fér antingen + eller —
tecken, men inte bada. En direkt berdkning visar att bade (3) och (4) har
I6sningar for — tecken, som antyder adntligen att

<5+ 2V—=13 > = pyqs.

F.8 (i) Oindligt manga. Notera att £ = 2,y = 1 ar en 16sning, och att
alla losningarna ges av

z + V2001 = (2 + v/2001)(z + wv/2001),
dir (z,w) € Z? satisfierar
22 —2001w? = 1. (5)
Enligt Sats 103, s.129 har (5) odndligt manga losningar.

(ii) Samma idé, men anvidnd Sats 104 (och dess bevis) i stéllet for Sats
103. Man ser litt att 1 + /2 ir en fundamental enhet i Q(v/2). Den har
norm —1 och dess kvadrat, 3 4+ 2v/2, ir en fundamental enhet av norm +1.
Da antyder Sats 104 att alla 16sningarna ges av

z+yvV2 = +(1+v2)3+2v2)™, dirm € Z,
= £(1+2)™*,  dirm e Z.



