Losningar till ogjorda
demonstrationsuppgifter

Avsnitt 1.4

16. Vi betraktar den utokade matrisen

1 -3 —4 | b
—3 2 6 | b
5 —1 -8 | by

Da vi utfor radoperationerna
RQF—)R2+3R1, R3P—)R3—5R1, R3|—>R3+2R2,
sa forvandlas systemet till trappstegsformen

1 -3 —4 | by
0 -7 —6 | by + 3by
0 0 0 | (b3—>5b1)~+2(bg+3by)=0by+2by+ b

Dérmed har systemet (oéindligt manga) lésningar om och endast om
by + 2bs + by = 0. (1)
Det #r m.a.o. precis de vektorer b = [by by b3]7 som uppfyller (1) fér vilka Az = b har en

16sning. Dess vektorer utgér ett plan genom origo i R®, nimligen planet x + 2y + z = 0.

26. De allminna reglerna fér multiplikation av matriser med vektorer innebér att

7 3 . 7 3
2 1 [:131 } =z | 2| +29| 1 | =z21u+ 29v..
5 3 2 5 3

Ska detta vara lika med w och vi vet redan att 3u — 5v — w = 0 sa ska man naturligtvis
vilja 1 = 3, x9 = —5.

32. Nej, man behéver minst lika manga vektorer som rummets dimension. Detta dr ldttast
att uppfatta rent geometriskt. Om man ténker algebraiskt i stéillet : sig att man har n
vektorer i R™ diar n < m. Om dessa skulle spdnna upp R™ sa skulle det innebira att
ekvationen Az = b hade en 16sning for VARJE b € R™, dédr A dr den m X n matris vars
kolumner dr de givna vektorerna. Men eftersom denna matris har fler rader &n kolumner
si MASTE trappstegsformen ha minst en rad enbart av nollor. Och da kommer systemet
oundvikligen att vara inkonsekvent for vissa b.

Avsnitt 1.8

32. Tag t.ex. u = (0,1) och v = (0, —1) sadan att u + v = (0, 0). Per definition av 7" kan
man rikna ut att

T(u)=T(v)=1(0,3), T(u+wv)=/(0,0).
Eftersom T'(u + v) # T'(u) + T'(v) sa #r T inte linjér.
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Avsnitt 1.9

10. Lat A vara matrisen for 7', som vanligt. Det dr den 2 X 2 matris vars kolumner ar
bilderna av (1,0) och (0, 1) respektivt under verkan av 7.
Forst betrakta (1,0). Spegling i xo-axeln skickar den till (—1,0). Dérefter skickas (—1,0)

via en 90-graders moturs rotation till (0, —1). Sa forsta kolumnen i Ar &r [ _01 }

Nist betrakta (0, 1). Spegling i zo-axeln gér ingenting for denna punkt ligger pa zo-axeln.
Den efterfoljande rotationen skickar den dock till (—1,0). Sa den andra kolumnen i Ay &r
-1
0
Sammanlagt har vi da att

0 -1

ANMARKNING : 7" &r helt enkelt en spegling i linjen y = —z.
Avsnitt 2.2

10 (a) Detta &r falsk. Det som snarare &r sant &r att inversen till produkten &r lika med
produkten av inverserna i OMVAND ordning : se Theorem 6(b), s.121.
(b) Detta ér sant, ty per definition av invers &r

A-A =4t A=,

och dessa ekvationer siiger lika viil att A fir inversen till A=! som att A~! ir inversen till
A. Om vi ténker i termer av funktioner i stéllet, sa dr det bara att konstatera att inversen
till en inversfunktion &ar funktionen sjilv.

(c) Detta dr sant. Om ad = be sa har antingen A sjélv en rad eller kolumn av nollor eller
har en rad av nollor efter reduktion till trappstegsform. I alla dessa fall &r matrisen inte
inverterbar.

(d) Detta #r sant. Vi har sett t.o.m. att man kan ta fram A~! genom att utféra samma
sekvens av radoperationer pa I,,.

(e) Detta ir falsk. Det blir sant om A~! och I,, byter plats i slutet pa meningen : se (d)
ovan.

15. Tag D = C !B 1A!. Att detta #r faktiskt inversen till ABC féljer fran associa-
tiviteten hos matrismultiplikation, ty

(ABC)(CT'B7'A™) = (AB)(cC™Y)(B'A™Y) = (AB),(B™'A™)
= (AB)(B'A™) = A(BB™H)A ' = AL, A7 = AAT = I,

V.8.V.

18. Det vikigaste att notera hir dr att man kan inte hirleda fran den givna ekvationen
att A = B, detta pga att matrismultiplikation &r inte kommutativ. Ddremot om vi tar
ekvationen

A=PBP™!
och multiplicera i bada leden till vinster med P~! och till hoger med P sa far vi att
P7'AP = P7Y(PBPH)P,
och eftersom matrismultiplikation AR associativ sa kan HL nu forenklas till

(P~'P)B(P~'P) = I,BI, = B,



sadan att
B =P 'AP.

ANMARKNING : Tva n X n matriser A och B sigs vara simildra (eng. similar) om det
finns en inverterbar n x n matris P sddan att A = PBP~!. Detta begrepp aterkommer i
Kapitel 5.

Avsnitt 2.3

12 (a) Sant. Att det finns en sadan matris dr ett sétt att siga att A &r inverterbar (The-
orem 8(k), s.129). Da dr t.o.m. C' = D (Theorem 8(1), s.129).

(b) Sant. Bada pastaendena dr ekvivalenta med att A &r inverterbar (Theorem 8(e,h),
5.129).

(c) Sant. Det forsta pastaendet innebér att A dr inverterbar (Theorem 8(g), s.129). Det
andra foljer da fran Theorem 8(f).

(d) Falsk. Det hade varit sant om ordet ‘into’ byttes ut mot ‘onto’ (Theorem 8(c,i)). Som
det star hér sa kan man inte dra nagon som helst slutsats om matrisen A fran att & — Ax
avbildar R” in i R®, utéver att A dr en n X n matris (se Theorem 10, 5.83).

(e) Sant. Att Az = b ér inconsistent for nagot b innebér att pastaendet i Theorem 8(g)
inte géller. Ddrmed 4r A inte inverterbar, sa pastaendet i Theorem 8(f) giller inte heller,
V.S.V.

26. Att kolumnerna i A #r linjirt oberoende innebér att A &r inverterbar (Theorem
2.3.8(e)). Detta medfor i sin tur att A% &r inverterbar (och (4%)~! = (A™1)? enligt Theo-
rem 2.2.6(b)). Dirmed spéinns R® upp av kolumnerna i A2, enligt Theorem 2.3.8((h).

Avsnitt 3.2

28 (a) Sant. Varje radbyte multiplicerar determinanten med —1 sa tva st i f6ljd multi-
plicerar determinanten med (—1)? = +1.

(b) Falsk, t.ex. A = [; ’
(c) Falsk. Motsatsen giller men inte pastaendet sjilv. Det enda man kan séiga med séker-
het i fall det(A) = 0 &r att raderna (resp. kolumnerna) #r linjért beroende.

(d) Falsk, snarare dr det(A”) = det(A).

]. Notera att pastaendent dr sant da matrisen ar triangulér.

40 (a) det(AB) = (det A)(det B) = (—1) - 2 = —2.

(b) det(B®) = (det B)® = 2° = 32.

(c) Ty A &r 4 x 4 giller att det(24) = 2*(det A) = —16.

(d) det(AT A) = (det AT)(det A) = (det A)?, ty det AT = det A. Svar : +1.
(e) det(B~'AB) = det A = —1 (similra matriser har samma determinant).

Avsnitt 3.3

24. Volymen av parallelopipeden &r lika med absolutbeloppet av determinanten hos ma-
trisen vars tre kolumner ges av figurens hérn. M.a.o. tar vi absolutbeloppet av foljande
determinant :

1 -2 -1
4 -5 2
0 2 -1

Determinanten beridknas pa sedvanligt sitt (Gausselimination eller en ldmplig kofaktor
expansion) och fas till —15. Svar : 15.



28. Lat S’ beteckna bilden av S under avbildningen. Da giller att
Area av S’ = | det A| X (Area av S). (2)

Man berdknar direkt att det A = 5. Dessutom ges arean av S av en determinant, ndmligen

Area av S = |b bg\:‘ _47 (1]‘:4. (3)
Fran (1) och (2) hérleder vi att Area(S’) = 20.
Avsnitt 4.2

6. Nul(A) bestar av alla vektorer © = |11 T3 73 74 757 € R® sddan att Az = 0. Vi maste
skriva mingden av dessa vektorer i parametrisk vektorform pa sedvanligt sitt. Matrisen
A &r redan i trappstegsform och variablerna x3, x4 och x5 ar fria. Bakatsubstitution ger
till att borja med

To — 2T3 + T4 = 0= x5 = 223 — 4,
och déarefter

T1+ 519 —4x3 — 324 +25=0
=z = —5(2x3 — x4) + 4x3 + 34 — 5 = —6x3 + 874 — 5.

Dérmed giller att

—6.1'3 + 8.T4 — Ty

23 — X4
Nul(A) = x3 1 T3, T4, T5 € R B
T4
Ts5
—6 8 -1
2 —1 0
=< x3 1 + x4 0 + x5 0 1 x3,%4,%5 € R
0 1 0
0 0 1
—6 8 —1
2 —1 0
= Span 1 1,1 0 {,] O
0 1 0
0 0 1

Dessa tre vektorer spanner upp nollrummet alltsa.

16. Vi konstaterar som i foregaende uppgift att

b—rc 1 —1 0
2+c+d | B 2 1 1
5c— Ad :b,ec,deR) =< b 0 +c 5 +d 4 b,c,d eR

d 0 0 1

[ 1 -1 0

2 1 1

= Span o | 5 oy

| 0 0 1




Eftersom kolonnrummet till en matris &dr, per definition, vektorrummet som spinns upp
av matrisens kolumner, sa borde vi vilja

-1 0
1 1
5 —4
0 1

S O N =

26 (a) Sant (Theorem 2, Section 4.2).

(b) Sant (Theorem 3, Section 4.2).

(c) Falskt. Snarare &r det méngden av alla b fo6r vilka ekvationen Az = b har en l6sning.
(d) Sant. Per definition bestar kdrnan till en linjir avbildning av alla vektorer x sadan
att T'(xz) = 0. Sa om T'(x) = Az bestar kirnan av alla & saidan att Az = 0, dvs matrisens
nollrum.

(e) Sant. Det ér just kolonnrummet av avbildningens matris.

(f) Sant, men jag hoppar éver en forklaring (skulle vara en for lang tangent).

Avsnitt 4.3

8. Man vet omedelbart att dessa vektorer inte kan vara linjdrt oberoende och darmed
utgor inte en bas till R® ty de &r 4 st till antal och dim(R®) = 3. For att avgora exakt
vilka som &r linjart oberoende sa bektraktar vi kolonnrummet till matrisen som har dessa
vektorer som sina kolumner, dvs

A= -4 3 -5 2

Vanlig Gausselimination tar A till trappstegsformen

10 3 0
03 7 2
00 -8 —4

Vi har pivoter i de tre férsta kolumnerna och ddrmed dr motsvarande kolumner i A linjért
oberoende och utgor en bas till R®. M.a.o. en bas till R?® ges av

4,1 3 1,| -5
3 ~1 4

16. Det &ar som i forra uppgiften. Vi stéller upp de fem vektorerna som kolumnerna i en
matris

-2 6 5 0
1 -1 -3 3
-1 2 3 -1/
1 -1 -4 1

e R s Y

sadan att vi soker en bas till Col(A). Gausselimination producerar trappstegsformen

1 -2 6 5 0
0o 1 -1 -3 3
0 0 1 0 2
0o 0 0 0 0

Eftersom pivoten finns i kolumner 1,2 och 3 sa utgor vy, v, och w3 en bas till vektorrum-
met i fraga.



22 (a) Falsk. En bas ér en mazimal linjart oberoende méngd.

(b) Sant. En bas dr en minimal uppspidnnande méngd.

(c) Sant, se (a).

(d) Falsk. Identifiering av de fria variablerna f6ljd av baksubstitution producerar alltid
en bas till nollrummet.

(e) Sant. Jag forklarade detta pa foreldsningen den 20/2. Se ocksa paragrafen efter Ex-
empel 8 i avsnitt 4.3.

24. Foljer omedelbart fran Sats 12 i avsnitt 4.5.

26. Som alla naturligtvis kommer ihag fran inledande matematiken :) sa dr sin2t =
2sintcost. Sa den tredje funktionen pa listan ar bara hilften av den andra. Men sint
och sin 2¢ dr uppenbarligen linjirt oberoende, sa de tva utgor en bas till vektorrummet i
fraga. Alternativt utgor sint och sintcost en bas.

30. Se losningarna till de jimna uppgifterna i ett separat dokument pa hemsidan, dér
en 16sning till denna uppgift presenteras.

Avsnitt 4.5

30 (a) Falskt. Man kan hitta hur manga linjirt beroende vektorer man vill i vilket vek-
torrum som helst (t.ex. genom att ta med olika multipler av samma vektor). Om det hade
statt i stéllet

I

‘If there exists a linearly independent set {vy,...,v,} in V then dim(V) > p

da hade det varit sant.

(b) Sant. En bas till ett p-dimensionellt rum skulle spinna upp rummet och innehalla p
vektorer.

(c) Falskt, se (a). Det finns NAGRA mingder av p— 1 oberoende vektorer, t.ex. limpliga
delméngder till baser.

Avsnitt 4.6
4. Fall 1 : Row(A)

Dimensionen #r antalet rader skilda fran noll i trappstegsformen B, och just dessa ra-
der utgor en bas till radrummet. Alltsa dr dim(Row(A)) = 3 och en bas ges av

(T11To71 T o
1 1 0
3 1 0

Yl 7 10 s ["| 1| (
9 4 1

9] | -3] | 2]

Fall 2 : Col(A)

Rad- och kolumnrummen har alltid samma dimension, lika med matrisens rang. En bas till
kolumnrummet utgors av de kolumner i A svarande mot de kolumner i B som innehaller
pivoten, dvs kolumner 1,2 och 4. Alltsa &r dim(Col(A)) = 3 och en bas ges av

1 1 7
1 2 10
1, -1],] 1
1 -3 —5
1 —2 0



Fall 3 : Nul(A)

Dimensionen #r antalet kolumner i B utan pivoter, dvs antalet fria variabler i syste-
met Bx = 0. Sa i det hér fallet 4r dim(Nul(A)) = 3. For att ta fram en explicit bas maste
vi arbeta igenom baksubstitutionen. Variablerna z3, x5 och z¢ ér fria och de 3 raderna i
B ger foljande ekvationer for de aterstaende variablerna :

.’L’1+$2—3.’173+7.’L'4+9.’L'5—9$6:0,
To — T3 + 314 + 425 — 326 = 0,

Z‘4—$5—2$6=O.

Vi gar igenom systemet bakénges pa sedvanligt sitt och ridknar ut att den allména l6s-
ningen till systemet ges av

T i 2£L’3 — 9.T5 - 2~I6
T2 I3 — 7.T5 - 3£L'6
X3 - xs3
Ty - Ts5 + 2.’1)6
Ts5 L5
- ‘/E6 = - :EG =
[ 2 ] [ —9 [ —2 ]
1 —7 -3
1 0 0
= :L‘s . 0 + x5 . 1 _+_ :L'G . 2 ,
0 1 0
| 0 | | 0] 1

sa att de tre vektorerna ovan utgor en bas till nollrummet.

8. Det finns 6 kolumner totalt i matrisen sa det maste finnas 6 — 4 = 2 st utan pivo-
ter. Ddarmed &r dim(Nul(A)) = 2. Kolumnrummet #r 4-dimenionellt, men den &r snarare
ett underrum i R®, ty A har 5 rader.

16. Nollrummet kan vara 0-dimensionellt, dvs besta bara av nollvektorn. Detta for att
matrisen har firre kolumner &n rader sa det kan finnas en pivot i varje kolumn i trapp-
stegsformen.

I allméinhet, om A &r en m x n matris s maste dim(Nul(A4)) > n—m, ty det maste finnas
minst n — m kolumner utan pivoter i trappstegsformen, for det finns hogst en pivot per
rad.

Avsnitt 5.1
6. Vi kan kolla att
3 6 7 1 -2 1
3 37 -2 | = 4 =(=2)- | -2
5 6 5 1 -2 1

Da dr [I — 2 1]T visst en egenvektor till matrisen, och motsvarande egenvirde ir —2.
OBs! Man hade kunnat 16sa denna uppgift genom att stilla upp matrisens karakteristiska
ekvation, hitta alla egenviirdena och m.s. egenvektorerna och se om [1 —2 1] finns bland
dessa. Men denna dr en onddigt lang metod.

22 (a) Falskt. Hade varit sant om man hade lagt till att  # 0.
(b) Falskt, for man kan ha ett enda egenrum som har dimesnion hogre &n 1 (t.ex. A = 2



egenrummet i Exempel 4 i detta avsnitt). Det motsatta pastaendet dr dock sant - sats 2.
(c) Sant. Definitionerna av termerna stokastisk matris och jimuiktsvektor ges i avsnitt
4.9 och kommer ocksa att ndmnas pa foreldsningen den 25/2. En jamviktsvektor till en
stokastisk matris &r, per definition, en egenvektor svarande mot egenvirdet 1.

(d) Falskt. Det &r sant om matrisen dr trianguldr (Sats 1).

(e) Sant. Egenrummet for ett egenvirde A dr just nollrummet till matrisen A — A[,,, om
A dr en n X n matris.

26. Lat A vara ett egenvirde till A. Da géller att det finns en vektor v # 0 sadan
att Av = A\v. Multiplicera i bada leden till viinster med A sa far vi att A%v = A\(Av) =
A(Av) = A\?v. Men A? = 0 sa detta innebér att A2v = 0. Men v # 0 s& vi maste ha \? = 0
och darmed A\ =0, v.s.v.

27. Det enklaste sittet att bevisa detta ar att anvidnda den karakteristiska ekvationen
(som forst forekommer i avsnitt 5.2). Den séger att talet A dr ett egenvirde till matrisen
A om och endast om

det(A — \I,,) = 0.

Kom ihag (Sats 5, avsnitt 3.2) att en kvadratisk matris och dess transponat har alltid
samma determinant. Darfér giller att

det(A — AI,) = 0 < det(A — AL,)" = 0.

Men (A — \I,)T = AT — (\I,)T = AT — \I,,, ty enhetsmatrisen ir symmetrisk. S& vi drar
slutsatsen att

det(A — \I,,) = 0 & det(A” — \I,) = 0.
M.a.o. ir ) ett egenviirde till A om och endast om det #r ett egenviirde till AT.
Avsnitt 5.3

14. For A = 5 har vi att

-1 —2

0 1 0 2
A—-5I3 = 2 0 4 = [0 0 0
0 0 0 000

Sa egenrummet dr tva dimensionellt, bestaende av alla vektorer pa formen

T —2.’L'3 0 -2
To | = To =x9- | 1 | +25- 0
T3 I3 0 1

Sa vi viljer ut en bas av egenvektorer

P& samma sitt for A = 4 har vi att

[00—2} [2141
A—4L;=121 4 | —w 100 1/1.

[00 1J



Efter baksubstitution ser man att egenrummet spinns upp av

1
V3 = —2
0

Dérmed har vi foljande diagonalsering av A :

-1

4 0 -2 0 -2 1 5 00 0 -2 1
2 5 4 =11 0 =2 0 50 1 0 =2
00 5 0 1 0 0 0 4 0 1 0

24. Nej, ty summan av dimensionerna av egenrummen #r inte 3.

11
31. [ 01 ] Enda egenvirdet dr 1 och motsvarande egenrum spidnns upp av (1) ],

och #r bara 1-dimensionellt alltsa. Matrisen #r dock inverterbar (determinanten &r 1).
Kom ihag att detta exempel gavs ocksa pa en foreldsning.

32. Den i uppgift 5.4.16 till exempel.
Avsnitt 5.4

10 (a) That T is linear is the usual trivial observation that polynomials (or any other
functions) are added and multiplied by scalars point-by-point. That is, for any polynomials
p(z), q(z), any scalar ¢ and any input value x, we have (by definition)

(p+q)(z) =p(x) +q(x), (cp)(z)=c-p(x).

(b) T is a mapping from one 4-dimensional space to another. By definition, its matrix
w.r.t. the given bases is the 4 x 4 matrix My whose columns are the coordinate vectors,
w.r.t. the range-basis, of the images of the vectors in the domain-basis. Since we are
working in this exercsie with standard bases in both the domain and the range, the
columns of My are just the vectors in R* given by, respectively, T(1),T(t),T(t?) and
T(t%). By the definition of T we have

1 -3 9 —27
1 —1 1 —1
1 3 9 27

Thus the matrix we’re looking for is

1 -3 9 =27
1 -1 1 -1
1 1 1 1

13 9 27

12. A itself is the matrix for the transformation in the standard basis £ = {ey, es}. This
I denoted as Mg in the lecture notes. We seek the matrix Mp. The general formula for
base-change for linear transformations (see lecture notes) yields the relationship

Mp = PMeP™', where P =gl
To apply this, we just need to identify P. In fact, it is simpler to first identify

-1
P =Ly



since this is just the matrix whose columns are the vectors in B. Thus

e |3 1] -1 43 1] 12

F= 12 1 ~2 3|2 1 | "7 | =2 1|
16. Such a basis must consist of eigenvectors of A. We first find its eigenvalues by solving
the characteristic equation

2—X -6

0:‘ “1 3-2A

‘:...:)\2—5/\:/\()\—5).

Thus there are two eigenvalues, A\; = 0 and A2 = 5. One may check that the corresponding

. . -2 .
eigenspaces are spanned respectively by v; = [ ? } and vy = [ 1 ] Thus the basis B

should consist of these two vectors (or any multiples of them).

22. Att A dr diagonaliserbar innebér att det finns en diagonalmatris A och en inverterbar

matris X s.a.
A=XAX"" (4)

Att B ar simildr till A innebér att det finns en inverterbar matris Y s.a.
B=YAY ! (5)
Fran (4) och (5) hérleder vi att
B=Y(XAXHY ' = YX)AX'Y™H) = (YX)A(Y X)L

Sitt Z:=YX. Sa B = ZAZ™! och detta ir en diagonalisering av B.

ANMARKNING : Notera att det &r samma diagonalmatris som géller nér vi diagonaliserar
A och B, som medfér att dessa tva matriser har samma egenvirden. Detta giller alltid
for similéra matriser, &ven om de inte &r diagonliserbara : se Sats 4, avsnitt 5.2.

Avsnitt 6.1
24. Remember that, for any vector  one has ||zz||* = - . Thus

u+v|*+|ju—v|* =(u+v) (u+v)+(u—2)-(u—0)
=(u-utu-v+v-ut+v-v)+(u-u—u-v—v-u+v-v)
=2(u-u)+2(v-v) =2||u|]* +2||v]?, vs.v.

Avsnitt 6.3
10. One may check that u; - uy = u; - u3 = vy - u3 = 0. Thus y = y; + y, where

Yy = Projyy = Projy, Y + Projy,y + Projy,y

-u -u -u
:<’!! 1>u1+<y 2)u2—|-(y 3)u3
U1+ Uy U2 *+ U9 U3 - U3

1 1 0 5
B 1 1 " E 0 B § -1 |2
31 0 3|1 31 1| |3
-1 1 -1 6
Finally,
3 5 -2
4 2 2
y2 = y - yl = 5 - 3 = 2
6 6 0



16. Let W denote the subspace spanned by v; and v,. Let § := projy,y. Then the distance
from y to W is ||y — 9|
Observe that vy - vo = 0 so {v, vy} is an orthogonal basis for W. Consequently,

A_<y-vl) (y-vz>
Y= v + (2
V-0 V3 + U2

1 —4

2 3

1 —4 -1

-2 1 -5

=31 |t o |7 =3

2 3 9

Hence,

3 —1 4
o —1 -5 |4
13 9 4

and so ||y — g|| = V42 + 42 + 42 + 42 = /64 = 8.
20. We can take
V = Uy — PIOjy Us.

Note that w; - u; = 0. Thus

. . . Uyg * Uy Uy * U2
Projyy Us = Projq,, U4 + Projqy, Us = u; + U2

U - Uy Ug - Ug
1 1 1 5 0
-2 2 —2/5
Thus
0 0 0
v=|1|—-| 1/5 | =] 4/5
0 —2/5 2/5
Note that any scalar multiple of v works equally well, so if you want to pick a vector with
0
integer entries, the natural choice is | 2
1
Avsnitt 6.4

10. Standard Gram-Schmidt. Let @1, €9, 3 denote the columns of the matrix from left
to right. We wish to replace this basis for Col(A) by an orthogonal basis {v1,ve, v3}.
Proceed as usual. First,

-1

V1= =

— = o



Next,

6 —1 3
| —8 _ _% 3 . 1
T =2 12 1 o 1
—4 1 -1
Thirdly,
(5133 : ’01) (1133 ’02>
V3 = T3 — V1 — 2
V1 -V Vo - U9
6 —1 3 —1
. 3 _ E 3 _ @ 1 -1
o 6 12 1 12 1 o 3
-3 1 -1 -1
Avsnitt 6.5

R
S b R Y
whence that
2 -2
b—Au=| -4 |, b—Av = 2
2 —4

One then checks that the scalar product of these latter vectors with the first column of A
is £22 respectively. Thus neither vector is orthogonal to Col(A), and thus neither w nor
v can be a least-squares solution to Ax = b.

Avsnitt 6.6

4. The least-squares line y = 3 4+ f1z is the least-squares solution to

3
3)-|;
B 1
0

If we denote this system as Az = b then the least-squares solution is given as usual by

— o
A O W N

-1

12 3
 raeiare |1 11 17]1 3 111 1]]2
“’_(AA)‘“’_[2356 15 23561
16 0
s 43/10

= ... rdkna sjélva ... = —7/10 |-

Thus the best-fit line is y = — Lz + 32.

Avsnitt 7.1



19. Step 1 : Find eigenvectors

A2 =7 : We have

[—4 —2 4 2 1 —2
A-Th=|-2 -1 2 |~ |00 0
[ 4 2 —4 00 0

Thus after the usual back-substitution, we get a basis for the eigenspace

—1 1
r, = 2 , &9 = 0
0 1

A3 = —2 : We have

[5 —2 41 5 —2 4]
A4+2L;=1 -2 8 2110 2 11.
[4 2 5J 0 0 oJ

After the usual back-substitution, we get a basis for the eigenspace

—2
3 = -1
2

Note : We could also have taken &3 = x| X x4, since the \3-eigenspace must be orthogonal
to the A\ o-eigenspace, since the matrix is symmetric.

Step 2 : Orthogonalise the A 2-eigenspace.

Take v; = x; and

S 1 N 4/5
’02:132—< 2 1)’01: 0 —(—-) 2 = 2/5

V1V

Step 8 : Normalise the eigenvectors.

-1
Uy 1= vl 2
1 =7 = = )
ol = V5|
S U
9 1= = )
Toall ~ Va5 |
3 1 —2
Uus = - —1
Toll ~3 |
Step 4 : Perform the orthogonal diagonalisation.
We have
A=PDPT,
where
] A 00



Thus, in this example,

—1/V/5 4//45 —2/3 70 0
P=1| 2/v5 2/\/4 -1/3 |, D=0 7 0
0  5/V45 2/3 00 -2
26 (a) True. Theorem 7.1.3(d).
Thm. 2.1.3(d)

(b) True. For if B = PDP” then BT = (PDP™)T

PDPT = B (notera att en diagonalmatris &r alltid symmetrisk).

(c) False, since the matrix need not be symmetric. For example take a 2 x 2 rotation

matrix CPSQ —sinf } This is orthogonal, but is symmetric if and only if sinf = 0,
sinf cos#f

i.e.: if and only if # is a multiple of .

(d) True. Theorem 7.1.3(b).

(PT)TDTPT —

30. A matrix is orthogonally diagonalisable if and only if it is symmetric : see parts
(a) and (b) of exercise 26 above. Thus it suffices to show that if A and B are both
symmetric and AB = BA, then AB is also symmetric. This is indeed the case, since then

r Thm. 2.1.3(d) by symmetry BA by hypothesis

(AB) BT AT AB

OBs! What the above shows is that a product of two symmetric matrices is still symmetric
if and only if the matrices commute.



