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., MSN 260Tentamenskrivning den 17 januari 2005L�osningar1. Visa att tv�a oberoende diskreta stokastiska variabler o
ks�a �ar okorrelerade. Angeett exempel p�a beroende men okorrelerade stokastiska variabler. (4p)a. Kalla de tv�a oberoenden stokastiska variablerna X o
h Y o
h antag att de �arheltalsv�arda. Eftersom korrelationen �ar kovariansen C(X; Y ) dividerad med produktenav standarddeviationerna, r�a
ker det att visa att C(X; Y ) = E[XY ℄ � E[X℄E[Y ℄ = 0.Men E[XY ℄ =Xi;j P(X = i; Y = j) =Xi;j ijP(X = i)P(Y = j) ==Xi iP(X = i)Xj jP(Y = j) = E[X℄E[Y ℄;d�ar den andra likheten g�aller just pga oberoendet.b. Bokens exempel �ar X 2 N(0; 1) o
h Y = jXj. Mer allm�ant kunde man ta X medvilken som helst f�ordelning som �ar symmetrisk kring origo o
h antar minst fyra v�arden.(Varf�or duger det inte med bara tv�a, t. ex. X � 1, b�agge med sannolikheten 12?)2. Utan n�agon riktig anledning har du f�att f�or dig att testa om du har en my
ket ovanligsjukdom. Den f�orekommer i sj�alva verket endast i 
irka ett fall p�a tiotusen individer. Detblodprov som tas med efterf�oljande analys anses ge en s�aker diagnos: Av hundra sjukaindivider ger provet i snitt positivt resultat f�or 99, medan risken f�or att en frisk individskall uppvisa ett positivt provresultat �ar s�a liten som 0,01. Om du nu f�ar h�ora att dittprov var positivt, hur stor �ar d�a sannolikheten att du verkligen �ar sjuk? (4 p)Anv�and Bayes sats, S = sjuk, R = resultatet positivt:P(SjR) = P(S \R)P(R) =P(RjS)P(S)P(RjS)P(S) +P(RjS
)P(S
) � 0:1Tr�ostrikt att veta!3. En forskningsrapport inneh�aller 90% -iga kon�densintervall f�or tio olika konstanter.De olika intervallen baserar sig p�a oberoende m�atserier.a. Vilken �ar sannolikheten att de alla inneh�aller \sin" konstant? (1p)b. L�at � bete
kna antalet intervall som missar sin konstant. Vilket �ar �:s mestsannolika v�arde? (2p)a. Vart o
h ett t�a
ker sin konstant med sannolikheten 0.9 Eftersom intervallen �aroberoende t�a
ker alla sin konstant med sannolikheten 0:910 � 0:35.b. Sannolikheten att k konstanter ska vara t�a
kta �ar�10k �0:9k0:110�k; k = 0; 1; 2 : : : 10:1



Kvoten mellan tv�a p�a varandra f�oljande s�adana uttry
k (f�or k o
h k + 1) �ark + 110� k 0:90:1 = 9 k + 110� k :Detta �ar mindre �an 1 f�or k = 0, st�orre annars. Allts�a �ar det mest sannolikt att ettkon�densintervall missar sitt m�al.4. Mottagarna av 2004 �ars Riksbankspris i ekonomisk vetenskap till Alfred Nobelsminne, E. Pres
ott o
h F. Kydland, har i ett ber�omt arbete antagit att arbetsl�osheten ut�ar t beror linj�art av skillnaden mellan in
ation detta �ar �t o
h dess v�antev�arde,ut = u� � �(�t � E [�t ℄):Storheten u� kallar de \j�amviktsarbetsl�oshet" o
h � t�anker de sig positivt, ju st�orrein
ation, desto mindre arbetsl�oshet. Som framg�ar av nedanst�aende data f�or Sverige(www.s
b.se), kan detta inte vara sant i strikt mening. G�or d�arf�or en linj�ar regressions-ansats ut = u� � �xt + et;d�ar den oberoende variabeln xt = �t � E [�t ℄ �ar avvikelsen fr�an f�orv�antad in
ation o
het; t = 1998; 1999; : : : ; 2004 �ar oberoende fel som �ar N(0; �2) f�or n�agot �.�ar arbetsl�oshet in
ation(tusental) (pro
ent)1998 280 1,51999 240 1,52000 200 1,52001 175 32002 175 2,52003 220 22004 250 1(Om du f�oredrar att ha �aven arbetsl�osheten i pro
entenheter, kan du s�atta Sverigesarbetskraft till 4,5 miljoner m�anniskor.) Antag att E [�t ℄ = 2 under dessa �ar.a. Skatta u� o
h �. (2p)Som kursboken f�oresl�ar, skriv om regressionsekvationen tillut = u� �(xt � �x) + et;d�ar u = u� � ��x Eftersom felen �ar normalf�ordelade, sammanfaller minsta-kvadrat o
htrolighets (=ML)skattningarna o
h blir (
ir
um
ex bete
knar skattning)û = �u = 215; 7;�̂ = �P(xt � �x)P(ut � �u)P(xt � �x)2 � 44; 7;û� � 222;d�ar SCB:s data f�or perioden ger si�erv�ardena.b. Skatta �2 v�antev�ardesriktigt. (2p) 2



Variansen skattas v�antev�ardesriktigt av residualkvadratsumman genom antalet obser-vationer n minus tv�a: X(ut � û� � �̂xt)2=(n� 2) = s2 � 1832:
. Ange ett 95% -igt kon�densintervall f�or �. (2p)Ett s�adant ges av �̂� ts=qX(xr � �x)2;d�ar t �ar 97,5-pro
entsfraktilen av av t-f�ordelningen med fem frihetsgrader.Intervallet blirungef�ar (-100, 190) (om inte jag har r�aknat fel).d. Kan man (inom ramen f�or denna enkla modell) p�a grundval av denna datam�angdf�orkasta nollhypotesen om oberoende, H0 : � = 0? Resonera mer allm�ant om modellensrimlighet som beskrivning av sambandet mellan arbetsl�oshet o
h in
ation i Sverige desenaste de
ennierna. (2p)Nej, det kan man inte eftersom kon�densintervallet inneh�aller noll. (�A andra sidan �arju detta en my
ket kort dataserie.)Arbetsl�osheten beror rimligen av en rad olika faktorer, lagstiftning, sjukskrivnings-o
h pensioneringsbest�ammelser, ut�over de renodlat ekonomiska som in
ationen. Givetviskan man inte utesluta att totalrelationen �and�a skulle kunna sammanfattas i ett linj�artsamband, men det �nns �a andra sidan kanppast n�agot som tala f�or detta snarare �an t exett polynomiellt samband, eller n�agot helt annat funktionssamband { eller inget alls. Dedata som uppgiften ger kan inte rimligen anses styrka teorien.5. Tv�a kommuni
erande k�arl inneh�aller tillsammans M molekyler. Varje tidpunkt
yttar sig en slumnpm�assigt vald molkeyl fr�an det ena k�arlet till det andra. (Att molekylen�ar slumpm�assigt vald betyder att varje molekyl v�aljs med samma sannolikhet, 1=M .)Observationsserien startar med alla molekyler i den ena beh�allaren, s�a att om denna vidtidpunkten t inneh�aller Xt molekyler, t = 0; 1; 2; 3; : : : s�a �ar X0 = M .a. Visa att X0; X1; X2; X3 : : : utg�or en Markovkedja o
h ange dennas �overg�angssanno-likheter. (2p)Om Xn = x, s�a blirXn+1 == � x� 1 med sannolikheten x=Mx+ 1 med sannolikheten 1� x=Moavsett vad X0; X1; : : :Xn�1 �ar.b. I det l�anga loppet stabiliserar sig molekylf�ordelningen i den meningen att f�or allak g�aller att P(Xn = k)! vk, som �ar den station�ara molekylf�ordelningen. Kan du bevisa{ eller �atminstone ange argument f�or { attvk = �Mk �2�M?(4p)Det �ar l�att att visa att allm�ant �arvk =Xj vjpjk;3



om pjk bete
knar �overg�angssannolikheten fr�an j till k. S�att nu in vad �overg�angssannolikheterna�ar i detta spe
iella fall, enligt a., o
h kolla att det angivna uttry
ket �ar l�osningen.6. Den stokastiska variabeln X har frekvensfunktionenf(x) = f e�(x��) f�or x > �0 annars. :L�at (X1; X2; : : : ; Xn) vara ett sti
kprov p�a X o
h s�att Y = min(X1; X2; : : : ; Xn).(a) Vad har Y f�or f�ordelningsfunktion? Frekvensfunktion? (2 p)P(Y � y) = 1�P(Y > y) = 1� (P(X > y))n = 1� (1�P(X � y))nger f�ordelningsfunktionen. Derivera, s�a f�ar du frekvensfunktionen.(b) Best�am a o
h b s�a att aY + b blir en v�antev�ardesriktig skattning av �. (2 p)Best�am E[Y ℄ o
h utnyttja � = aE[Y ℄ + b:(
) Hur stort sti
kprov kr�avs f�or att V (aY + b) ska bli mindre �an 10�4? (2 p)H�ar f�ar man r�akna ut variansen, men det g�ar ju eftersom man har frekvensfunktionen!
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