Tentamen 27 augusti 2003
81513151V

NTMO010 Statistik for fysiker

Anvisningar

Hjélpmedel: riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samt kursens formel- och tabell-
samling.

Betygsgréanser: 12 p for G och 22 p fér VG av totalt 30 p.

Lésningar publiceras pa webben forsta vardagen efter tentamensdagen.

Examinator och jour: Tommy Norberg, tel 7723528, 073079 42 09.

Problem

1. T en viss population forekommer en viss sjukdom med frekvensen 1/20. D4 man testar om
en godtyckligt vald individ har denna sjukdom géller att testet visar positivt resultat (d.v.s
indikerar att individen &r sjuk) med sannolikheten 0.9 om individen &r sjuk och med sannolik-
heten 0.2 annars. Antag att testet visat positivt resultat for en godtyckligt vald individ. Vad
ar sannolikheten att denna individ verkligen &r sjuk. (4 p)

2. Lat Fx(z) vara fordelningsfunktion for den stokastiska variabeln X. Visa
Fx(b) —Fx(a) :P(CL <X S b)
Hér forutsatts att a < b. (3 p)

3. Lat X vara normalfordelad med vintevirde p och standardavvikelse o. Berdkna den 95:e per-
centilen x5 (kallas ocksa 95%-kvantilen). (3 p)

4. Den tva-dimensionella massfunktionen p(z,y) uppfyller

Y
0o 1 2 3
01].08 .07 .04 .00
11.06 .15 .05 .04
z 2/.05 10 .06
31.00 .01 .05 .06
41.00 .01 .05 .06

Kalla motsv stokastiska variabler for X och Y.

(a) Berdkna den saknade sannolikheten, d.v.s P(X =2,Y =1). (1 p)
(b) Berdkna P(X +Y =2). (1 p)
(c) Berdkna P(Y =2). (1 p)
(d) Berdkna P(Y — X =1). (1 p)

5. Lat X,Y vara stokastiska variabler med véintevirden E[X] och E[Y]. Visa att E[X + Y] =
E[X]+ E[Y]. (4p

(Vénd)



6. Pontus pastar att med den splitter nya eneuron han haller i sin hand sikert far minst 60 klave
(eller det som motsvarar klave pa ett eneuromynt) pa 100 kast. Hur stor &r hans chans att
lyckas. (En approximativ éverslagsberikning duger bra.) (3 p)

7. Visa att stickprovsvariansen S? dr en viinteviirdesriktig skattning av variansen o?. Hir for-
utsdtts att observationerna dr oberoende, n till antalet och att deras fordelning har &ndligt
andramoment. (4 p)

8. I ett laboratorium gjordes fem vintevirdesriktiga métningar av en viss storhet p. Man erholl
11.67 12.98 6.99 9.95 9.61

Antag normalfordelade fel.

(a) Punkt- och intervallskatta p. Lat konfidensgraden vara 95%. (4 p)
(b) En viktig forutsdttning for (a) har ej ndmnts. Vilken? (1 p)

— Lycka till! —



Tentamen 20 maj 2003
815.13% i VV

NTMO010 Statistik for fysiker

Anvisningar

Hjélpmedel: rdknedosa utan lagrad information om kursen, Beta samt kursens formel- och tabell-
samling.

Examinator och jour: Tommy Norberg, tel 7723528, 073079 42 09.

Betygsgréinser: 12 p for G och 22 p for VG av totalt 30 p.

Losningar publiceras pa webben den 20 maj. Se kursens hemsida. Tentamensresultat publiceras pa

anslagstavla i “suckarnas gang” (killaren i Matematiskt centrum) preliminért onsdag den 28 maj.
Nasta tentamensmdojlighet ar onsdag 27 augusti, 2003.

Problem

1.

Betrakta foljande forsck: Drag utan aterliggning ett kort ur en vilblandad kortlek; drag sedan
ytterligare ett kort. Ar hindelserna det forsta kortet dr hjirter och det andra kortet &r hjirter
oberoende? Antag att ett av de tva dragna korten har firgen hjirter. Berikna den betingade
sannolikheten att det aterstaende kortet dr hjarter. (4 p)

Harled foljande variant av Bayes formel:

P(A)P(B|A)
P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|Ae)

P(A|B) = (4p)
Lat f(z) = k(a)z® for 0 < z < 1. For vilka « dr f en tiathetsfunktion for en stokastisk variabel
och bestdm k(a) for varje sddant «. Berdkna dven vintevirde och varians for en stokastisk
variabel med denna tathetsfunktion. (4 p)

Vid utvinning av olja i Nordsjon &dr det inte ovanligt att pump-plattformen halls pa plats av
ett satellitbaserat positioneringssystem. Da vinden &r stark riskerar plattformen att driva for
langt ifran riktpunkten. Man uppskattar att detta sker i genomsnitt ca 8 ganger per ar och nir
det sker maste pumputrustningen kopplas ifran, ty ifall plattformen driver tillrackligt fel slits
pumputrustningen sonder och en s.k. "blow out” intraffar. Man riknar med att frankopplingen
lyckas i ca 19 fall av 20 och att plattformen driver ivig till blow out-lage i ca 1 fall av 40.
Beriakna sannolikheten for ingen blow out under en tidsperiod av 1 ar. (4 p)

Lat X vara exponentialfordelad med véintevirde 1/\. Berikna kvantilen z,. (3 p)

(a) Visa foljande generella formel f6r berikning av variansen for en summa av tva stokastiska
variabler X och Y:
Var[X + Y] = Var[X]| + Var[Y] + 2Cov[X, Y] (2 p)

(b) Antag att paret X,Y har en tvi-dimensionell normalférdelning och
,LLX:5, /,Ly:?), UX:1; O'y:2

Om korrelationen dr 0.5, vad blir d& Var[X + Y]? (1 p)

(Véand)



7. Lat Xy, Xy, ..., X, vara oberoende och ha vinteviardet p och standardavvikelsen o.
(a) Berdkna vinteviarde och standardavvikelse for medelvérdet. (2 p)

(b) Beridkna véntevirde av variansen. (2 p)

8. En metallurg gjorde fyra bestimningar av mangans sméltpunkt, varvid han erholl foljande
sméiltpunkter i grader Celcius:

1269 1271 1263 1265

(a) Punktskatta mangans sméaltpunkt. (1 p)
(b) Bestam ett 99% konfidensintervall for sméltpunkten. (2 p)
Ange vilka forutsiattningar du behdver gora for att 16sa deluppgifterna ovan. (1 p)

Lycka till!



—_

Svar eller 16sningar till tentamen i NTMO010 Statistik for fysiker, 27/8-2003

. Lat S betyda att individen har sjukdomen och D att den detekteras. Féljande ar givet: P(S) =

1/20 = 0.05, P(D|S) = 0.9 och P(D|S¢) = 0.2. Bayes formel ger

P(S)P(D|S) B 0.05-0.9
P(S)P(D|S) + P(S¢)P(D|S¢) ~ 0.05-0.9 4+ 0.95 - 0.2

P(S|D) = ~ 0.191

Se Blom sida 52.
Ur definitionen P(X < zg95) = 0.95 fas

P (X_” < m°-95_“) —095 = <w> —0.95

o o o o

Ur lamplig tabell (t.ex sida x i kursens formel- och tabellsamling) fas nu

095 7H _ 1645 = wogs = p+ 1.6450
o
(a) P(X =2,Y =1) =0.06, ty annars &r ej >, p(z,y) = 1.00.
(b) P(X +Y =2) = 0.05+0.15 + 0.04 = 0.24
(c) P(Y =2) = 0.04+ 0.05+ 0.10 + 0.05 + 0.05 = 0.29.
(d) P(Y — X =1) = 0.07 + 0.05 + 0.06 = 0.18

. Se Blom sida 120.

Vi utgar ifran att myntet ar symmetriskt s att sannolikheten for klave i ett godtyckligt kast
blir 0.5. Vi utgar vidare ifran att de 100 kasten dr oberoende. D& blir frekvensen klave, f sig,
enl cgs approximativt normalférdelad med vintevirde 100 - 0.5 = 50 och standardavvikelse

v100-0.5-0.5 = 5. Saledes giller att
60 — 50

P(f260)=P<Z2 >%1—<I>(2):0.025

dir Z = (f — 50)/5 alltsa dr approximativt N(0, 1)-fordelad.

(n-1)S*=> (X;-X)’=> X} —nX’

%

Notera forst att

(Den som inte kommer ihag detta far naturligtvis hirleda uttrycket.) Vi far nu att

(0= )5 = 3 BIXF) = nBL) = Bl - n(]

Notera att
E[X?| - E[X|? =0 = E[X =0+

dir p = E[X;]. Analogt
E[X?] = Var[X] + E[X]* = 0°/n + 1/
Vi far foljaktligen att
E[(n —1)S?] = n(o? + 1) — n(o?/n+ p*) = (n — 1)0?

vilket visar att S? skattar o2 vinteviirdesriktigt.



8.

(a) Borja med att rdkna ut att £ = 10.24 och att s = 2.269. Ur tabell fas ¢y g25(4) = 2.776.
Felet med konfidens 95% &r

2.776 - 2.269/v5 = 2.817 ~ 2.82

och p = 10.24 £ 2.82 &r den sokta punkt- och intervallskattningen. Ett alternativ séitt att
ge intervallskattningen ar p € (7.42, 13.06). Punktskattningen av u dr 1 = 10.24.

(b) Det &r oerhort viktigt att observationerna ér oberoende.



Svar eller 16sningar till tentamen i NTMO010 Statistik for fysiker, 20 maj 2003

. Lat A; vara handelsen att det forst dragna kortet dr hjérter och A, héandelsen att det sist
dragna kortet &r hjdrter. Vi far att P(A;) = 13/52 = 1/4, P(A; N As) = P(A;)P(A4]4,) =
(13/52)(12/51) = 3/51 = 1/17 samt P(AS N A,) = (39/52)(13/51) = (3/4)(13/51) = 13/68.
Saledes ar P(A;) = (3/51) + (3/4)(13/51) = 1/4. Vi ser att P(A;)P(Ay) = (1/4)(1/4) = 1/16,
medan P(A; N Ag) = 3/51 # 1/16. Héndelserna A; och A, &r alltsi ej oberoende.

Notera dven att P(A;UAy) = P(A1)+P(As)—P(A1NAy) = (1/4)+(1/4)—(3/51) = 45/102 =
15/34 och P(A; N Ay|A1 U Ay) = (1/17)/(15/34) = 2/15 foljer.

. P(A|B) = P(AN B)/P(B) Nuir P(ANB) = P(A)P(B|A) och P(B) = P(ANB)+P(A°NB) =
P(A)P(B|A)+P(A°)P(B|A°). Vifar P(A|B) = P(A)P(B|A)/ (P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|AY)),
vilket skulle visas.

.Url_f0 dx—fo )z dr = k(a fox dr = k(a)/(a+1) for a > —1 fas k(a) = a+ 1.
Integralen ar divergent for « < —1. Véntevirdet y = folx (a+1Dz*de = (o +1)/(a+ 2)
och for variansen behéver vi f01x2 (a4 1)z%*dx = (a+ 1)/(a+ 3). Vi far nu att variansen ar

=(a+1)/(a+3)—(a+1)/(a+2)°=(a+1)/(a+3)(a+2)?).

. Antalet blow-out under en tidsperiod av ett ar dr Poissonfordelat med véntevirde ca 8- (1/20) -
(1/40) = 1/100. Saledes #r den sokta sannolikheten ~s e /1% ~ 1 —1/100 = 0.99.

. Kvantilen z, definieras av att P(X > z,) = «a. For exponentialférdelningen &r P(X > z) =
[ Xe dy = e=*. Saledes ir —Azq = In o ur vilket 2, = (—Ina)/X foljer. Rétt far ocksa de
som ur definitionen P(X < x,) = « hérlett z, = (—In(1 — )/

. (a) Var[lX + Y] = CoviX + YV, X + Y] = Cov[X, X + Y] + Cov[Y, X + Y] = Cov]X, X] +
Cov[X, Y]+ Cov[Y, X] + Cov[Y, Y] = Var[X] + Var[Y] + 2Cov[X, Y]
(b) Ur p = Cov[X,Y]/+/Var[X] Var[Y] fas Cov[X,Y]| = +v12-22.(1/2) =1 och Var[X + Y] =

12422 4+2-1 =7 foljer.

. Medelvirdet &r X = (1/n) >_7_, X; och variansen &r S? = Y"1 (X; — X)?/(n —1). Vi far

(a) E[X] = (1/n) 321, E[Xi] = (1/n)np = poch Var[X] = (1/n)* 3711, Var[X] = (1/n)’no® =
o?/n. Medelviirdets standardavvikelse #r saledes o//n.

(b) Ur (n-1)8% = 57 (Xi—X)? = 20 (Xi—puebp—X)% = S0, (Xim )22 50, (Xi—pt) (-

X+ (=X)? =320 (Xi—p)?+2n(X —p) (= X)+n(p—X)? = 350 (Xi—p)* —n(X —p)?
fas att (n — 1)E[S?] = no? — no?/n = (n — 1)o? och E[S?] = o2 foljer.

. Vi har i n = 4 métningar erhallit medelviardet £ = 1267 och standardavvikelsen s = 3.651.

(a) Jag punktskattar vantevirdet u med medelvirdet Z = 1267 och om métmetoden &r vinte-
vardesriktig dr detta dven en punktskattning av mangans sméltpunkt i °C..

(b) Vi forutsétter dven att métningarna &r oberoende och har normalférdelade fel. Om den
onskade konfidensgraden ar 99%, s& ar o = 0.01. Ur tabell fas att tn—1,0/2 = t30.005 = 5.841,
vilket ger “felet ¢, 14/25/v/n = 5.841 - 3.651/v/4 = 10.66. Saledes &r [1256.3, 1277.7] ett 99%
konfidensintervall for sméltpunkten.

Resultatet fran (a) och (b) sammanfattas i g = 1267 £ 10.7 med konfidensen 99%. Forutsétt-
ningarna for berdkningarna dr som redan nidmnts att mitmetoden ar vintevirdesriktig, att
méatningarna ar oberoende och att felen &r normalférdelade.



