Statistik for Fysiker m. fl. Tentamen 12 januari 2004
Losningar
Grans for G 7p, for VG 17.

1. a. Laroboken ger beviset for det diskreta fallet, det kontinuerliga ar
helt analogt: Vilj ¢(X,Y) = X +Y i Sats 1’, Kapitel 6 och utnyttja att en
integral av en summa ar summan av integralerna.

b. De tva enklaste exempel jag kan tdnka mig ar ¥ = X respektive
Y = —X. Da blir i forsta fallet

V(X +Y)=V(2X)=4V(X) > 2V(X),
om bara V(X) > 0, och i det andra
VIX+Y)=V(X - X)=V(0) < 2V(X).
c. Allmént géller ju att
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2C(X,Y)

och kovariansen &dr noll om variablerna ar oberoende (Sats 5, Kapitel 6, eller
direkt harledning.)

2. a. P(A|IF)=P(ANF)/P(F),om P(F) > 0.
b. Tank dig en situation som upprepas n ganger, varvid hiandelserna

ANF och F intriffar nanp respektive np ganger. P(A|F) bor vara ungefir
frekvensen av A bland de ganger F' intraffar, dvs

nNAnF / n
ng/n

P(A|F) ~ nanp/np = ~ P(AN F)/P(F).

c. Konstatera forst att Bayes formel bara galler om handelserna Fy, F1, ... F,
ar oforenliga och tillsammans uttommer alla mojligheter: FoUF 1 U.. . UE, =
2, dvs hela utfallsrummet.

I sa fall ar P(F() N A) = P(A N F()) = P(A|F0)P(FO), medan

P(A)=P(AN(FRUFU...UF,)) =Y P(A|F,)P(F).

d. Bayes formel ar viktig darfor att den ger en mojlighet att ga fran
sannolikheten for en héndelse (ovan betecknad A) under vissa betingelser
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(betecknade F') till sannolikheten att det var den betingelsen, som lag bakom
A. T. ex. kan vi kinna till sannolikheten for ett visst utslag pa ett prov som
mater forekomsten av antikroppar, om patienten har en immunbristsjukdom.
Har vi nu fatt detta utslag kan vi anvinda formeln for att berdkna sanno-
liokheten att sjukdomen faktikt foreligger.

3. a. Se boken.

b. Skriv B, for handelsen A¢, dvs komplementet till A, och D; =
B,Dy = BN Ay,...D, = B,NA,_1.... Kontrollera att D-hiandelserna
ar parvis oforenliga, att

B, =] D
k=1
och att unionen av alla Dy, Dy, ... blir hela utfallsrummet Q. (Ett utfall som

inte ligger i nagot Dy kan inte ligga i nagot B,, och maste darfor tillhora alla
A,,. Men sadana utfall finns inte.) Darfor blir

1—P(A,) =P(B,) =Y P(Dy) = Y _ P(Dy),
k=1 k=1
da n — oco. Men enligt bokens Axiom 3’ ar
Y P(Dy)=P(DiUDyU...DyU...)=P(Q) =1.
k=1

4.a. Se boken, kapitel 6, exempel 4 (pa tva stillen)
b.

k+1 1
1 1

P([X]=k)= / e My = e_k/m/ —e7tMdy = e7kIm(1 — e7Y/m),
k m o m

c. Om Y € Exp(m), sa blir

fr ()

=R =1/m.

Om tvartom

fr(z)

1-— Fy(x)



och vi skriver S(z) = 1 — Fy(z), sa giller diferentialekvationen S’ = —¢S,
med begynnelsevillkoret S(0) = 0. Det foljer att

S(x) =e .

5.a. Man maste anta nagot om relationen mellan de tva stokastiska vari-
ablerna. Tanken har ar att de ska vara oberoende, nar komponenterna be-
trakas var for sig. I sa fall galler att

Plmin(X, ) > 2) = P(X > ,¥ > ) = ¢t = (010"
Alltsa &r
Fminxvy(2) = 1 — P(min(X,Y) > 2) =1 — e~ @),

Detta géller alltsa om komponenterna inte paverkar varandra.

b. Men om de ar smmankopplade géller att bada gar sonder, vid tid-
punkten min(X,Y) med sannolikheten p. I 6vrigt r de oberoende. Alltsa,
om z <y, sa

P(X <2,V <y)=p(1—e @) 1 (1 —p)(1 —e )1 —e ).

6.a. Om X,, = 7, sa maste X,,;; vara antingen ¢ + 1 eller 7 — 1, eftersom
exakt en molekyl flyttar sig mellan behallarna i varje steg. Sannolikheten for
den forsta mojligheten blir 1 — i/m och for den andra i/m, om 1 < i < m.
Om ¢ = 0, kan X,,,; bara bli 1, och om 7 = m, maste néista vardet i nasta
steg bli m — 1. Sammanfattingsvis bestammer X,, bade vilka virden som ar
mojliga i nédsta steg, och hur sannolika de dr — det spelar ingen roll hur
fordelningen mellan behallarna var tidigare.

b. Om molekylerna oberoende av varandra ligger i den ena behallaren
med sannolikheten 1/2, blir

m m
= 2 k- (nh) = 27,

c. Vi maste visa att

V = Uk_l(l — (k — 1)/m) + ’U]H_l(k =+ 1)/m



for k =1,2,...m —1, vy = v1/m, och v, = v, 1/m. Men det ar bara att

stoppa in
m m!
= o m—___ " _g-m
vk (k) Kl(m — k)|

och kolla.
d. Vi vet att

P(Xp1=k) = P(X, =k —1)(1 — (k — 1)/m) + P(X, = k+ 1)(k +1)/m

Om P(X,, = k) — en gréns vi kan kalla 7, da n — oo, sa f6ljer att talen
Tk, k = 0,1,...m maste uppfylla samma ekvation som de stationidra sanno-
likheterna. Men denna ekvation har bara en 16sning. Bara den stationara
fordelningen &r alltsa tdnkbar som griansférdelning. (Det dr svarare att visa
att man verkligen har konvergens mot denna, men det erfordras inte.)

7. Se beskrivningen i laroboken.

8.a Eftersom X +Y € N(m,v/2), blir sannolikheten for att en individ, vars
genomsnittliga (forvintade) tryck dr m, skall kallas till vidareundersdkning

X4+Y—-m 20—m 20 —m
G > 7 ):1—@(7\/5 ).

b. P& den forsta fragan blir svaret 10009 ((20 — 20)/+/2) = 500. Och pa
den andra 100.000(1 — ®((20 — 15)/v/2) ~ 100.000(1 — ®(3.5355)) ~ 20.

c. Kan man mdjligen ténka sig att trycket i hela populationen (av 50-
aringar) &r normalfordelat, eller dr det kloka kanske att foresla en sirskild
undersokning av detta? Grénserna ovan verkar inte direkt vil valda. Vi
skulle ju missa halva den sjuka populationen, och bara kalla ett ganska litet
antal i onédan. Prova dig fram med andra grénser, t. ex. 18 (da skulle
vi missa ett attiotal sjuka men kalla vildigt manga till onddiga andraun-
dersokningar).

P(X +Y > 20) = P(




