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Motiverande exempel

Huvudproblemet for den forsta delen av denna kurs ar att gora en fungerande definition
av begreppet “matt”. Matt ar ett naturligt begrepp som vi alla hort talas om i varierande
sammanhang, t.ex. inom sannolikhetsteorin dir vi talar om sannolikhetsmatt eller till
vardags da vi talar om ldngd, area, volym, massa, etc. Nar man matematiskt vill definiera
sa till synes enkla ting visar det sig att man far tillgripa en djup och vid férsta anblicken
ganska besvirlig teori. For att motivera oss for detta borjar vi med att titta pa foljande
exempel.

Antag att vi vill definiera begreppet “langd”. En lingd ar ju nagot som vi tillskriver
delméingder till den reella linjen. Déarfér vore det naturligt om vi definierade lingd som
en funktion / med klassen P(R) av alla delméngder till R som definitionsrum och [0, oo
som virdeméngd. Om [ ska vara vettigt definierad kriver vi dtminstone att

dir A+ {z} = {a+z : a € A} ar z-translationen av A. Problemet ar att detta &r
omdjligt. For att inse detta ska vi byta ut reella linjen mot intervallet [0,1) och vi ska ha
som konvention att alla méngdtranslationer gors med toruskonvention, dvs att d&ndarna
av intervallet dr ihopknutna sa att om en translation resulterar i att en del av méngden
sticker ut utanfor intervallet s& kommer den biten tillbaka i andra dnden. Det ar helt
klart att en vettig definition av ldngd maste uppfylla (3) dven med denna konvention.
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Dela nu in elementen i [0,1] i grupper (ekvivalensklasser) genom att séiga att a och b
hor till samma grupp om a — b ar ett rationellt tal. Bilda nu en méngd A genom att fran
varje grupp vilja exakt ett element och lata A bestd av dessa valda element. Att man
kan gora sa ar precis vad som antas i det s.k. urvalsaxiomet. For varje rationellt tal ¢ i
|0,1] sdtter vi nu A, = A+ {q}.

Observera att (3) kraver att [(A,, ) = [(A,,) for alla ¢; och go. Vi ska strax se dels
att Agna ar disjunkta si att (2) krdver att [(U,4,) = X, 1(Ay) vilket medfor att [(U,A,)
har virdet 0 eller oo, dels att U,A, = [0,1) s& att att (4) krdver att I(U,4,) = 1, en
motsigelse.

Att Ay na dr disjunkta inser vi genom att ta ¢; # ¢» och anta att 4, N A4, # 0. Da
galler for ett godtyckligt element z € A, N Ay, att x dels kan skrivas som a + ¢; dér
a € A, dels som b+ gy dir b € A. Saledes dr a — b = q; — g2 och vi far att a och b ligger i
samma grupp trots att a # b, en motséigelse mot konstruktionen av A som ju skulle besta
av endast ett element fran varje grupp.

Att unionen av A,na dr hela [0,1) ser vi genom att observera att for ett godtyckligt
tal z € [0,1) finns det ett tal a som tillhér samma grupp som z och som tillhor A. Alltsa
kan vi skriva ¢ = a + ¢ for nagot rationellt ¢, dvs z € A,.

Slutsatsen av detta exempel blir att det helt enkelt inte ar rimligt att alla mangder
ska ha en lingd. Vissa méngder ar helt enkelt inte mdtbara. Som kuriosa kan ndmnas att
Banach och Tarski visade att for varje par av mingder, A och B i R3, sddana att A och
B har icketomt inre géller att A kan delas upp i ett dndligt antal bitar som sedan enbart
via translationer och vridningar kan byggas om till B. Exempelvis kan en drta delas upp
i bitar och sedan pusslas ihop till ett klot stort som hela jorden!

1 Mangdfunktioner och matt

1.1 Algebror och c-algebror

Det inledande exemplet visar pa behovet av inskrinka en definition av begreppet “matt”
till en klass av delméngder (till ett visst rum, t.ex. R) som ibland méste vara strikt mindre
an klassen av alla delméngder till rummet i fraga. Har kommer begreppet o-algebra in.

DEFINITION. Lat S vara en méngd, vilken som helst. Lat ¥y vara en familj av
delméngder till S. Vi kallar ¥y en algebra om

(i) S € Xy,
(ii) FeXy= F°el,

(ili) F,Ge¥y=FUG € %,.



En o-algebra, ¥, ar en algebra som uppfyller en starkare version av (iii), ndmligen att om
F\ F,, ... € X sa giller ocksa att U, F,, € X.

Observera att man genast ser att om Y, ar en algebra sa giller:

e () € Xy enligt (ii),

e FFGeXy=FNG=(F'UG € X enligt (ii) och (iii).
Om X ir en o-algebra generaliserar sig den andra av dessa observationer till
e F,e¥n=12...=n,F, = (U,F)°e€X.

I ord brukar man siga att en algebra dr en familj som &r sluten under dndligt manga
mangdoperationer och en g-algebra &dr en familj som &r sluten under upprikneligt manga
mangdoperationer.

Som vi anar och snart ska se ar det sa att ett matt definieras pa nagon o-algebra av
delméngder till S. Darfor sager vi att paret (S,X), diar X &r en o-algebra av delméngder
till S, ar ett mdtbart rum. Om F € X kallar vi F' for en Y-métbar méngd.

Observera att den minsta tinkbara o-algebran till S dr {(), S} och att den storsta
ar P(S). (Pa den forra kan man alltid definiera icketriviala méatt, medan man pa P(S)
som regel ej kan gora det, precis som vi redan sett exempel pa. Dock kan man ju alltid
definiera det triviala mattet som ar 0 for alla méngder, men detta &r ur praktisk synvinkel
helt ointressant.)

1.2 Genererade o-algebror

Eftersom det som regel dr omdjligt att explicit uttrycka alla element i en o-algebra ar det
lampligt att tala om “o-algebran genererad av viss klass av delméngder”, dar denna klass
gar att ange pa nagon sluten form.

DEFINITION. Lat C vara en klass av delméngder till S. Klassen o(C), o-algebran
genererad av C, definieras som den minsta o-algebran som innehdller C, dvs

o(C) =({Z : = o-algebra , T D C}.

(Gvning: Visa att ett snitt av flera o-algebror dr en o-algebra.)

Exempel. Lat § = [0,1] och € = {[0,1/2)}. Da blir o(C) = {0, [0, 1],[0,1/2), [1/2, 1]}.



1.3 Borel-o-algebror och m-system

Ett viktigt specialfall av genererade g-algebror ar de sk Borel-o-algebrorna. Antag att S
ar ett topologiskt rum med topologin (dvs klassen av alla 6ppna méngder) J. D& ges
Borel-o-algebran B(S) pa S av o(J). De viktigaste exemplen &r forstas da S ar den reella
linjen eller delar dirav sasom [0, 1] eller R.

PROPOSITION 1.1 B(R) = o(n(R))

dir m(R) = {(—o0, 2],z € R}.

Beuvis. Det &r vilkint att varje oppen mangd, GG, i R kan skrivas som en uppriknelig
union av 6ppna intervall: G = U%°, (ay, b,). For att visa att B(R) C o(w(R)) behover vi
alltsa bara visa att (a,b) € o(7m(R)) for varje 6ppet intervall (a,b). Men

(a,0) = (=00,0) \ (=00, a] = (U

n=1

(=o0,b—1/n]) \ (=00,0a] € o(7(R))

vilket bevisar denna inklusion.

A andra sidan giller att (—oo,z] = N, (—oc,z + 1/n) € B(R) vilket visar att
o(m(R)) C B(R) och saken &r klar. O

Klassen m(R) i propositionen ovan &r ett exempel pa en annan typ av mangdklasser
som ofta kommer att dyka upp i denna kurs, ndmligen 7-system. Dessa definieras som
mangdklasser slutna under dndliga snitt:

DEFINITION. Lat Z vara en klass av delméngder till S som &r sddan att F,G € 7 =
FNGeZ. Da kallas Z for ett m-system.

1.4 Mangdfunktioner och méatt

Lat R beteckna den utvidgade reella linjen, dvs R = RU{—o00, 00}. En miéngdfunktion ar
rent allmint en R-viird funktion definierad pa nagon klass av delmingder till ndgot rum S.
Lat Xy vara en algebra av delméngder till S och 1at ug vara en ickenegativ méngdfunktion
definierad pa .

DEFINITION.

e Visiger att pg r additivom py(@) = 0 ochom F,G € ¥y, FNG = 0 = po(FUG) =
po(F) + po(G).



e Vi séiger att pg ar upprikneligt additiv om pg(d) = 0 och om F, € Yg,n =
1,2,...,UyF, € Yo, Fyma disjunkta = po(U,F,) = 300, uo(Fy). (Observera att
eftersom X, bara &r en algebra och inte en o-algebra sa &dr det inte sjilvklart att
UnFn € %)

e Om X ar en g-algebra pa S och u ar en upprakneligt additiv mangdfunktion definierad
pd X sa kallas p for ett mdtt. Vi kallar da trippeln (S, X, ) for ett mdttrum. Om
dessutom u(S) < oo kallas p for ett andligt matt. Vi kallar p for ett o-dndligt mdtt
om det finns méngder Sy, Sy, ... 1 ¥ sddana att U,S, = S och u(S,) < oo for alla
n.

o Ett sannolikhetsmdtt ar ett matt y med p(S) = 1.

En vanlig term inom matteorin dr uttrycket “néstan Gverallt” (eller “néstan sikert”
som man ofta siger nir man refererar till ett sannolikhetsmatt). Antag att S &r ett
pastdende om punkter i S, dvs for varje s € S dr S(s) ett pastaende om s. Om det géller
att F'={s € S :8(s) dr falsk} € ¥ och det géller for ett matt p pa X att p(F) = 0 siger
man att S galler nastan dverallt (med avseende péa p).

1.5 Dynkins lemma och Unicitetssatsen
En oerhért nyttig sats ar foljande, som talar om nér tva dndliga matt ar lika.

SATS 1.2 (UNICITETSSATSEN) Ldt ¥ vara en o-algebra pd S och antag att T dr ett m-
system som genererar X. Om py och po dr tvd mdtt definierade pa X sadana att

® 11(S) = pa(S) < oo,
o ui(I) = ps(I) for alla I € Z,

gdller att p1 = po.

Omedelbar foljd: Om tvi sannolikhetsmatt stimmer overens pa L sa dar de lika.

For att na fram till ett bevis av unicitetssatsen behéver vi kunna Dynkins lemma som
ar ett av de klassiska resultaten inom matteorin och som vi kommer att ha glidje av dven
i andra sammanhang &n som nyckel till beviset av unicitetssatsen. Forst maste vi veta
vad ett d-system &r:

DEFINITION. En klass D av delméngder till S ar ett d-system om

(a) SeD,
(b) AABeD,ACB=B\A€D,



(¢c) A, €eD,n=12,...,A, 1A= A€D.

PROPOSITION 1.3 X dr en o-algebra om och endast om > dr att w-system och ett d-
system.

Beuvis. Att en g-algebra dr ett m-system och ett d-system dr uppenbart sa vi koncen-
trerar oss pa den andra implikationen. Vi ska da visa att om X dr ett m-system och ett
d-system sa géiller att

i) Sex,
(ii) FeX=FeeX,

(iii) F, €S,n=1,2,... = U,F, € %

Villkor (i) foljer direkt av (a) i definitionen av ett d-system och (ii) foljer av (b) eftersom
Fe =S\ F. For att visa (iii), observera att for varje n har vi att U}_, F}, = (NF_, Ff)¢ =
S\ (Np_, F¥). Eftersom vi nyss visade att 3 &r sluten under komplementbildning har vi
att Fif € ¥ sa enligt m-systemegenskapen och (b) har vi att UY_; Fy, € ¥ och (iii) f6ljer av
(c). O

Pa samma sitt som for o-algebror definieras d-systemet genererat av en klass C som
snittet av alla d-system som innehaller C. Beteckningen &r d(C). Notera att eftersom en
o-algebra alltid dr ett d-system sa géller att o(C) D d(C). Man fragar sig nér det géller
att 0(C) = d(C). Dynkins lemma &r ett svar pa denna fraga:

SATS 1.4 (DYNKINS LEMMA) Om T dr ett w-system gdller att d(Z) = o(Z).

Bevis. Vi behover visa att d(Z) O o(Z) och for att gora det krivs det enligt propo-
sitionen ovan bara att vi visar att d(Z) &ar ett m-system. Med andra ord ska vi visa att
klassen

Dy ={Be€d(T): BNC € d(T) for alla C € d(T)}

ar just d(Z). Vi klarar inte detta direkt utan far ta det i tva steg. Vi borjar med att
bevisa att klassen

D, ={Bed(I): BNC €d(T) for alla C € T}

sammanfaller med d(Z). Nu &r ju Z ett m-system sa det dr helt klart att D; O Z. Darfor
riacker det att visa att D; ar ett d-system. Da géiller det att visa att



(a) SEDl,
(b)AgB,A,BEDliB\AGDh
(C) AnTA,AnED1:>A€D1.

Eftersom SN C = C for alla C &r del (a) uppenbar. Del (b) foljer av att om C' € Z och
ACBoch A)BeDysaharviatt (B\A)NC=BNC\ANC €d(Z), ty AN C och
BN C ligger i d(Z) enligt definitionen av Dy och d(Z) &r ett d-system.

Del (c) foljer likadant; A, € Dy, A, T A medfor att A, NC € d(Z) forallanda C €T
enligt definitionen av D;. Eftersom A, NC 1 ANC och d(Z) &r ett d-system foljer da att
ANC €d(Z) som vi ville.

Nér vi nu vet att Dy = d(Z) foljer det precis pa samma sétt som ovan att Dy O 7 och
darfor ar vi klara om vi kan visa att dven D, &r ett d-system. Att visa det ar fullstindigt
analogt med beviset for D; och gors lampligen som 6vning. O

Nu blir det strax en smal sak att bevisa unicitetssatsen, men vi sparar dnda detta tills
vi har fatt lite mer kott pa benen.

1.6 Carathéodorys utvidgningssats och Lebesguemattet

Vi har 4n sa linge inte sett att det 6verhuvud taget existerar nagra icketriviala matt pa
o-algebror som &r stora nog for att vara intressanta. (Ddremot har vi ju sett exempel pa
att det inte finns icketriviala matt pa P(S) om S = R.) Det ar litt att konstruera matt
pa o-algebror som bestar av endast ett dndligt antal méngder (gor giarna detta) men for
att klara det pa t.ex. B(R) maste man anvéinda féljande djupa resultat:

SATS 1.5 (CARATHEODORYS UTVIDGNINGSSATS) Ldt ¥y vara en algebra av delmdngder
till ndgot rum S och sitt ¥ = o(Xg). Om po dr en upprikneligt additiv méangdfunktion
definierad pa Yo sa finns det ett matt p pd X sadant att p = py pa Y.

Dessutom gdller att om po(S) < oo sd dr denna utvidgning unik.

Lastips: Man bor atminstone en gang i livet ha lést och férstatt beviset av Carathéodorys
utvidgningssats da denna &r en av grundbultarna i matteorin och dirmed &ven sanno-
likhetsteorin. Hoppa dock gérna over beviset vid en férsta genomlédsning. Inga delar av
beviset kommer att anvindas i fortsdttningen, endast resultatet som sadant.

Beuvis. Unikhetsdelen foljer direkt av unicitetssatsen, vilket tillater oss att koncentrera
oss pa existensdelen. Vi borjar med att definiera méangdfunktionen p* : P(S) — [0, o0]
pa foljande sitt:

p(A) = inf{) po(Ej) : Ej € Xo, A C U2, By},
=1



for alla A C S. Eftersom S € ¥, ar p* vildefinierad. Forsta steget i beviset ar att
visa att p* ar ett s.k. yttre mdtt, dvs att p*(@) = 0, A C B = u*(A) < u*(B) och att
(U 4;) < 392, m(Ag) for alla foljder {Ax} av delméngder till S.

Att p*(0) = 0 foljer direkt av att ta E; = () for alla j i definitionen av p* och om
A C B iar p*(B) ett infimum Gver en mindre mingd dn p*(A) och saledes géller att
p*(A) < p*(B). For att bevisa att det tredje kriteriet ocksa dr uppfyllt observerar vi att
enligt definitionen av p* giller det for varje € > 0 och varg'e k att vi kan finna méngder
E® B 1%, sadana att 4, C U?‘;lEék) och 372, /,LO(Ejk)) < p*(Ag)+e27F. Eftersom
Up A, C Uk,jE](-k) géller att p*(UpAx) < X uO(E](k)) < >pp*(Ag) + €. Eftersom e var
godtyckligt bevisar detta den 6nskade subadditiviteten.

Definiera nu méngdklassen F genom att sitta
F={ACS:u"(E)=p"(ENA)+ p(EnN A for alla E C S}.

Steg tva i beviset dr att bevisa att F ar en o-algebra och att restriktionen av p* till
F ar ett matt. Observera att eftersom p* ar ett yttre matt géller alltid att p*(E) <
pw(EnNA)+ p(EnN A% sa for att visa att A € F ricker det att visa den omvinda
olikheten for godtyckligt E.

Att S € F &r uppenbart liksom att F &r sluten under komplementbildning. For
att kunna konstatera att F dr en o-algebra ska vi alltsa visa att F &r sluten under
uppréknelig unionsbildning. Detta ska vi gora genom att dels visa att F ar sluten under
andlig unionsbildning, dels att upprikneliga unioner av disjunkta mangder i F tillhor F.
Om A, B € F giller for alla E att

pH(E) = (ENA)+ p (BN AY)
= (ENANB)+p (ENANBY) 4+ " (ENA°“NB) 4+ u*(ENA°N B°)
> (EN(AUB)) +p*(EN (AU B))

ty (ANB)U(A°NB)U (AN B°) = AU B. Alltsa giller att AU B € F (sa att F dr en
algebra). Dessutom géller att om A och B ar disjunkta far vi genom att sitta F = A att
p*(AUB) = p*((AUB)NA) + p*((AU B) N A®) = p*(A) + p*(B), dvs p* &r additiv pa
F.

Antag nu att {Ax} ar en foljd av disjunkta méingder i F och sitt B, = Up_, Ay,
n=12,...och B=U, A Vihar att

W (ENB,) =p(ENB,NA,)+p (ENB,NAY) =p" (ENA,)+ ' (ENB,_).



Genom ett enkelt induktionsargument foljer att p*(ENB,) = > p_; p*(ENAg). Eftersom
B,, € F enligt vad vi visade ovan giller nu att

p*(E) = p*(EN By) + p*(EN By)

n n

=Y W (ENA)+p (ENBy) > 3y (BN A+ p'(ENB).
k=1 k=1

Genom att lata n — oo far vi att
Z (ENA,)+p (ENB®) > u*(ENB) + p* (EN B > p*(E).

Detta bevisar att F ar en og-algebra och eftersom vi kan sitta £ = B i uttrycket ovan
visar detta ocksa att p* ar upprikneligt additiv pa F, dvs restriktionen av p* till F &r
ett matt.

Om vi nu kan visa dels att u*(A) = po(A) for alla A € Xy, dels att Xy C F ar
saken klar. Men for A € Y, far vi direkt att p*(A) < po(A) genom att ta E; = A
och Fy = E3 = ... = () i definitionen av p* och om A C U2 By, Ej € Xy, sitter vi
B, = (E, \ (Uj= 1E ) NA n=12... Dagiller att {B, } ar en klass av disjunkta
mangder sadana att U2 B, = A och B, € %, for alla n. Enligt den upprékneliga
additiviteten hos po giller da att po(A) = X, to(Br) < Xp tio(En), dvs ug(A) < p*(A).

Till sist, om A € ¥y och E € P(S) och € éar en godtyckligt positiv konstant, finns det
en f6ljd {B;} av méngder i X sadan att £ C U;B; och 3°; uo(B;) < p*(E) + €. Eftersom

wo ar additiv pa Xo far vi att for alla j att uo(B;) = po(Bj N A) + po(B; N A°). Déarfor
géller enligt vad vi nyss visade och subadditiviten hos p* att

2 p((U;B;) N A) 4+ p*((U;B)) N A°) = p*(E N A) + p* (B N A).
Eftersom € var godtyckligt vald foljer det att A € F och saken &r klar. O

Det &ar vért att notera att o-algebran F i beviset av Carathéodorys utvidgningssats
kan vara strikt storre &n 3.

Vi genomf6r nu konstruktionen av det vanliga lingdmattet, det sk Lebesguemdttet, pa
det halvoppna intervallet (0,1]:

Lat Xy vara algebran som bestar av alla méngder av typen

F = (al,bl] U (CLQ,bQ] u...u (an,bn]



dirn € {1,2,...} och a; < b; < ay <...<b,. Verifiera girna som 6vning att Xy &r en
algebra. Det &r helt klart att ¥ = o(X) = B(0, 1]. Vi vill nu konstruera en upprikneligt
additiv mangdfunktion pa Yy som &r lamplig som prototyp for ett langdmatt. Nar det ar
gjort kan vi direkt anviinda Carathéodorys utvidgningssats till att utvidga denna prototyp
till ett riktigt langdmatt.

Naturligtvis later vi
n
= (bx — ag)
k=1

for alla F' € ¥j. Det vi nu behover gora ar att kontrollera att o dr upprékneligt additiv.
Att po ar dndligt additiv foljer direkt av definitionen, men den uppriakneliga additiviteten
far vi arbeta lite med. (Har ar ett 1dstips pa sin plats igen: Hoppa gérna 6ver beviset
av den upprikneliga additiviteten vid en forsta genomlésning.) Vi ska alltsa visa att om
F € ¥, kan skrivas som U | F,, dér F, € %, for alla n géller att uo(F) = X, po(Fn)-
Tack vare den dndliga add1t1v1teten forlorar vi ingen generalitet om vi antar att F' = (a, b]
och att Fy, = (an, by]. For ett godtyckligt n giller att U}_, F; € ¥y och F'\ (U7, F,,) € %q.
Darfor har vi att

po(F) = po(UiZ, Fy) + po(F\ (U=, Fy))
> po(U i

Genom att 1ata n — oo f6ljer att puo(F) > X, uo(F,). For att visa den omvénda olikheten,
fixera ett godtyckligt € > 0. Det géller att klassen {(a,,b, + €27")}32, &r en Oppen
overtickning av det kompakta intervallet [a + €,b]. Denna iivertiicknmg kan reduceras
till en #ndlig Gvertickning, dvs for nagot index N < oo giller att UY_, (a,,, b, + €27™) D
[a+e€,b]. For ett intervall I 1at v(]) vara intervallets vinstra &ndpunkt och h(7) dess hogra
andpunkt och omordna intervallen i den &ndliga 6vertédckningen i en ordning Iy,..., Iy
sadan att v([1) < ... <wv(Iy). Vihar da for alla m att UT., I, &r ett dppet intervall. Det
galler att h([{UL) —v(l1UL) = h(l) —v(L) +h([;UL) —h(l1) < () —v(l)+h(15) —
v(l3). Genom ett induktionsargument foljer att h(U L) —v(UN_ T,) < 2%21 (h(I,)—
v(I,,)) vilket i sin tur implicerar att b —a —e < 3N 1(b —ap) +e< > (b, —ap) +e
Eftersom e var godtyckligt vald géller alltsa att po(F') < 3, po(F5,) och den uppraknehga
additiviteten &r pavisad.

M.hj.a. Carathéodorys utvidgningssats utvidgar vi nu alltsd pg till ett unikt (unikt
p.g.a. o ar andlig) matt p pa B(0,1]. Vikallar p for Lebesguemdttet pa (0,1] och anvinder
i fortsdttningen beteckningen Leb for detta matt.

Om man vill kan man utvidga Leb fran (0,1] till [0,1] genom att d& 0 € B sitta
Leb(B) = Leb(B \ {0}).

For att konstruera Lebesgueméttet pa hela R ersiitter vi (0,1] med (—oc, oc] i kon-
struktionen ovan och utvidgar till R pa samma sétt.



1.7 NAgra grundlaggande resultat

Har ska vi forst ga igenom nagra basala fakta om egenskaper hos matt for att sedan bevisa
unicitetssatsen. Hela tiden antar vi att (S, 3, u) ar ett mattrum.

LEMMA 1.6 (a) p(AU B) < p(A) + u(B),
(b) (UL F) < 3y w(F),

(¢c) Om u(S) < oo gdller att u(AU B) = u(A) + u(B) — u(A N B) och om dessutom
A C B har vi att u(B\ A) = u(B) — p(A).

Bevisen har vi sett forr, t.ex. i Sannolikhetsteori I eller Grundkurs i matematisk statistik
vid teknisk hogskola. Del (c) generaliserar sig ocksa till inklusions-exklusionsformeln som
vi ocksa sett i nagon av de namnda kurserna.

Nista resultat dr viktigt. Det stadfister vad som brukar kallas kontinuitet hos midtt.

LEMMA 1.7 (KONTINUITET HOS MATT) (a) F, T F = u(F,) 1 u(F),

(b) p(Fy) < oo, Fy | F = u(F,) | u(F),

(c) p(Ny) =0,n=1,2,... = u(UpN,) = 0.

Bewis.

(a) Att F,, T F betyder att Fy C F, C ... och att UX | F,, = F. Vi ska dela upp F'i
disjunkta bitar och anvinda den upprédkneliga additiviteten hos pu.
Sétt Gl = Fl, G2 = FQ \ Fl, Gg = F3 \ (F1 U FQ), G4 = F4 \ (F1 U F2 U Fg), etc. Da

ir G,:na disjunkta och for varje N har vi att UY_ G, = Fy och siledes ocksa att
U,G, = F. Vifar

p(F) = 3 u(Go) = Jim 3 p(Go) = Jim p(F)

dér den sista likheten foljer av additiviteten hos p.

(b) Lat G, = F1 \ F,. Da giller att G,, T F; \ F sé enligt (a) foljer att u(Fy \ Fp) T
w(Fy \ F). Enligt del (¢) av foregiende lemma och antagandet att u(Fi) < oo
betyder detta att pu(F1) — pu(Fn) T p(Fi) — p(F), dvs u(Fy,) 4 pu(F).

(c) Enligt (b) i féregaende lemma giller for varje M att p(UM N,) < M 1u(N,) =0
sa resultatet vi vill visa foljer av (a).



Obs! Det ir i del (b) viktigt att pu(F)) < oo. I annat fall dr slutsatsen falsk. Ett
exempel dr nir (5,3, u) = (R, B(R), Leb) och F,, = (n,00). Da giller att F,, | ) men
wu(EFy,) = oo for alla n.

Vi har nu kommit till beviset av unicitetssatsen som sdger att tva dndliga matt som
Overensstammer pa S och pa ett m-system som generarar > maste vara lika.

Bewvis av Unicitetssatsen. Enligt Dynkins lemma dr d(Z) = o(Z) = ¥ s om vi kan
visa att klassen

D={FeX:u(F)=p(F)}

ar ett d-system sa ar vi klara. Att S € D &r en del av antagandet. Om A C B och
de tva matten Gverensstimmer pa A och B far vi tack vare dndligheten hos matten att
p1(B\ A) = p1(B) — p1(A) = pa(B) — p2(A) = pa(B \ A) och saledes att B\ A € D.
Till sist, om F,, € D och F, 1 F har vi att u,(F,) = us(F,) for alla n och det foljer av
kontinuiteten hos matt att py (F) = ua(F), dvs F € D.

2 Handelser

Inom sannolikhetsteorin har vi som bekant vart eget sprak och vara egna beteckningar.
Vart sannolikhetsrum brukar vi beteckna (2, F, P) dar Q &r ett wutfallsrum, F &r en
o-algebra av delmingder till 2 och P &r ett sannolikhetsmatt pa F.

Elementen w €  kallar vi for wifall. En méingd F € F kallar vi for en hdndelse.
En héndelse dr alltsa inget annat d&n en mingd som ar mitbar m.a.p. en o-algebra pa
vilken ett sannolikhetsmatt finns definierat. Vérdet P(F’) blir nu sannolikheten att det
experiment det aktuella sannolikhetsrummet modellerar resulterar i ett utfall w sadant
att w e F.

Exempel. Singla slant tva ganger:

Utfallsrummet blir Q = {HH,HT,TH,TT}, dar H star for “heads” och T for “tails”,
och vi kan lata F = P(Q). Naturligt &r nu att lata P definieras av att P({w}) = 1/4 for
alla w € Q.

Sla tarning:

Ta lampligen Q2 = {1,2, 3,4,5,6} och F = P(Q) och definiera P via P({w}) = 1/6 for
alla w.

Vélj ett tal pd mafai (0,1):

Sitt Q = (0,1), F = B(0,1) och P = Leb.



Exempel. Detta exempel sammanfattar avsnitt 2.3-2.4 i Williams och ar till for att
dels ge ytterligare ett exempel pa ett sannolikhetsrum, dels visa att “Gveruppréikneligheter
ar farliga”

Antag att vi vill skapa ett sannolikhetsrum som dr en lamplig modell fér en oéndlig
foljd av slantsinglingar. Utfallsrummet blir d& Q = {w = (w1, ws,...) 1 w; € {H,T},i =
1,2,...} eller om man sa vill Q@ = {H,T}°°. Fragan ar vilka méngder i 2 som ska vara
méitbara. Genom att tinka pa H som 0 och T som 1 kan vi associera varje utfall med en
f6ljd av nollor och ettor och varje sadan f6ljd kan man ju se som en bindrutveckling av ett
tal i intervallet [0,1]. Eftersom det i stort sett &r sant att det finns en 1-1-korrespondens
mellan tal i [0,1] och f6ljder av nollor och ettor kan vi associera 2 med [0,1]. (Inte riktigt
sant ty t.ex. 1000... och 0111... svarar bada mot 1/2.) Nu vet vi ju redan att det inte
gar att definiera nagot sannolikhetsmatt pa P(0,1) och saledes ar det ocksad omdjligt pa

P(Q).

Om vi daremot later
F=0{weQ:w,=x2}:2€{H,T},n=1,2,...),

dvs o-algebran genererad av utsagor av typen “Klave i kast nr. n” och “Krona i kast nr.
n’,n=1,2,..., sa gar det bra. Vi ska senare se precis hur man kan gora detta. Dock
kan vi redan nu inse att en méngd av typen “Krona i kast nr. n” svarar mot en union av
2"~1 intervall om vi gor associationen mellan Q och [0,1]. Dérav inses att F svarar mot
B[0, 1] och vi kan lata P vara det matt som svarar mot Leb. Overtyga girna dig sjilv om
att P ar ett lampligt matt for att modellera slantsinglingar.

Vi ska senare visa att mangden

F = {w € Q: Proportionen klavar — 1/2}

#{k<n:w,=H}
n

={wen: —1/2}

ar en hindelse, dvs en F-méatbar mingd. Vi kinner till stora talens lag och enligt den
giller att P(F) = 1 (forutsatt forstas att P verkligen &r lampligt definierat). P& samma
satt géller att om o = (o, g, a3, - . .) &r en godtycklig delfoljd av (1,2, 3, ...) och vi sétter

#{k <n:w, =H}

F,= Q:
{we -

— 1/2}

sa &r P(F,) = 1.

Men for varje fixt w = (w;,ws,...) kan man ju lata o = (a1, ay,...) bestd av av de k
som #r sddana att wy, = H (eller T om det inte skulle finnas oéndligt manga H). Da &r



det klart att w & F, for just detta o. Eftersom man kan finna ett sddant « till varje w
giller att N, F, = 0 sa att P(Ny,Fy,) = 0 trots att P(F,) = 1 for varje enskilt a.

Detta till synes underliga faktum kanske skulle forbrylla den som inte &r bevandrad
i matteori. Vi vet dock battre; det ar inte alls sikert att ett Overupprikneligt snitt av
néistan sikra héndelser intréiffar ndstan sikert. I vissa fall dr det ju inte ens en métbar
méngd! Vad som dock dr sant dr att ett upprikneligt snitt av néstan sikra héndelser
intraffar ndstan sikert:

PROPOSITION 2.1 Antag att F,, € F, n = 1,2,..., och att P(F,) = 1 for alla n. Dad
gdller att P(N,F,) = 1.

Bewvis. Eftersom P(F¢) =0 har vi att P(N,F,) =1—-P(U,F5)=1-0. O

Nu over till nadgot annat. Kom ihag hur man definierar lim sup och lim inf for foljder
av reella tal:

lim sup z,, = inf(sup z,,) = Jim (sup ),
n m>n 0 m>n

lim inf z,, = sup(nlgfn Tm) = nlggo(nlga L)

Eftersom {sup,,>, Tm}ne; ir en avtagande f6ljd existerar alltid lim sup,, z,,, men kan vara
odndligt. Pa samma sétt existerar alltid lim inf, z,,, men kan vara odndligt.

Om lim sup,, z,, och lim inf,, z,, sammanfaller siger man att lim,_, z,, existerar och far
detta gemensamma virde. (Vi tillater alltsa odndliga gransvirden.) I annat fall existerar
inte gransvirdet.

Vi ska nu definiera lim sup och lim inf for féljder av méngder: Lat {E,} vara en foljd
av delméngder till 2. Vi sétter

limsup B, = Ny (Um>nFEm),
limninf En = Un(Nm>nEm).

Ett bra sitt att tdnka pd dessa begrepp ar att om FEj;na ar héndelser si ar limsup, E,
héndelsen att odndligt manga av E, :na intrdffar och lim inf,, E,, ar handelsen att alla utom
andligt manga av E,;na intriffar. Det dr en god 6vning att forsta och bevisa detta. Det
ar ocksa viktigt att man inser skillnaden mellan “odndligt manga” och “alla utom &ndligt
manga’.

(Som fotnot kan man observera att det finns en korrespondens mellan lim sup och
lim inf f6r talf6ljder och méngdféljder, ndmligen att lim sup,, z,, svarar mot lim sup,,[—o0, z,,)
och lim inf, x,, svarar mot lim inf,[—o0, x,,).)



LEMMA 2.2 (FATOUS LEMMA OCH OMVANDA FATOUS LEMMA FOR MANGDER) Dessa re-
sultat ar tva enkla specialfall av de mer generella Fatous lemma vi ska se langre fram i
kursen, men att visa dem dr en god 6vning for oss:

Om E,, n=1,2,... dr hindelser har vi att

(a) P(limsup, E,) > limsup,, P(E,),
(b) P(liminf, E,) < liminf, P(E,).

Bevis. Observera forst att eftersom F &r sluten under upprékneligt manga mangdop-
erationer sa dr lim sup,, F,, och liminf, F, métbara och utsagorna &r alltsa meningsfulla.

Eftersom Uy,>pn By, | limsup, E, foljer det av kontinuiteten hos matt att P(limsup,, E,)
limy, 00 P(Um>nEm). Da Epy C Upsp By, for allamg > nhar viatt P(Ep,) < P(Uns>nErm)
for allamy > n och saledes att P(Uy,>nEm) > sup,,>, P(E;,). Genom att kombinera dessa
fakta far vi att -

P(limsup E,) > lim (sup P(E,,)) = limsup P(E,).

n=00 n>n

Del (b) ar analog. O

Notera i beviset ovan att for del (a) méaste vi anvinda kontinuitet uppifran hos
matt, vilket kréver dndlighet hos P(U,E,) vilket f6ljer automatiskt da P &r ett san-
nolikhetsmatt. Vi kan uppenbarligen ersitta P med ett godtyckligt dndligt matt, men
inte med vilket annat métt som helst. For del (b) daremot ar det kontinuitet nerifran
som giller och det gar bra att byta ut P mot vilket matt pu som helst och fortfarande fa
en sann utsaga.

Nista resultat dr ett mycket anvindbart resultat som dessutom har ett enkelt bevis:

SATS 2.3 (BOREL-CANTELLI I) Om {E,} dr en foljd av hindelser sidana att Y ;0 | P(E,) <
oo gdller att P(limsup, E,) = 0, dvs sannolikheten att oindligt manga E, intraffar dr 0.

Bewis.

P(limsup E,,) = P(Ny(Um>nEm)) < P(Um>nEm)

for varje n. Genom att vilja n tillrickligt stort kan vi fa Y00 P(FE,,) hur liten som helst
och det foljer att P(limsup, E,) = 0. O



Exempel. Att spela ett rattvist spel kan vara lonsamt! (Om man har oéndligt mycket
pengar till att borja med.)

Antag att vi spelar pa foljande sétt: I spelomgéng nr n (n = 1,2,...) vinner vi 1
krona med sannolikheten 1 — 1/2" och forlorar 2" — 1 kronor med sannnolikheten 1/2.
Den forvintade vinsten i varje spelomgang blir da 0 sa detta ar vad vi brukar kalla for ett
“rattvist spel”.

Lat nu E, = {w € Q : w ger forlust i omgang nr. n}. (Vi bekymrar oss inte om
konstruktion av (€2, F, P) och méatbarhetsfragor hér.) D& har vi att P(E,) = 1/2" si att
o P(E,) =1 < oo. Dirfor talar Borel-Cantelli I om for oss att med sannolikheten 1
kommer vi bara att forlora dndligt manga ganger och saledes att i det langa loppet gora

en odndlig vinst.

GOr nu girna 6vning 2.9 i Williams for att bekanta dig ndrmare med definitionerna
av lim sup och lim inf f6r méngder.

3 Matbara funktioner och stokastiska variabler

Lat (S1, %) och (Sy,3y) vara tva métbara rum och antag att f : S; — Sy dr en funktion.
Man brukar siga att f dr mitbar om “intressanta” utsagor om f ar métbara. Mer precist
betyder detta att méngder av typen {s € S; : f(s) € A} &r métbara delméngder av S
for vissa delméngder A av S;. Av skil som liknar dem som motiverar varfor inte alltid
alla delméngder av ett rum kan vara métbara dr det oftast for mycket begirt att detta
ska gilla for alla delméngder A av S,. Via o-algebran Y, talar man om vilka méngder
som &r “intressanta’”.

DEFINITION. Lat f : S — Sy dér (S1,%;) och (Sy, %) dr tvd métbara rum. Vi
siger att f dr X1 /Yo-mdtbar om f~1(A) € ¥, for alla A € 3.

En bild Williams ger av méitbarhetsbegreppet dr den hér:
s L s,
f71
21 — 22

I den hér kursen kommer vi nistan uteslutande att intressera oss for fallet da (Sy, Xo) =
(R, B(R)). Att vi arbetar med R-viirda funktioner snarare #in R-virda beror pa lim inf
och lim sup av funktionsfoljder alltid dr definierade da, vilket gor vissa métbarhetsfragor
lattare att besvara vilket vi alldeles strax ska se.

For enkelhets skull skriver i fortsittningen ibland bara B for B(R) och nir vi siger
att en funktion &r Y-métbar betyder det att funktionen i fraga dr ¥/B-métbar.



Om S &r ett topologiskt rum och ¥ = B(S) och h : S — R ir Y-mitbar kallas h for
en Borelfunktion. Vanligaste fallet ir forstas da dven S = R och B(S) = B.

Williams anvénder f6ljande beteckningar sa 1at dven oss anvinda dem. Hér dr (5, )
ett matbart rum:

e mY : Klassen av X-méitbara funktioner.

e (mXY)*" : Klassen av ickenegativa Y-mitbara funktioner.

e bX. : Klassen av begrinsade X-métbara funktioner.

Innan vi tar den forsta satsen i det hér kapitlet, lat oss minnas att alla mangdop-

erationer bevaras under inversa avbildningar, dvs h™' (U, A,) = Ush™!(Ay), A1 (AS) =
(h™1(A))¢, Y (AN B) = h™'(4) N h™Y(B), etc.

SATS 3.1 Lt (S,X) vara ett mditbart rum och lit h : S — R vara en funktion.
(a) Lit C vara en klass av delmdingder till R sddan att o(C) = B. D giller att h dr
Y-mdtbar om h~*(C) € ¥ for alla C € C.

(b) Om S dr ett topologiskt rum och h dar kontinuerlig s ar h en Borelfunktion.

(c) Om{s €S :h(s) <c} €Y forallac € R sé ir h en S-mitbar funktion. Pd samma
sdtt racker det att {h > c} € ¥ for alla c eller att {h < ¢} € 3 for alla ¢, etc.

Bevis. Vi borjar med att observara att (c) foljer frin (a) genom att sitta C =
{[—00,¢] : ¢ € R} och att (b) foljer fran (a) om man later C vara klassen av 6ppna
méngder.

For att bevisa (b), siitt £ = {B € B: h !(B) € }. Vad vi ska visa ir att £ = B.
Eftersom £ D C och B = o(C) récker det att visa att £ dr en o-algebra. Vi kollar:

e h'(R)=SeX=Re’f.

e Acé=>h1A)el= (WHA)=h1A)eX = A€ €.

e A, €é€n=12..=ht4) e, n=12..=UhtA4) =h1UA,) €
Y= U,A, €€.

Det ar virt att notera att del (a) generaliserar sig direkt till fallet dér (S,3;) och
(Sa,35) ar tva generella méitbara rum.

Genom att utnyttja del (c) av ovanstaende sats gar det ganska sméartfritt att bevisa:



SATS 3.2 Ldt h, hy och hy vara X-mdtbara funktioner och A en reellvird konstant. Dd dr
dven A\h, hy + hs och hihy YX-mdtbara.

Beuvis. Vi gor beviset for h; + hy och lamnar 6vriga fall som Gvning.
Enligt sats 3.1(c) ricker det om vi kan visa att {s € S : hi(s) + ha(s) < ¢} € ¥ for
alla ¢ € R. Skriv

{s €S :hi(s)+ ha(s) <c} =Ugeq({s € S:hi(s) <gtnN{se€S:hy(s) <c—q}).

Eftersom Q é&r uppriknelig och h; och hy &r mitbara foljer resultatet av de allminna
egenskaperna hos ¥. O

LEMMA 3.3 Antag att (S;,%;), @ = 1,2,3, ar mdtbara rum och att f : Sy — Sy och
h: Sy — S3 dr X1 /Xs- respektive ¥y /Yg-mdtbara. D galler att sammansdttningen h o f
dr Y1 /Y3-mdtbar. Speciellt giller att om f : S — R dr X-mdtbar och h : R — R dr
B-mdtbar sd dr h o f X-mdtbar.

Bevis. Tag en godtycklig miangd A € ¥3. Da giller att
(ho f)H(A) = fH(h ' (4) € Xy
ty hil(A) S 22. O

Niasta lemma siger att om man betraktar limsup och liminf av féljder av méatbara
funktioner sa blir dessa i sin tur métbara funktioner. Som vi ska se ar detta mycket
betydelsefullt eftersom det i sin tur innebér att allt som “rimligen &r intressant” ocksa ar
métbart.

LEMMA 3.4 Lédt {h,} vara en foljd av S-mdtbara funktioner. Dé dr foljande funktioner
ocksa mdtbara:

(i) sup,, hn,
(ii) inf, hn,
(i11) lim sup,, hy,,
(iv) liminf, h,,.

Dessutom gdaller att mangden {s € S : lim,_,o h,,($) existerar och &r rellvirt} dar matbar.
Om lim,,_,o hy(s) existerar for varje s dr limy, o0 hy, en mdtbar funktion.



Bevis. Del (i) foljer av sats 3.1(c) da {sup, h, < ¢} = N, {h, < c}. Tag nu del (ii)
som Ovning.

Del (iii) och (iv) foljer direkt av (i) och (ii), ty limsup, h, = inf,(sup,,>, hm) och
lim inf, h,, = sup,, (inf>n ).

Att grinsvirdet dr en métbar funktion d& den existerar ges direkt av (iii) eller (iv) da
ju gransviardet sammanfaller med lim sup,, A, och lim inf,, A,,.

For att visa det pastdende som aterstar, sitt g(s) = limsup, h,(s) — liminf, h,(s).
Enligt (iii), (iv) och Lemma 3.2 dr g métbar och vi far att

{limy,_oohy, existerar och &r reellvirt}

={g =0} N {limsuph, < co} N {limninfhn > —o0} € X,

Om (§2,F) ar ett métbart rum och Q &r ett utfallsrum till ett slumpforsok kallar vi
en F-méatbar funktion fér en stokastisk variabel.

Exempel. Kom ihag exemplet fran kapitel 2 dar vi boérjade skapa en sannolikhetste-
oretisk modell for en o#ndlig foljd av slantsinglingar. Vi hade utfallrummet Q = {w =
(wy,wa,...) twp € {H,T},n=1,2,...}. Som o-algebra F pa (Q tog vi

F=o{w:w,=2x}:20€{HT},n=1,2,...}.

Om vi sitter X, (w) = Iy(wy), n = 1,2,..., dvs indikatorfunktionen for klave i kast nr.
n sa blir X,, trivialt F-métbar, dvs en stokastisk variabel. Lat nu S, = >_I" ; X,,, antalet
klavar bland de forsta n singlingarna. Enligt Lemma 3.2 r dven S,/n en stokastisk
variabel och saledes &r méngden

{limsup S,/n =1/2} N {lirr}linfSn/n =1/2}

F-miatbar. Men denna méngd &r ju precis den méingd av utfall fér vilka andelen klavar
konvergerar mot 1/2. Denna méangd ar alltsd en hindelse och har alltsid en sannolikhet.
(Enligt stora talens lag dr denna sannolikhet 1 under “rétt” forutsittningar, men det &r
en annan historia till vilken vi far aterkomma senare.)



3.1 Fordelningsfunktioner

DEFINITION.  Lat (2, F, P) vara ett sannolikhetsrum och 14t X : Q@ — R vara en

stokastisk variabel. Férdelningen for X ar sannolikhetsmattet Px pa B(R) givet av
Px(B) = P(X"Y(B)) = P{X € B},B€ B,
Fordelningfunktionen, F', till X definieras av

Fx(c) = P{X < ¢} = Px[-00,c],c € R.

Observera att eftersom klassen {[—oco,c] : ¢ € R} &r ett m-system som genererar B,
bestams fordelningen entydigt av F'.

Det kommer inte som en 6verraskning att F' &r vixande och hogerkontinuerlig. Dessu-
tom géller att om P{X = foo} = 0 sa giller att lim, ,, F'(z) =1, lim, , ., F(z) = 0.

Ovning. Anvind kontinuitet hos matt for att bevisa det sistnimnda pastaendet.

Existens av stokastiska variabler med Onskad fordelningsfunktion: Antag
att vi har en férdelningsfunktion, F', dvs en vixande hoégerkontinuerlig funktion med
F(oc) =1 och F(—o0) > 0. Kan man alltid hitta ett sannolikhetsrum (2, F, P) och en
stokastisk variabel X definierad pa (2 sa att X har just F' som férdelningsfunktion?

Jada, har ar tva satt pa vilka man kan g tillvaga:

1. Hiarma konstruktionen av Lebesguemattet: Bilda forst ett matt p pa B(—oo, 00]
genom att pa algebran som bestar av mingder av typen

A= (al,bl] U (ag,bg] u...u (CLn, bn]

—00 < ap <by <ayg <. < by, n=1,2,... 1ata po(A) = X (F(b;) — Fla;))
och utvidga po till ett unikt matt p pa B(—o0, 00] med hjilp av Carathéodorys
utvidgningssats. Utvidga sedan p till B[—oo, oo] genom att lata pu(B) = F(—o0) +
w(B\ {—o0}) for B sddana att —oo € B.

Lat till sist (Q, F, P) = (R, B, 1) och X (w) = w och saken #r klar.
2. Skorokhods representationssats: Vi gor inte detta ordentligt utan beskriver

bara idén. Vi ska anta att F' &r vildigt snill, ndmligen att I’ dr kontinuerlig och
stringt vixande. Detta betyder speciellt att inversen F~! existerar.

Lat nu (Q,F, P) = ([0,1], B[0,1], Leb). Nu sétter vi helt enkelt X (w) = F~'(w),
we0,1]. Dafarviatt {X <c}={w: F ' (w)<c}={w:w < F(c)} =[0, F(c)]
och det foljer dels att X &r métbar, dels att P(X < ¢) = Leb[0, F(c)] = F(c)



precis som 6nskat. (Att X dr métbar kan man ocksa inse genom att observera att
X = F! dr en kontinuerlig funktion och anviinda sats 3.1(b).)

I det allménna fallet kan man lata X vara en s.k. generaliserad invers till F'. Den
brukar betecknas F'~ och definieras genom

F~(w)=inf{z e R: F(z) > w}.

Det krivs lite arbete med detaljerna for att visa att X verkligen far ratt fordelning.
Detta finns gjort i Williams, avsnitt 3.12.

3.2 o-algebror genererade av en klass av funktioner

I exemplet ovan med den odndliga foljden av slantsinglingar definierade vi o-algebran F
som den minsta o-algebra som gjorde alla funktionerna X, (w) = Iy (w,) méatbara. Man
skriver

F=0(Xp,n=12...).

Generellt, om {Y,: ¢ € C'} dr en klass av R-viirda funktioner med gemensamt definition-
srum €2 och C' dr nagon godtycklig indexméangd, kan vi lata

Y=0(Y Y(B): BeB,ceC)

c

vara den minsta o-algebran som gor alla Y, métbara. Vi sdger att ) ar o-algebran
genererad av Y.:na och skriver Y = o(Y, : ¢ € C).

Observera att om alla Y,:na ar stokastiska variabler pa (€2, F) har vi automatiskt att
Y C F. Observera ocksa att om {X,} dr en f6ljd av funktioner pad Q och vi sétter
Xn = 0(X1,...,X,) s& dr U x, en algebra som genererar o(Xy, Xs,...). Det ar dock
inte alls sikert att US2 , x,, &r en o-algebra. (Varfor?)

En intuitiv tolkning av o-algebran ) &r foljande: Ett slumpforsok bestar i att slumpen
pa nagot sitt viljer ett utfall w € 2. Antag att vi som information om w far veta alla
virdena Y.(w), ¢ € C. D& vet vi alltsd om méngderna {Y, € B} har intréffat eller ej for
alla B € B (och dven for B ¢ B men det anser vi som “ointressant” information). Men
Y =0{Y. € B} : Be€ B,ce () sd man kan séga att ) bestar av alla méngder vi vet
om de intréiffat eller ej om vi vet virdena pa alla Y, och anvinder hégst “uppréikneligt
mycket information”. Kort sagt kan man alltsa siga att o-algebran genererad av en klass
av funktioner bestar av “den information som dessa funktioner ger”.

PROPOSITION 3.5 (a) Ldt (S, %) vara ett mdtbart rum och litY : Q — S. Det gailler att
funktionen X : Q — R dr o(Y)-mdtbar om och endast om det finns en ¥ /B-mdtbar
funktion f: S — R sdidan att X = foY.



(b) Specialfall av (a): Om'Y dr reellvird sé gdller att X dr o(Y)-mdtbar om och endast
om X = foY for nagon Borelfunktion f.

Bewvis. Eftersom (b) ér ett specialfall av (a) ricker det att visa (a). Vi ser direkt att
om X = foY och f dr Y-métbar sa foljer det att X &r o(Y)-métbar av sats 3.2.

Antag nu att X dr o(Y)-métbar. Viska da hitta funktionen f. Enligt o(Y")-métbarheten
hos X géller det for varje heltal £ och varje positivt heltal n att

{Xek2 ™ (k+1)2 ")} ={Y € F}

for nagon méngd F,; € ¥. Definiera nu funktionen f, genom att séitta f,(s) = k27" da
s € Fpi. Da blir f, uppenbarligen Y-métbar och f, < fhy1, dvs foljden {f,} ar véixande.
Saledes existerar funktionen f = lim,, . f,. Eftersom grinsvirden av foljder av métbara
funktioner #r métbara dr f métbar och eftersom |f,(Y (w)) — X(w)| < 27" giller att
foY =X.0O

3.3 Monoton-klass-satsen

Kom ihag Dynkins lemma som hjilper oss att dra slutsatser om hela o-algebror utifran
resultat for genererande w-system. Monoton-klass-satsen ar en utvidgning av Dynkins
lemma. Denna utvidgning hjilper oss att dra slutsatser om alla begréinsade »-métbara
funktioner utifran resultat for indikatorfunktioner for mangder i ett m-system som gener-
erar ..

DEFINITION. Lat S vara nagot rum och lat H vara en klass av begrinsade reellvirda
funktioner definierade pa S. Om

(i) H &r ett reellt vektorrum,
i) f=1=feH,
(iii) fn € H, fu 1 f, f begransad = f € H,

sa kallas H for en monoton klass.

SATS 3.6 (MONOTON-KLASS-SATSEN) Ldt ‘H vara en monoton klass och antag att 14 €
H for alla mangder A i ett w-system Z. Dd gdller att H O bo(Z).

Bewvis. Huvudverktyget i detta bevis dr Dynkins lemma.



Lat D vara klassen av méngder F' C S sddana att Ir € H. Det foljer av (i)-(iii) att D
ar ett d-system, sa enligt Dynkins lemma har vi att D D o(Z), dvs alla indikatorfunktioner
for mangder i 0(Z) ingar i H.

Tag nu en o(Z)-métbar begrinsad funktion f och antag att f &r ickenegativ sa att
0 < f < K for nagot heltal K < oo. Satt for ¢ =0,..., K2" —1

Ap={se S:27" < f(s) < (1 +1)27"}

och 1at
K2"—1
fn(s): Z 2.2_”[/1”@'(5)'
i=0

Enligt vad vi nyss visade géller att I4,, € H for alla n och ¢ s& enligt (i) har vi att f,, € H
och eftersom f, 1 f géller att f € H.

(Notera likheten mellan konstruktionen av f, hir och motsvarande konstruktion i
beviset av Proposition 3.5.)

Till sist om f &r en generell begrinsad o(Z)-métbar funktion, skriv f = f* — f~ dér
f1(s) = max(f(s),0) och f~(s) = max(—f(s),0). Eftersom vi nu vet att f* och f~
tillhor H sa géller enligt (i) detta ocksa f och vi &r klara. O

4 QOberoende

4.1 Definitionen och Borel-Cantellis andra lemma

I hela detta kapitel antas att (2, F, P) ar det sannolikhetsrum vi arbetar med. Du har
i tidigare kurser sett definitioner av oberoende héndelser och oberoende stokastiska vari-
abler. Vi definierar dessa begrepp i termer av o-algebror:

DEFINITION.

o Lat Gy,Gs, ... vara en dndlig eller uppriknelig familj av del-klasser till 7. Vi siger
att Gi,Gs, ... ar oberoende om det giller for alla G; € Gy, Gy € Gy, ... och alla
andliga uppsattningar av distinkta index %1, %9, ..., %, att

P(nZ:lGik) = H P(le)



e De stokastiska variablerna X, X,, ... sigs vara oberoende om c-algebrorna o(X;),
0(X3), ... ar oberoende.

e Hindelserna E, Es, . .. sigs vara oberoende om o(E;), o(Es), ... ar oberoende, dir
O(Ej) = U(IE;') = {@, Q, Ej, EJC}

Verifiera girna att dessa definitioner stdmmer ¢verens med vad du tidigare lart dig.
Aven i dessa sammanhang ir vi hjilpta av att anvinda 7-system.

LEMMA 4.1 Lat G och H vara tvd del-o-algebror till F genererade av w-systemen I repek-
tive J. Da gdller att G och H dr oberoende om och endast om I och J dr oberoende.

Beuvis.  Att oberoende mellan G och H implicerar oberoende mellan Z och J &r
sjalvklart, sa lat oss koncentrera oss pa den andra implikationen.

Vi ska anvinda ett tvastegsargument som till viss del paminner om det vi gjorde i
beviset av Dynkins lemma. Fixera forst en héndelse I € Z. Definiera tva matt pu; och s
pa H genom att sitta

p(H) = P(HNI)

for alla H € H. Eftersom Z och J &r oberoende har vi att ui(H) = us(H) for alla H € J.
Dessutom har vi att p;(2) = P(QN 1) = P(Q)P(I) = p2(2) <1 < oco. Vi kan alltsa
tillimpa unicitetssatsen som talar om for oss att u; = ps. Eftersom I var godtyckligt
vald medfor detta att H och Z ar oberoende.

Fixera nu H € H och definiera

pus(G) = P(GN H)

for alla G € G. Genom ett fullstindigt analogt resonemang foljer det av unicitetssatsen
och det nyss bevisade oberoendet mellan H och 7 att pus = p4 och eftersom H var
godtyckligt vald betyder detta att G och H ar oberoende. O

Ovning (Williams 4.1): Antag att Gy, ..., G, #r del-o-algebror som genereras av
m-systemen 77, 7T, ... respektive Z,, och antag att ) € Z, for alla k. Visa att Gy,...,G,
ar oberoende om och endast om Z;,...,Z, ar oberoende.



Exempel. Lat X och Y vara tva stokastiska variabler. Enligt sats 3.1(c) genereras
o(X) och o(Y) av de tva m-systemen {{X < z}:z € R} respektive {{Y < y}:y € R}.
Enligt Lemma 4.1 géller alltsa att X och Y &r oberoende om och endast om

P(X <2,V <y)=PX <2)P(Y <y)

for alla z,y € R.

I 6vningen ovan utvidgas Lemma 4.1 till n stycken o-algebror. Detta kan vi anvinda

for att pa samma satt visa att X, Xs,... dr oberoende om och endast om
k
P(ﬂle{Xij < xZJ H < J:ZJ
Jj=1

for alla &ndliga indexdelméngder och alla z;;:n.

SATS 4.2 (BOREL-CANTELLI II) Om {E,} dr en foljd av oberoende hindelser sidana
att 3% | P(E,) = oo gdller att P(limsup, E,) = 1.

Bevis. Satt p, = P(FE,). Observera att

(limsup E,)° = (Mg Um>n Em)® = Uy Nisn B,

Vi ska alltsa visa att P(U, N>y ES,) = 0 vilket &r det samma som att P(Np>nES,) = 0
for alla n.

Enligt kontinuitet hos métt och oberoendet har vi att

T

P(Nm>nEy,) = lim P(ﬂr Ef) = lim II P(E:) = ﬁ (1 = pm)-

m=n m
m=n m=n

Vi utnyttjar nu olikheten 1 — 2 < e~ och far att

P(ﬂmZnETCn) < H e Pm — e~ Z::npm —e ® =.

m=n

Exempel. Lat X;, Xy, ... vara en iid-foljd av stokastiska variabler som har en expo-
nentialférdelning med parameter A = 1. D& har vi att P(X,, > z) = e™®. Vi ska visa



att limsup,, (X, /logn) = 1 n.s. I ord betyder detta att rekordvirdet vid tid n for stort n
med mycket stor sannolikhet kommer att ligga mycket nara logn.

For ett positivt heltal o har vi att
P(X,/logn > a)=P(X, > alogn) =n""

Eftersom }>°, n~“ ar dndlig d& o > 1 och oédndlig d& o < 1 séger Borel-Cantelli I och
IT att P(X,/logn > «o.0.) blir 0 dd & > 1 och 1 d4 o < 1. Hér (och i fortsittningen)
anviander vi o.0. som en forkortning av “odndligt ofta”. Héndelsen (E,o0.0.) ér alltsa
lim sup,, E,,.

Som konsekvens far vi att

P(limsup(X,/logn) > 1) > P(X,, > logno.o.) =1

och att

P(limnsup(Xn/ logn) > 1) = P(Uk{limnsup(Xn/ logn) > 1+ 1/k})
<Y P(limsup(X,/logn) > 1+ 1/k)

<> P(X,/logn >1+1/(2k)0.0.) = 0.

4.2 Konstruktion av sannolikhetsteoretiska modeller

Vi har nu talat om f6ljder av oberoende stokastiska variabler med givna férdelningsfunk-
tioner definierade pa nigot gemensamt sannolikhetsrum (2, F, P). Aterigen infinner sig
fragan om och i sa fall hur man konstruerar ett sddant sannolikhetsrum.

Aven hiir kan vi utgd fran Lebesguemattet pa B[0,1] som vi vet existerar. Sitt
(Q,F, P) = ([0,1], B[0, 1], Leb).

For varje w € [0, 1] skriver vi 0.wjwows ... for dess bindrutveckling. (Hér véljer man
alltid utvecklingar av typen 0.10000... framf6ér 0.01111....) Lat nu {o41, a9, a3, ...},
{aa1, 9o, i3, ...}, ... vara disjunkta delféljder av de positiva heltalen och sitt X;(w) =
0.Wa;Wayy - - - ¢ = 1,2,.... Eftersom olika X;:n anvinder olika koordinater och dessa &ar
sinsemellan oberoende &r X;:na oberoende och det dr intuitivt klart att X; har en likformig
fordelning pa [0,1] for varje 4. (Verifiera girna dessa pastaenden rigorost.)

Om vi nu vill att Y; ska ha fordelninsfunktion F; anvinder vi Skorokhods representa-
tionssats och later Y; = F; (X;).



4.3 Konstruktion av Markovkedjor

En stokastisk process indexerad av en méangd C &r en familj {Y, : ¢ € C'} av stokastiska
variabler definierade pa ett sannolikhetsrum (92, F, P).

Existensen av en generell stokastisk process gor vi inte i denna kurs, men vi ska gora
ett specialfall, ndmligen konstruktionen av en Markovkedja. I det fallet &r C = {1,2,...}
och vi antar att tillstandsrummet, E, for Markovkedjan vi vill konstruera ar dndligt eller
upprikneligt. Vi vill alltsad konstruera en process som

e startar i tillstand 4, ¢ € F, med sannolikhet p(i), dir p &r nagot givet sanno-
likhetsmatt pa F,

e hoppar fran i till j med sannolikhet p;;, dar [p;;]; jer dr ndgon given Gvergangsmatris,

oberoende av vad som héant tidigare.

Om vi later Z,, beteckna kedjans tillstand vid tidpunkt n betyder detta att vi vill att
P(Z() = io, Zl = 7;1, ceey Zn = ’l,n) = WioDPigi1 -+ + - Pip_1in for alla io, ceey Zn och alla n.

Men vi klarar ju av att konstruera ett sannolikhetsrum med en uppriknelig uppsit-
tning av obeorende stokastiska variabler med 6nskad fordelning. Lat nu Z; ha fordel-
ning po och 1at for varje ¢ € E och varje n, Y;, vara en stokastisk variabel sadan att
P(Y; = j) = Pij- Satt nu bara Z1 = YZOI; Z2 = YZIQ, Z3 = YZ237 ... och saken ar klar.

4.4 Kolmogorovs 0-1-lag

Antag att X, Xs, ... ar en f6ljd av oberoende stokastiska variabler. Vi ska i detta avsnitt
bevisa ett resultat som siger att en hiandelse som inte paverkas av virdet pa dndligt manga
X,;:n maste ha sannolikhet 0 eller 1. Exempel pa sadana hindelser &r

e {lim, , X, existerar},
e {3, X, konvergent},
e {lim, o >}, Xi/n existerar}.

Denna typ av héndelser kallas svanshdndelser, dvs héandelser som tillhor svans-o-
algebran till X;ma. Den formella definitionen ar foljande:

DEFINITION.  Lat X, X,,... vara en f6ljd av stokastiska variabler och lat 7, =
0(Xny1, Xnio,.-.). Satt T =N, T,. D& kallas T for svans-o-algebran till f6ljden {X,,}.

En stokastisk variabel som ar 7-maitbar kallas for en svansfunktion och ar alltsa sa-
dan att den inte paverkas av virdena av dndligt manga X;:n. Exempel ar limsup, X,,
lim inf,, X,, och limsup, (>7_; Xk/n).



SATS 4.3 (KOLMOGOROVS 0-1-LAG) Lét X1, Xy, ... vara en foljd av oberoende stokastiska
variabler och lat T wvara svans-o-algebran till {X,}. Det gdiller att

(i) Fe T = P(F) e {0,1},

(i) om & dr en svansfunktion dr & n.s. konstant.

Bevis. Vi borjar med del (i). Lat x, = 0(Xy,...,X,) och T, = 0(Xpi1, Xnao, - - -)-
Vi har tidigare sett att om vi later K = {{X; < x1,...,. X, <z, }:2; € R,i=1,...,n}
sa dr K ett m-system som genererar x,. Pa motsvarande sitt giller att klassen J =
HUXnt1 € Tostyeo oy Xntr < Tpar} 12 E R =n+1,...,n+rr =1,2,...} &r ett
m-system som genererar 7,. Eftersom X;:mna dr oberoende foljer direkt att KC och J ar
oberoende och enligt Lemma 4.1 dr da &ven y,, och 7, oberoende.

Eftersom T C 7, foljer det nu automatiskt att x, och 7 ar oberoende.

Satt Xeo = 0(X1, Xo,...) = 0(Unxn). Eftersom yx,, ar oberoende av T for varje n har
vi att U, X, ar oberoende av 7. Men U, X, ar ju en algebra och dirmed ett w-system och
det foljer darfor fran Lemma 4.1 att yo och 7 &r oberoende.

Genom att slutligen observera att 7 C xo, ser man att 7 &r oberoende av sig sjilv,
vilket per definition betyder att

FeT= P(F)=P(FNF)= P(F)*

vilket i sin tur betyder att P(F') &r 0 eller 1 for alla F' € T.

For att bevisa att £ dr n.s. konstant, 1at ¢ = sup{z : P({ < z) = 0}. Enligt (i) ar
P(¢ <z)0eller 1. Om nu ¢ = oo foljer direkt att P(£ = co) = 1 och likadant om ¢ = —oco
att P(§ = —o00) = 1. Om ¢ € R har vi enligt definitionen av ¢ att P(§ < c¢—1/n) =0 for
alla ¢ och saledes att P(§ < c¢) = P(Up{§ <c—1/n})=0,0ch P(§ <c+1/n)=1 for
allan si att P(§ <c¢)=P(N,{{ <c+1/n})=1. Alltsa giller P(( =¢)=1. O

Exempel. Apa som skriver Shakespeare: Antag att en apa sitter vid en skriviaskin
och skriver ett pa mafa valt tecken varje sekund. Vi ska se att forr eller senare kommer
apan (om den har ett odndligt liv och aldrig tréttnar pa att skriva maskin) att skriva
Shakespeares samlade verk.

Lat X, Xy,... vara tecknen som apan skriver. Vi antar att dessa dr oberoende
stokastiska variabler som &r likformigt fordelade pa méngden av, sig, N mojliga tecken.
Lat H vara hindelsen att apan med sin odndliga f6ljd av tecken skriver Shakespeares
samlade verk inte bara en utan odndligt manga ganger. Da ar H en svanshindelse sa
enligt Kolmogorovs 0-1-lag géller att P(H) &r 0 eller 1.

Om nu Shakespeares samlade verk omfattar M tecken si &r ju chansen minst p =
1/N™ att apan lyckas med en gang. Likadant &ir ju chansen p att apan lyckas i tidsinter-
vallet {M +1,...,2M} och i intervallet {2M + 1,...,3M} osv. Eftersom dessa intervall



ar disjunkta har vi oberoende mellan vad som hénder i de olika intervallen och eftersom
2, p = oo talar Borel-Cantelli IT om for oss att P(H) = 1.

(Observera att Kolmogorov 0-1-lag bara talade om for oss att P(H) &r 0 eller 1. For
att avgora vilket var vi tvungna att ta till andra medel for att visa att P(H) > 0 sa att
P(H) = 1. I just detta fall talade dock Borel-Cantelli IT om direkt for oss att P(H) =1
sa vi behovde egentligen inte Kolmogorovs 0-1-lag alls.)

Observera att Kolmogorovs 0-1-lag krdver oberoende. Den ar falsk annars. Ett
exempel pa det far man fran en superkritisk Galton-Watson-process. Lat Z, beteckna
generationsstorleken for generation n i en sidan. Siatt y = E[Z;]. Fran tidigare kurser
kinner vi till att M, = lim,_,o(Z,/p") existerar n.s. och har en icketrivial férdelning.
Det &r dndéa dock sa att M, dr en svansfunktion till {7, }. Alltsa ser vi att (ii) och saledes
dven (i) i Kolmogorovs 0-1-lag spricker i avsaknad av oberoende.

5 Integraler

Vi ska hir definiera den s.k. Lebesgueintegralen, som &r den integral som “giller” i den
moderna matematiken.

Lat oss forst paminna oss om hur man definierar Riemannintegralen, dvs den integral
som man lir sig om pa gymnasiet och i grundutbildningen.

5.1 Riemannintegralen

Lat f : [a,b) — R vara en funktion definierad pa ett intervall av den reella linjen. Vi
kallar en funktion h pa [a,b) for styckvis konstant om om det finns en partition av [a, b)
i delintervall [to, 1), [t1,t2), .-, [tn_1,ts) (ddr ty = @ och t, = b) sddan att h dr konstant
pa alla delintervall. Vi kallar G for en dverfunktion till f om G ar styckvis konstant och
G(z) > f(z) for alla z € [a,b). En styckvis konstant funktion g sddan att g(z) < f(z)
for alla = € [a,b) kallas for en underfunktion till f.

Riemannintegralen av en styckvis konstant funktion h definieras naturligt genom att
man sitter [*h(x)dr = X", h(ti 1) (ti —t;_1). For f sitter vi nu

_ b
1(f) = inf{ / G(x)dz : G bverfunktion till £}
och

b
I(f) = inf{/a g(x)dz : g underfunktion till f}.



Om I(f) = I(f) = I(f) séger vi att Riemannintegralen for f existerar och vi sétter

5.2 Lebesgueintegralen

Lebesgueintegralen dr en generalisering pa tva sitt; dels kan definitionsrummet [a, b)
bytas ut mot vilket mattrum (S, 3, u) som helst, dels frangér vi inskriankningen att dela
upp definitionsrummet i intervall (vad nu det skulle betyda) utan delar istéllet upp i
godtyckliga partitioner av métbara méangder.

(Vi uppfattar [a, b) som mattrummet ([a,b), L[a, ), Leb). Hér &r L]a, b) den sk Lebesgue-
o-algebran. Denna innehaller forutom alla méangder i B ocksa alla delméngder till mangder
i B med Lebesguematt 0 och unioner av par av méngder av de tva typerna, dvs £ =
{AUB:B € B,3C € B: Leb(C) = 0,A C C}. Att verifiera att £ ar en o-algebra &r en
Ovning som kriver en viss list. Gor girna detta sjilv. Nir det dr gjort kan man utvidga
Lebesguemattet fran B till £ genom att sitta Leb(AU B) = Leb(B) for alla AUB av ovan
angivna typ. Rummet ([a, b), L]a, b), Leb) ar ett exempel pa ett s.k. fullstindigt mattrum,
se dvningarna.)

Definitionen av Lebesgueintegralen gors i tre steg:
1. For enkla funktioner (vilka ar motsvarigheten till de styckvis konstanta funktion-
erna).
2. For ickenegativa méatbara funktioner.
3. For generella méatbara funktioner.
L&t oss borja. Vi har en funktion f : (S, %, u) — (R, B), dvs en Y-miitbar funktion, och vi

vill skapa en definition av integralen [y f(s)u(ds) vilket ockséa ibland skrivs [q f(s)du(s)
eller, enklare, [¢ fdpu.

1. Enkla funktioner:

Antag att ¢ : (S, %, u) — (R, B) kan skrivas pa formen
é(s) = D_wila,(s)
i=1

dar z; € [0,00) och {Ay,..., A,} dr en partition av S saddan att A; € ¥ for allai. Da séger
vi att ¢ ar en enkel funktion. Observera att en enkel funktion automatiskt ar métbar,
ickenegativ och dndlig. Integralen av en enkel funktion ¢ definierar vi som



Exempel. Redan hir ser man att Lebesgueintegralen klarar vissa fall som Riemannin-
tegralen inte klarar. Lat t.ex. (S,%, u) = ([0, 1], £, Leb) och 1at ¢(s) = 0-Ig(s)+1-Iqe(s) =
Iq:(s), dvs indikatorfunktionen for att s dr irrationellt. Da f6ljer det direkt av definitio-
nen att [¢odpy = Leb(Q°) = 1, medan Riemannintegralen dr odefinierad eftersom alla
overfunktioner maste vara minst 1 och alla underfunktioner kan vara hogst 0.

SATS 5.1 Ldt ¢ och ¢ vara enkla funktioner pd (S, %, u) och lit a och b vara tvd ickeneg-
atiwa konstanter.

(a) [s(ap+bp)du = a [s pdp+ b [gpdp,
(b) ¢ <Y = [gpdp < [s9pdp,
(¢c) ¢ =1 n.o. = [godp = [sdp.

Bevis. Vi gor bara del (b) och ldmnar (a) och (¢) som 6vning. Vi har att ¢ =
i1 xila; och ¢ = 37, y;Ip, dir ryna och y;na ér ickenegativa reella tal och {A;} och
{B;} &r tva partitioner av S sddana att A; € ¥ och B; € X. Tricket ar att skapa en
gemensam partition for ¢ och v genom att helt enkelt sitta C;; = A;N B, 1 =1,...,n,
j =1,...,m. (Vissa Cj; kan bli tomma, men det spelar ingen roll.) Vi kan nu skriva
¢ =% ;vilc,; och =32, y;jlc, . Eftersom ¢ < har vi att z; < y; for alla i, j sidana
att Cy; ar icketom och vi far

DEFINITION. Lat ¢ vara en enkel funktion och 1at A € Y. Vi definierar integralen
av ¢ over A som

/A Pdp = /S @1 4dpu.

Observera att eftersom ¢ &ar enkel ar givetvis ocksa ¢I4 enkel och saledes ar [, ¢du
véldefinierad.

PROPOSITION 5.2 Ldt ¢ vara en enkel funktion och definiera mangdfunktionen v genom
att sitta y(A) = [, ¢du, A € ¥. Dd dr vy ett mdtt.



Bevis.  Att «y ar ickenegativ och att (@) = 0 ir uppenbart s& det géller att visa att
om Aj, Ay, ... dr disjunkta méngder i ¥ sa ar v(UL,A;) = >0, 7(4;). Men eftersom vi
kan skriva ¢ = Yp_; z;1, for nagon partition {Ej}}_, har vi

V(U A /ﬁﬂu“’Adl/J /Zxk—’u (Exnay))dp = ZkauEkﬂA)
k=1 =1

=N (BN A) =Y /A ¢dp = y(A)
i=1 k=1 =17 =1

2. Ickenegativa funktioner

Néar man definierar integralen for en ickenegativ funktion gér man det i ljuset av fol-
jande resultat som séger att en ickenegativ matbar funktion kan approximeras godtyckligt
val underifran av enkla funktioner.

SATS 5.3 Lat f wara en ickenegativ S-mdtbar funktion. Dé existerar en foljd {¢,} av
enkla X-mdatbara funktioner sidana att ¢, 1 f (dvs ¢n(s) T f(s) for alla s € S).

Bewvis. Vihar vid det hir laget sett varianter av foljande konstruktion vid tva tillfillen
tidigare: For varjen =1,2,..., sitt for £k =0,1,2,...,n2" — 1

App={s€S: k27" < f(s) < (k+1)27"}

och sitt Ay pon = {s € S: f(s) > n}. Eftersom f &r métbar har vi att A, y:na dr métbara
mangder. Lat nu

n2™

=Y k274, ,(s)
k=0

Da ir ¢, uppenbarligen enkel och métbar och det foljer av konstruktionen av ¢, att

on(s) 1 f(s) for alla s. O

I ljuset av ovanstaende resultat &r det naturligt att tdnka sig att man ska ha f[q fdu =
lim,, o0 [¢ #ndp. Nu dr ju inte foljden {¢,} den enda foljd som approximerar f och
eftersom den ena foljden inte dr “béattre” 4n den andra anvinder man f6ljande definition:

DEFINITION. Lat f: (S,%, u) — (R, B) vara ickenegativ. Integralen av f ges av

[ fdp=sup{ [ gdu: 6 enkel .6 < f}.
S S



SATS 5.4 (MONOTON-KONVERGENS-SATSEN) Lt { f,,} vara en foljd av funktioner i (mX)™
sadana att f, T f. Da gdller att

[ fudut [ fdp.

Bevis. Som en direkt foljd av definitionen av integralen for en ickenegativ funktion
och Sats 5.1(b) géller att [y fodp < [g fdp for alla n och att [g f,dp dr vixande i n.
Saledes ricker det att visa att sup,, [ fndp > [s fdp.

Fixera nu ett godtyckligt tal o € (0,1) och en godtycklig enkel funktion ¢ sadan att
¢ < f. Eftersom f,(s) 1 f(s) for alla s géller det for alla s att f,(s) > ad(s) for alla n
som ar tillrackligt stora. Med andra ord géller att om vi later

Ap={s€S: fuls) > ad(s)}

har vi att A, T S. Detta medfor att

[fudu> [ fudu>a [ sdn

Kom nu ihag Proposition 5.2 som sade att [, ¢du som funktion av A &r ett matt. Enligt
kontinuitet hos matt géller alltsd att hogerledet konvergerar mot « [ ¢dp da n — oco. Vi
har alltsa visat att sup,, [¢ fndi > « [ d¢dp. Men « var ju godtycklig sa olikheten kvarstar
nar vi later o 1 1. Till sist konstaterar vi att eftersom dven ¢ var godtycklig géller enligt
definitionen av [q fdu att sup, [g fndp > [ fdp. O

KOROLLARIUM 5.5 (a) Om f,g € (mX)t och f = g n.o. gdller att [¢ fdp = [4 gdp.

(b) Om f, T f n.6. (dvs AN € ¥ : u(N) = 0, fu(s) T f(s) for alla s € N¢) gdller att
Js fndp 1 Js fdp.

Bewis.

(a) Det récker att visa att om ¢ ar en godtycklig enkel funktion sadan att ¢ < f géller
att [godu < [ggdp. Satt nu N = {s € S : ¢(s) > g(s)}. Enligt forutséttning ar
u(N) = 0 s& om vi sitter 1) = @lyc s& ar ¢ en enkel funktion sddan att 1) = ¢ n.o.
och 9 < g och vi har enligt Sats 5.1(c) att [q pdu = [qdu < [q gdu.

(b) Eftersom f,Ine 1 fIye kan vi anvinda (a) tillsammans med monoton-konvergens-
satsen.



Korollariet ovan tar vi fortsidttningen som “sjalvklart”, dvs vi kommer att i vissa bevis
att latsas att “néstan Gverallt” betyder “Gverallt” utan att be om ursikt for det.

SATS 5.6 Tag f,g € (mX)T och a,b € [0,00]. Dé gdller att [¢(af + bg)dp = a [g fdp +
b [s gdp.

Bevis. Enligt Sats 5.3 kan vi hitta foljder {¢,} och {¢,,} av enkla funktioner saidana
att ¢, T f och ¢, T g. Eftersom vi redan vet att [¢(ad + b)du = a [ dndp + b [ Pndu
for alla n sa foljer resultatet av monoton-konvergens-satsen. O

I ljuset av monoton-konvergens-satsen ar det naturligt att undra om det inte récker
att f, — f for att [ fdu ska konvergera mot [g fdu. Detta ar inte generellt sant. Satt
t.ex. (5,3, 1) = (R, B, Leb) och sitt f, = Ij,o0). Da giller att f, — 0 men [ fodp = oo
for alla n. Vad som déaremot géller ar foljande viktiga resultat.

SATS 5.7 (FATOUS LEMMA) Ldt { f,} vara en foljd av ickenegativa X-mdtbara funktioner.
Da har vi att

/ (lim inf f,))dy < lim inf / xm
S n n S
Bewis.

/S(hrr%mffn)d,u = /SSlrllp(T}lgfn fm)dp = Slrllp/s(r}gfn fm)dp

< sup inf / fodp = lim inf/ fndu
n m>nJgs n S
dér den andra likheten foljer av monoton-konvergens-satsen. O

Det finns ocksa en omvind version av Fatous lemma, men den krgver att foljden { f,}
ar dominerad:

Om det finns en funktion g € (mX)* sadan att g > f, for alla n och [ggdu < oo
géller att

/(lim sup f,)dp > lim sup/ frndpu.
S n n S



Beviset klarar man genom att tillimpa Fatous lemma pa foljden {g — f,}. Man maste da
anvinda att [g(g — fn)dp = [ggdu — [¢ fodp vilket foljer av Sats 5.6 genom att skriva g

som (g - fn) + fn
3. Generella mitbara funktioner

For en generell funktion f € m¥ kan vi skriva
f=f-rf

dir f*(s) = max(f(s),0) och f~(s) = max(—f(s),0). Eftersom f* och f~ &r ickeneg-
ativa dr deras integraler definierade enligt vad vi gjort tidigare. Om [q fTdu < oo och
Jg f~dp < oo siger vi att f ar u-integrerbar och vi definierar

[ fdn= [ frdu= [ fdp.

Familjen av alla p-integrerbara funktioner f € mX betecknas med L'(S, %, u). Oftast
skrivs detta pa nagon kortform dar man bara specificerar det man behdver utan att
riskera att missuppfattas, t.ex. L'(S), L'(u), L' (X) eller helt enkelt L.

Vi observerar omedelbart att eftersom | f| = f*+ f~ sa har vi att | [y fdu| < [s|f|dp.
Vi ser ocksa att integralen ar linjar. Detta foljer omedelbart fran linjariteten hos integraler
av ickenegativa funktioner, Sats 5.6.

SATS 5.8 (DOMINERAD-KONVERGENS-SATSEN) Lt {f,} vara en foljd i L'(S, %, i) sd-
dan att f, — f (punktvis) och antag att det finns en funktion g € (mX)t sddan att
fs gdu < 0o och |fp| < g for alla n. Da gdller att

/|fn_f‘d,u_>0
S

dd n — oo.

Omedelbar f6ljd: [; fudu — fs fdp, ty | fs fudp — s fdul = | fs(fa — f)dp| <
Js |fa = Fldp.

Bewvis. Enligt triangelolikheten har vi att | f, — f| < |fa| +|f| < 2¢ s& vi kan tillimpa
omvanda Fatous lemma och far att

limsup/ Ifn—fldué/limsup\fn—f\du=0-
n S S n



Vi har redan sett exempel pa att domineringsvillkoret i dominerad-konvergens-satsen
dr nodvandigt. Vi hade (S,X,u) = (R, B, Leb) och f, = I ) och fick f, — 0 men
[s fndp = oo for alla n. En variant fir man om man istéllet sitter f, = Ij, n41. Da har
vi [g fadp =1 for alla n trots att f, — 0.

Exempel. Vi ska i detta exempel visa att Lebesgueintegralen ar “battre” &n Rieman-
nintegralen i den mening att varje Riemannintegrerbar funktion ocksa har en Lebesguein-
tegral som sammanfaller med dess Riemannintegral.

Vi ska alltsa ha (S,%, 1) = ([a, b], L[a, b], Leb). for reella tal a och b dir a < b. Vi
forlorar ingen generalitet pa att anta att a = 0 och b = 1 sa 1at oss gora det. Antag att
f ar en Riemannintegrerbar funktion definierad pa [0,1] och sétt

10 = [ rws,

dvs Riemannintregralen av f. Eftersom f dr Riemannintegrerbar kan vi per definition
hitta en f6ljd {G,} av 6verfunktioner till f och en f6ljd {g,} av underfunktioner till f
sadana att I(G,) | I(f) och I(gn) 1 I(f)-

Genom att ta partiella minima respektive maxima kan vi ocksa anta att G,, ar avta-
gande i n och att g, dr vixande i n. Saledes existerar gransfunktionerna G och g givna
av G(s) = lim,_,oo Gn(8) och g(s) = lim, e gn(s). Vi noterar att g < f < G.

Eftersom G, och g, ar styckvis konstanta &r de uppenbarligen B-métbara och eftersom
métbarhet bevaras under gransbildning dr G och g B-métbara.

Kom ihag att en Riemannintegrerbar funktion alltid &r begrinsad sa vi kan anta att
(G, ar begransad och vi kan alltsa tillampa dominerad-konvergens-satsen och far

1(G,) = /5 G — /S Gdy

och eftersom I(G,) — I(f) har vi att [¢Gdp = I(f). Genom att tillimpa monoton-
konvergens-satsen far vi pa samma sitt att

1(gn) =/Sgndu—>/sgdu

och att [ggdu = I(f). Vi har alltsa att I(f) = [¢ Gdu = [qg9dp och g < f < G sa det
enda som aterstar ar att visa att f ar L-métbar sa att [q fdu existerar.

Men {s : f(s) < z} = {s : G(s) < z} U A, ddr A &r nagon mangd sadan att
A C {s:G(s) # g(s)}. Eftersom G—g > 0 och [¢(G —g)du = 0 f6ljer av Sats 5.10 nedan
att G — g = 0 n.6. dvs G = g n.6. Saledes dr pu{s: G(s) # g(s)} = 0 sa enligt definition
av L giller att A € £ och det foljer av Sats 3.1(b) att f &r L-métbar.



5.3 Standardmaskineriet och Radon-Nikodyms sats

Tag en funktion f € (mX)" och definiera méngdfunktionen v pad ¥ genom att sétta
v(A) = [, fdu, A € X. Vi kiinner till att om f &r enkel sd ar v ett matt. Genom att
approximera f med enkla funktioner enligt Sats 5.3 och anvinda monoton-konvergens-
satsen bevisar man litt att v dr ett matt dven da f ar en godtycklig ickenegativ méatbar
funktion.

Intuitivt resonerat géller pa “infinitesimal” niva att y(ds) = f(s)u(ds). Om nu h ar en
funktion i L'(S,X,v) sa giller ju da att h(s)y(ds) = h(s)f(s)u(ds) s& det verkar rimligt
att tro att [¢hdy = [¢hfdup. Detta ar ett exempel pa ett resultat som man kan visa
enligt foljande arbetsschema som Williams kallar for standardmaskineriet:

e Bevisa i fallet da A &r en indikatorfunktion.

e Anvind linjaritet for att bevisa for godtyckliga enkla funktioner.

e Anvind monoton-konvergens-satsen for att bevisa for godtyckliga funktioner i (mX)*.
e Anvind linjaritet for att bevisa fér godtyckliga funktioner i L*.

Ta det som en 6vning att applicera standardmaskineriet pa detta exempel. (Alternativt
kan man anvinda monoton-klass-satsen. Gor gérna dven detta som Gvning.)

Mattet y ovan &r definierat sa att v(A) = [, fdp for alla A € ¥. Man kan om man vill
se det hela omvint och se mattet v som “givet” och se f som definierad for att uppfylla
denna ekvation for varje A € X. Man kallar f for Radon-Nikodym-derivatan av v m.a.p.
i och skriver

dy
f—@-

Det ar naturligt att fraga sig om det for varje givet par av matt, v och p finns en sadan
Radon-Nikodym-derivata av v m.a.p. p. Svaret ar ja, under férutsidttning att v och p ar
o-andliga och att v &r absolutkontinuerligt m.a.p. u:

DEFINITION. Léat v och p vara tvd matt pa samma métbara rum (S, ). Man séger att
v ar absolutkontinuerligt m.a.p. p och skriver v << pom A € ¥, u(A) =0 = v(A) =0.

SATS 5.9 (RADON-NIKODYMS SATS) Antag att v och p dr tvd o-andliga matt pd (S, )
sidana att v << p. D@ finns det en funktion f € (mX)* sdidan att

v(A4) = /Afdu

for alla A €. Om g dr en annan sadan funktion gdller att f = g n.6. m.a.p. y.



Vi delar in beviset i tva olika bitar. Unikhetsdelen av Radon-Nikodyms sats foljer
genom att tillimpa foljande resultat (en direkt tillimpning om ~ &r &dndligt och genom
att dela upp S i y-andliga bitar om 7 ar o-andligt):

SATS 5.10 Antag att f,g € L'(S, %, u) dr sddana att

/AfdMS/Agdu

for alla A € ¥. Da gdller att f < g n.é.

Bevis. Antag att u{f > g} > 0. Eftersom {f > g} = U,{f > g+ 1/n} har vi for
nagot heltal n att u{f > g+ 1/n} > 0. Kalla den sistndmnda méngden for A. D4 har vi
att

1
/fduz/(ngl/n)du:/ gdp+ —p(A) > / gdp,
A A A n A
en motsigelse. O

Observera att en direkt f6ljd av Sats 5.10 &r att om f &r ickenegativ och [q fdp =0
géller att f = 0 n.o.

Bewvis av existensdelen. Observera forst att det ricker att bevisa satsen da v och p ar
andliga matt ty i det o-dndliga fallet kan vi sedan dela upp S i ett upprikneligt antal bitar
pa vilka v och p ar dndliga och sedan summera respektive Radon-Nikodym-derivator f.

Antag nu att v och y &r dndliga. Definiera funktionsklassen F som
F={fem)*: / Fdp < y(A) for alla A € TV
A

Klassen F &r sluten under maxima ty om f,g € F kan viskriva B = {s € S : f(s) < g(s)}
och det géller for alla A att [, max(f, g)dp = [4qp 941 + [4nge fdp < u(ANB) 4+ u(AN
B®) = u(A). Lat nu m = sup{/[g fdu : f € F}. Vilj en foljd {f,} av funktioner i F
sadan att [¢ fodp — m. Genom att sitta g, = max(fi,..., f,) far vi en vixande foljd av
funktioner i F och vi kan sitta f = lim,_,, g,. Enligt monoton-konvergens-satsen giller

att [¢ fdp =m.

Vi ska nu visa att f dr en Radon-Nikodym-derivata. Satt v(A) = [, fdu, A € 3. D&
ar v ett matt och det foljer att y—v dr ett matt. Om f inte dr en Radon-Nikodym-derivata
galler att det finns en mingd A € ¥ med p(A) > 0 saddan att y(A) — v(A) > 0. Med
andra ord finns € > 0 sddant att y(A) — v(A) > 2er(A). Definiera nu méngdfunktionen
p(A) =v(A) — (1 +e)v(A), A € £. Observera att p inte behover vara ett matt eftersom
p(A) kan anta negativa virden, men eftersom p &dr differensen mellan tva dndliga matt



giller att p ar upprikneligt additiv. Vi pastar nu att for varje A med p(A4) > € (vi
observerade just att minst en sddan méangd existerar) géller det att for varje § > 0 finns
en mingd B C A sadan att p(B) > p(A) och E C B = p(E) > —4. Om sa inte &r fallet
finns det namligen en mingd E; C A sadan att p(E;) < —d. Eftersom p ar additiv galler
da att p(A\ E;) > € och séledes finns en méngd Fy C A\ E; sddan att p(Fy) < —§. Genom
att fortsatta induktivt hittar vi disjunkta mangder Fy, F,, ... sddana att p(F,) < —¢ for
alla n. Men da giller ju att p(U°, E,) = —oo, en omdjlighet eftersom v &r ett dndligt
matt.

Fixera nu en méngd A med p(A) > € och vilj for n = 1,2,... méngden B, si att
E C B, = p(E) > —1/n och sitt B =N, B,. Da ir B sadan att E C B = p(B) > 0 och
dessutom géller att p(B) > ¢, ty p(B,) — p(B) enligt kontinuiteten hos v och v.

Vi har alltsa visat att om f inte dr en Radon-Nikodym-derivata finns det en mangd
B med v(B) > (1 4 2¢)v(B) sadan att for alla E C B géller att v(E) > (1 + ¢)v(F) =
(1+¢€) [ fdu. Men da géller ju att funktionen h = f+elg € F. Eftersom v << p maste
det gélla att p(B) > 0 och vi far att [y hdp > m, en motségelse mot definitionen av m.
O

6 Vantevarden

Vi byter nu ut vart méattrum (S, ¥, u) mot sannolikhetsrummet (2, 7, P). Kom ihag att
en stokastisk variabel per definition ar en F-méatbar R-viard funktion.

DEFINITION. Vintevdrdet av en stokastisk variabel X ges av
E[X] = / X (w) P(dw).
Q

Definitionen fungerar for varje ickenegativ stokastisk variabel, men generellt kraver vi
naturligtvis att X € L*(Q, F, P).

Vi skriver om nagra av de viktiga resultaten fran integrationsteorin i termer av stokastiska
variabler:

e Monoton-konvergens-satsen: Om {X,} &r en 6ljd av ickenegativa stokastiska vari-
abler sddan att X, 1 X n.s. giller att E[X,,| T E[X].

e Fatous lemma: Om {X,} &r en f6ljd av ickenegativa stokastiska variabler giller att
E[lim inf, X,,| < liminf, E[X,].

e Dominerad-konvergens-satsen: Om {X,} dr en foljd av stokastiska variabler sadan
att X, — X n.s. och det existerar en ickenegativ stokastisk variabel Y med E[Y] <
oo sadan att | X, | <Y ns. for alla n giller att E[X,,| — E[X].



Notera att for att domineringsvillkoret i dominerad-konvergens-satsen ska vara uppfyllt
ricker det att det existerar en dndlig konstant K sadan att |X,,| < K n.s. for alla n.
(Dominering av en konstant pa detta sitt duger bra eftersom P &r ett dndligt matt, men
duger inte generellt. Exempelvis ar ju [g KdLeb= K - Leb(R) = 00.)

Lite notation: For en hindelse A € F skriver vi E[X; A] for E[X 4] = [, XdP.

SATS 6.1 (MARKOVS OLIKHET) Ldt Z vara en stokastisk variabel och lit g : R — [0, 00
vara en ickeavtagande mdtbar funktion. Da gdller att

Elg(2)] = g(c)P(Z = ¢)

for alla c € R.

Bewis.

El¢(2)] :/Q(goZ)sz/{ (g0 Z)dP

Z>c}

> /{ o 9O)IP = g(€)P(Z > c}.

Det vanligaste specialfallet av Markovs olikhet far man om man sitter Z = |X| och
g(x) = z* (ddr zt = max(x,0)) och far att E|X| > ¢P(|X| > ¢). Om man sitter
g(z) = €’ far man

P(Y > ¢) < e E[e®Y] = e~ My (6)
diar My &ar den momentgenererande funktionen fér Y. Detta kan ge en ganska skarp
olikhet om 6 viljs optimalt.
En direkt féljd av Markovs olikhet fir ocksa den vilkiinda Chebyshevs olikhet: €2 P(|X —
E[X]| > ¢) < E[(X —E[X])?] som fas genom att sitta Z = |X —E[X]| och g(x) = (z )%
Om hogersidan ar dndlig definierar vi den i kapitel 6 som Var(X).

Foljande sats ger nagra sma anvindbara resultat om vintevirden.

SATS 6.2 (a) E|X| < 00 = |X]| < oo n.s.

(b) Om Zy,Z,, ... dr ickenegativa géiller att E[Y0°, Z,] = Yo, E[Z,].



(c) Om Zy,Z,, ... dr ickenegativa och Y o0 | E[Z,] < oo gdller att Y00, Z,, < 00 n.s.

Bevis. Del (a) &r sjilvklar, del (b) &r en tillimpning av monoton-konvergens-satsen
och del (c) &r en direkt kombination av (a) och (b). O

Exempel. Antag att Fy, Fy,... ar héndelser sddana att Y o2, P(F,) < oo. Sitt
Z, = I,. Da foljer det av del (c) i satsen ovan att Y00 ; I, < 0o n.s., dvs Borel-Cantellis
forsta lemma.

6.1 Jensens olikhet

DEFINITION. Lat G vara ett oppet intervall i R och lat ¢ : G — R vara en funktion.
Om c &r sadan att

p,q€[0,1],p+q=1= c(pz + qy) < pe(z) +qc(y)
for alla x,y € G sigs c vara en konver funktion.

I ord kan man siga att ¢ ar konvex ifall ingen del av en rét linje dragen mellan tva
punkter pa c¢’s graf hamnar under grafen. Ett mer naivt sitt att beskriva det hela pa ar
att ¢ dr konvex om ingen del av grafen bojer av nedat.

Observera att intervallet G i definitionen kan vara R sjalvt.

SATS 6.3 (JENSENS OLIKHET) Antag att ¢ : G — R dar konver och att X dar en inte-
grerbar stokastisk variabel sidan att X € G n.s. och Elc(X)| < 0o. Dd gdller att

E[¢(X)] > ¢(E[X]).

Bevis.  Satt A(u,v) = c(vgfc(“), u < v,u,v € G. Vi ska borja med att visa att
up < ug,v; < vy = Aug,v1) < Aug,ve). For att gora detta récker det att visa att
u<v<w= A(u,v) < A(v,w). Vi har:

1
(v —u)(w—v)

Av,w) = Alu,v) = [(v = w)(c(w) = c(v)) = (w = v)(c(v) = c(u))]

1
= e Wels) + (0 0)e) + (0= w)ew)]

w—Uu w—" vV—U

= [ c(u) +

(v—u)(w—ov)w—u w—u




Men

w—v v—1u

w—u  w—u
sa enligt konvexiteten hos ¢ giller att A(v, w) — A(u,v) > 0 som nskat.

Om vi antar att A(u,v) = oo for nagot par (u,v) foljer det av det vi nyss visade att
c(v) = oo, en motsigelse. P4 motsvarande sétt foljer att A(u,v) > —oo. (Av detta foljer
att ¢ ar kontinuerlig.)

Fixera nu v och sitt (D_c)(v) = limyy A(u,v) och (Dic)(v) = limy,, A(v, w). Enligt
vad vi visat ovan har vi att dessa granser existerar och &r reellvirda och att (D_c)(v) <
(Dyc)(v). Fixera nu att tal m sadant att (D_c)(v) < m < (D,c)(v). For ett godtyckligt
x € G giller nu att om z > v sd ar c¢(x) — c(v) = A(v,z)(x — v) > m(z — v) och om
x < wvshér c(z) —c(v) = —A(z,v)(x —v) > m(z —v), dvs ¢(z) > ¢(v) + m(x — v) for
alla z,v € G.

Satt nu x = X och v = E[X] och vi far:
c(X) > c(E[X]) + m(X — E[X]).

Tag nu vanteviarde av bagge sidor och saken ar klar. O

Lat oss gora foljande observation: Om man i beviset ovan sétter m, = (D_c)(q) for
varje ¢ € G foljer det av kontinuiteten hos ¢ och det faktum att c(z) > ¢(q) + my(z — )
att

c(z) = glelg(mq(fv —q) +c(q)).

Tack vare c’s kontinuitet spelar det heller ingen roll om vi later ¢ 16pa genom de rationella
talen i G, dvs

c(z) = sup (my(r —q) + c(q)).
qeQNG

Genom att skriva a, = m, och b, = ¢(q) — m,q har vi att

c(z) = sup (agx + by)
€QNG

dvs vi har bevisat att det existerar tva foljder {a,} och {b,} sddana att for alla x € G
giller att

c(z) = sup(anz + by).



Detta resultat ar kéint under namnet stddlinjessatsen. Vi kommer att ha anvindning for
stodlinjessatsen langre fram.

6.2 [P-normer

Vi har redan tidigare definierat L' (Q2, F, P) som klassen av alla F-métbara funktioner X
sadana att [, | X|dP = E|X| < oco. Generellt definierar vi LP(Q2, F, P) som klassen av
F-métbara funktioner X sadana att [, | X |PdP = E[|X|P] < 0o, 1 < p < co. LP-normen
| X||, definieras som E[| X []*/7.

SATS 6.4 (MONOTONICITET HOS LP-NORMER) Om 1 < p < r < oo gdller att || X||, <
[1X ]

Bewvis. Vi ska anvinda Jensens olikhet med c(z) = 2"/? och skulle girna vilja tillimpa
den pa |X|P. Nu finns det ju inga garantier for att |X|? uppfyller forutsittningarna i
Jensens olikhet, men om vi sitter X,, = (|X| An)?, n=1,2,... har vi att X,, T |X|P och
E[X,] < oo och E[X!/?] < co. Dirfér ger Jensens olikhet att

E[X,]” < E[X]/7]

och genom att tillimpa monoton-konvergens-satsen far vi att E[| X [P]"/? < E[|X|"]. Tag
nu r:te roten ur biagge sidor for att avsluta beviset. O

Den metod vi anvinde i beviset nyss, att “kapa av toppen” pa X, brukar kallas for
trunkering och ar ofta anvindbar.

SATS 6.5 LP(Q,F, P) dr ett reellt vektorrum.

Bevis. Det géller att visa att L” &ar slutet under multiplikation med konstanter och
under addition, s& antag att X,Y € LP och att a € R. Att aX € LP foljer av att
E[|aX|?] = |a[PE[| X ] < 0o och eftersom E[|X + Y [?] < E[(2(|X| V [Y]))?] < 2PE[| X P +
[Y[P] < oo géller dven att X +Y € LP. O

Vi ska nu ett tag koncentrera oss pa specialfallet L? dir man kan gora en rad intressanta
saker.

SATS 6.6 (SCHWARZ OLIKHET) Antag att X,Y € L. D giller att [E[XY]| < E|XY| <
E[X2]'2E[Y?]Y? = || X ][] |2.



Eftersom Schwarz olikhet &r ett specialfall av Holders olikhet som vi visar i slutet av
detta kapitel hoppar vi 6ver beviset.

Fran Schwarz olikhet foljer triangelolikheten: X,Y € L* = || X +Y||o < || X||2+]|Y|2-
(Detta ar egentligen en del av definitionen av en norm, men i denna kurs har vi ju &nnu
inte visat ett LP-normen verkligen dr en norm.)

Beuvis av triangelolikheten.

X +Y|;=E[X +Y[|X + V| <E[X||X +Y[] + E[[Y]|X + Y]]
< [ XN[X 4+ Ylo + [[Y]l/[X + Yl2 = [|X + Yo ([|X[]2 + [[Y2]])

dér den forsta olikheten foljer av den vanliga triangelolikheten for reella tal och den andra
foljer av Schwarz olikhet. Dividera nu bégge sidor med || X + Y||5. O

Antag att X, Y € L? si att E[X?] och E[Y?] ér éndliga. Vi kan da definiera varianser
och kovarians:

Fran monotoniciteten hos LP-normer foljer att X,Y € L' si att ux = E[X] och
py = E[Y] bégge existerar och r reellvirda. Eftersom L? &r ett vektorrum har vi att de
stokastiska variablerna X = X — puy och Y =Y — uy bigge ligger i L?. Alltsa kan vi
anviinda Schwarz olikhet till att inse att E[|XY|] < || X||2||Y]|2 < oo, dvs att XY € Lt
s& att E[XY] existerar.

DEFINITION. Cov(X,Y) = E[XY] =E[(X — ux)(Y — py)] = E[XY] — uxpy.

Notera att vi maste anvidnda Schwarz olikhet for att fa den sista likheten; den behdvs
ju for att tala om for oss att XY € L' sa att E[XY] existerar.

DEFINITION. Var(X) = Cov(X,X) = E[(X — ux)?] = B[X?] —

6.3 Om geometrin hos L*(Q, F, P)

Man kan definiera inre produkt pa L?: Sitt (U, V) = E[UV] = [,U(w)V(w)P(dw),
U,V € L?. Observera att (-,-) dr linjdr i sina argument och att (U ) = ||U||2. Dérav
foljer parallellogramlagen:

WU+VIE+|[U-VIE={U+V,U+V)+{U -V, U-V)

=2(U,U) + 2(V, V) = 2||U|); + 2[[V[;



och Pytagoras sats:
U, V)=0=|[U+VI;=[UlZ+[VI

Genom att tillimpa Pytagoras sats pa U = X — u, och V =Y — yy far man det vilkinda
faktum att Cov(X,Y) =0=Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y).

Not. Ett inre produktrum ar ar ett linjart rum dar det finns en inre produkt definierad
sadan att om man sétter ||z|| = (z,x) si dr || - || en norm. Ett av kraven for att || - ||
ska fa kallas for en norm ir att ||z|| = 0 & z = 0. Hirav ser vi att L?(Q2, F, P) inte
ar ett alldeles #kta inre produktrum efterom ||U||, = E[U?]*/? = 0 endast #r ekvivalent
med att U = 0 ndstan sdkert. Man kan komma undan detta problem genom att dela in
L? i ekvivalensklasser enligt relationen U ~ V om U = V n.s. och sedan betrakta varje
ekvivalensklass som ett enda element i ett nytt rum. Detta férorsakar inga problem i
denna kurs men kan gora det i mer avancerade sammanhang. I fortsdttningen betraktar
vi alltsd L? som ett dkta inre produktrum utan att bekymra oss om den saken.

SATS 6.7 For alla p > 1 gdller att LP(Q2, F, P) dr ett fullstandigt rum.

Bevis. Kom ihag att fullstindighet betyder att alla Cauchyfoljder konvergerar. Vi ska
alltsa visa att om {X,,} &r en foljd av stokastiska variabler i L? sadan att ||.X, — X,|[, = 0
da r,s — oo sa finns en stokastisk variabel X € L? sadan att ||X,, — X]|[, — 0.

Antag att {X,} ar en sddan 6ljd och 13t ki, ko, ... vara en foljd av index sidan att
r, s >k, = || X, — X;||p, < 27". Eftersom

EHan+1 - anH = ||an+1 - anHl S ||an+1 - anHp S 2_n

enligt monotoniciteten hos LP-normer, giller att

ED Xk — Xeo ] =Y E[| Xk, — X, ] <1< 0.
n=1 n=1

Enligt Sats 6.2(c) géller alltsa att >0 | | Xy, , — Xk, | dr n.s. konvergent. Men det betyder
ju att den teleskoperande summan 0% (Xg,., — Xy, ) ocksa &r n.s. konvergent, dvs Xy,
konvergerar n.s. da n — oco. Genom att sitta X (w) = limsup, Xy, (w), w € §, har vi
alltsd konstruerat en stokastisk variabel X sddan att X;, — X n.s.

Det som nu aterstar att visa dr dels att X € LP, dels att ||X,, — X|[, = 0. Om vi
véljer r > k,, och m > n giller att

B[, — X, ) = ||X, = Xp, [ <2 ™.



Lat nu m — oo. Da giller att | X, — X, [P — | X, — X|P n.s. sa enligt Fatous lemma har
vi att

B[|X, — X["] < liminf E[|X, — X, [7] < 27™.

Detta betyder for det forsta att X, — X € LP sa att X € LP enligt vektorrumsegenskapen
hos L? och for det andra att r > k, — E[| X, — X|P] < 27" dvs E[|X, — X|?] — 0 da
r — oo och saken ar klar. O

Den som &r intresserad av funktionalanalys noterar att Sats 6.7 siger att LP(Q2, F, P)
ar ett Banachrum om man inf6r ekvivalensklasser sa som indikerat i noten ovan.

Vart framsta intresse for fullstindigheten hos LP-rum i denna kurs ligger i det att den
kan utnyttjas for att pavisa existensen av ortogonala projektioner i L?:

SATS 6.8 Lt K vara ett fullstindigt vektorunderrum till L?(Q0, F, P) och tag X € L*(Q, F, P).
Da finns det en stokastisk variabel Y € IC sadan att

(1) [[X = Y| = inf{||X = W[|: W € £},
(i) (X =Y, Z) =0 for alla Z € K.

Egenskaperna (i) och (ii) dr ekvivalenta och om Y' dr en annan stokastisk variabel i I
som uppfyller (i) och (ii) gdller att Y =Y’ n.s.

Observera att for att forenkla notationen en aning skriver vi hér || - || for || - || och
later tvaan vara underforstadd.

Bevis. Vi borjar bakifran med att bevisa att om Y och Y’ bégge satisfierar (ii) s &r
Y =Y'ns. OmY och Y’ satisfierar (i) har viforalla Z € K att (X-Y', Z)—(X-Y,Z) =
(Y —=Y' Z) =0. Eftersom K &r ett vektorrum géller att Y — Y’ € K s& genom att sitta
Z=Y -Y'farviatt (Y — Y)Y —Y') = ||V — Y'||> = 0 och sdledes att Y = Y” n.s.

For att visa att (i) implicerar (ii), tag en godtycklig stokastisk variabel Z € K och
t € R och antag att Y satisfierar (i). Eftersom Y +¢Z € K har vi da att

||X—Y—tZH2= (X-Y —-tZ,X-Y —tZ)
=X =YI[P+8|Z|]P -2(X =Y, Z) > || X = Y|
dvs att

£]|2|[2 = 26(X ~ Y, 2) 2 0



for alla t. Men for att detta skall vara sant for alla ¢ nira 0 maste det gélla att (X —Y, Z) =
0, vilket bevisar (ii).

A andra sidan giller att om Y satisfierar (ii) har vi for godtyckligt W € K att
X =W =[(X-Y)-W-Y)|]
=[|X-Y[P+|W-Y[P+2(X-Y,W-Y)
= [[X Y|P+ W -Y| > [|[X - Y|

déir den andra likheten foljar av det faktum att W —Y € K.

Nu 6ver till huvudnumret, dvs existensen av Y € K som uppfyller (i). Sitt A =
inf{|| X — W|| : W € K}. Vilj en foljd {Y,,} av stokastiska variabler i I sddan att
||X — Y,|] = A. Kom nu ihag parallellogramlagen som sade att fér U,V € L? giller

U+ VI[P +[IU = VI =2[U|* +2[V|]*
Genom att sitta U = X — Y, /2 —Y,/2 och V =Y, /2 —Y,/2 far man
1X = Y[ +[|X = V[[* = 2[X = (¥, + Ya)/2]]" + 2||(Y; = Ya) /2>

Eftersom (Y, + Y;)/2 € K har vi att ||X — (Y, + Y;)/2|]> > A% Detta tillsammans med
det faktum att || X — Y;||* och || X — Y}||? bigge konvergerar mot A? da r, s — oo leder
till slutsatsen att ||Y, — Y;||> — 0 d& r,s — oo, dvs att foljden {Y,} dr en Cauchyfoljd.
Enligt antagande ar K ett fullstéindigt underrum till L? varfor det existerar en stokastisk
variabel Y € IC sadan att ||Y,, — Y|| — 0. Enligt triangelolikheten géller nu att

X =Y <[ X =Yo|[+[[Ya - Y] = A

och saledes att || X —Y|| = A som 6nskat. O

6.4 Den omedvetne statistikerns lag

SATS 6.9 (DEN OMEDVETNE STATISTIKERNS LAG) Ldt X vara en stokastisk variabel och
lat Px wvara férdelningen for X, dvs Px(B) = P(X € B), Be B. Omh:R — R dr en
Borelfunktion sddan att ho X € L*(Q, F, P) giller att

E[h(X)] = /E h(z) Py (dz).



Bewvis. Detta ar en bra 6vning pa att anvinda standardmaskineriet:

Antag forst att h = Ip for ndgon méngd B € B. Da ar E[h(X)] = E[Ig(X)] =

Nu foljer det direkt av linjaritet hos integraler att satsen géller for alla enkla funktioner
h.

Antag nu att h € (mB)". D& kan vi finna en f6ljd {h,} av enkla funktioner sddan
att h, T h. D4 géller att h,(X) 1T h(X) och det f6ljer av monoton-konvergens-satsen att
E[h(X)] = limp_yo0 E[hn(X)] = limy e fig hn(2) Px (dz) = fg h(z) Py (dz).

Till sist, d& h(X) € L*, delar vi upp ki h* och h™ och anviinder linjaritet hos integraler
for att avsluta beviset. O

Om vi skriver F' for X’s fordelningsfunktion skriver man ofta integralen [g h(x)Px (dz)
som [g h(z)dF(x).

Exempel. Antag att X &r en stokastisk variabel sadan att Py << Leb. Enligt Radon-
Nikodyms sats finns det da en funktion f € (mB)' sddan att Px(B) = [z fdLeb =
[ f(x)dx, dvs P(X € B) = [z f(x)dz for alla B € B. Detta betyder att f &r en
tathetsfunktion for X. Enligt Sats 5.10 &r f n.6. unik. Den omedvetne statistikerns lag
talar om for oss att om [ |h(x)|f(z)dx < oo s géller att E[h(X)] = [2% h(z) f(x)dz.

6.5 Holder och Minkowski

Vid presentationen av Schwarz olikhet lovades att det ldngre fram skulle komma ett bevis
pa den mer generella Holders olikhet och det &r just detta vi ska gripa oss an i detta
avsnitt. Vi haller oss hir med ett generellt mattrum (S, 3, u). Vi séger att en funktion
f:S — Rliggeri L?(S, 3%, u) om [g|f|Pdu < oo. Vi definierar precis som forut LP-normen

[1f1lp som (fg |f[Pdpe)'/?.

SATS 6.10 (HOLDERS OLIKHET) Antag att p,q € (1,00) dr sidana att 1/p+1/q = 1.
Om f € LP(S, %, i) och h € LY(S,%, ) gdller att fh € L'(S,%, 1) och att

[ hdul < [ 1fhldp < £l 1Al

Beuvis.  Den forsta olikheten ar sjilvklar s vi koncentrerar oss pa den andra. Vi
antar utan att forlora generalitet att f,h > 0 och att [g fPdp > 0. Definiera ett sanno-
likhetsmatt P genom att sitta

N
Js fPdu

P(A)



for alla A € 3. Definiera ocksa en stokastisk variabel U genom att lata

U(s) = %I{bo}(s), ses.

Nu ér det ju sa att antingen dr E[UY] = oo och da géller trivialt att E[U?] > E[U]? eller
sa har vi E[U?) < oo och isa fall &r E[U] = E[U;U < 1]+ E[U;U > 1] <1+ E[U?] < o0
och vi kan anvinda Jensens olikhet till att fa att E[UY] > E[U].

Enligt definitionen av U och P giller att

o Jo(h(8)1/f(s)1@ D) f(s)Pu(ds) g hidu
Bl = Js f(s)Pu(ds) = s frdp

ty pg — p — ¢ = 0, medan

L)) ) (s)alds) ., (Js Fhdu)
BN = i ontas) = (s frapy

Genom att sdtta in dessa uttryck i olikheten ovan far vi att
( / fhdp)® < / hidu( / frdp)*
S S S
och genom att ta g:te roten ur bagge sidor far vi att
[ i < Bl [ £ = a1 411

tyl—1/¢g=1/p. O

For att fa Schwarz olikhet sétter vi p = ¢ = 2 i Holders olikhet. Nésta resultat vi
ska visa dr Minkowskis olikhet som man ocksa kan referera till som triangelolikheten for
LP-norm:

SATS 6.11 (MINKOWSKIS OLIKHET) Tag p > 1 och antag att f,g € LP(S,X, ). Det
géller att || f + gllp < |[f1lp + lgllp-

Bevis. Visitter ¢ = (1—1/p)~" och hirmar beviset av triangelolikheten f6r L*-norm:

1f +glls = [1f +gPau< [1F15 + 9P du+ [ lg]lf + gl an



< (1f1lp + Ngllp)I1f + gl

dar den sista olikheten foljer av Holders olikhet. Men

I+ gy = (/ |f + g[7@Vdp) = ||f + ||/ = ||f + g|[p~"

ty ¢(p—1) = p, s genom att dividera bagge sidor av olikheten med ||f + g|[5~" far vi det
onskade resultatet. O

7 Vantevarden av oberoende stokastiska variabler

SATS 7.1 Om X och Y dr oberoende stokastiska variabler 1 L*(Q), F, P) giller att XY €
L' och att E[XY]| = E[X]E[Y].

Observera att som en direkt f6ljd av detta resultat géller att om X och Y ar oberoende
har vi att Cov(X,Y) = 0.

Beuwis. Antag forst att X och Y &ar enkla funktioner, dvs X = I, z;I4, och
Y =3, y;lp;. Vi antar utan att forlora generalitet att alla z;:n ar olika och att det
samma géller for y;:na. Detta betyder att A; € o(X) for alla ¢ och B; € o(Y) for alla
j och saledes enligt oberoendeantagandet att P(A; N B;) = P(A;)P(B;) for alla ¢ och j.
Eftersom XY = 31, 3 x3y;1a,np; far vi da att

BIXY] = 55y P B) = P(4) 30, P(3) = BLXTEIY)

i=1j=1

Antag nu att X och Y é&r ickenegativa. D& finns foljder {¢,} och {¢,} av enkla
funktioner sidana att ¢,:na ir o(X)-métbara, ¢, 1T X, ¢,:na ar o(Y)-méatbara och 1, 1
Y. (Att man kan fa ¢,,:na och v, :na att vara o(X) respektive o(Y')-métbara f6ljer implicit
av konstruktionen man gor i beviset av Sats 5.3.) Eftersom varje ¢,, &r oberoende av varje
1, foljer det av det ovan visade och monoton-konvergens-satsen att

E[XY] = lim E[¢,¢,] = lim E[¢,]E[¢,] = E[X]E[Y].
Slutligen giller for generella X,Y € L' att
E[XY]|=E[(XT-X")(YT -Y )] =E[X]|E[Y]

da ju X1/~ &r oberoende av Y*/—. O



Den mest generella formen av stora talens fér oberoende och likaférdelade stokastiska
variabler har ett langt och dirmed ganska besvérligt bevis. Nedan foljer en inte fullt lika
generell form som dock har den fordelen att beviset dr betydligt kortare utan att for den
skull vara mindre elementért. Det enda extra villkoret &r att de stokastiska variablerna har
begransat fjirdemoment, vilket i nagon mening dr en ganska liten inskrankning eftersom
de flesta av de “vanliga” fordelningarna har alla moment. Dessutom kan man franga
antagandet om likaférdelning.

SATS 7.2 (STORA TALENS LAG MED BEGRANSAT FJARDEMOMENT) Antag att X1, X, ...

dar oberoende stokastiska variabler med E[X;] = 0 och sddana att det existerar en konstant
K < oo sddan att E[X}] < K for alla k. Med S, = ¥ }_, Xy, gdller att S,/n — 0 n.s.

Bevis. Vi utvecklar S = (X7, X;)*:

Sp=2Xp +4> > #Xng +12) 3 > ¢k1j<kfoij
k

2430300 D XXX+ 6 XPXT

Enligt oberoendet och Sats 7.1 géller att E[X}X] = 0 och detsamma géller for E[X?X,; X]
och E[X;X,; X, X;]. (Att Sats 7.1 &r tillampbar foljer av monotoniciteten hos LP-normer
och begransningen i fjirdemomentet.) Darfor far vi att

E[S)| =E]D_X; +6)_ ZK],X,?X?].

Eftersom [|X;]|; < [|X;]]4 géller att B[X?] < E[X/]¥/? < K2 och dérfor att E[X?X?] =
E[X7|E[X?] < K. Alltsa giller att E[S;] < nK + 3n(n — 1)K < 3n*K och dirmed
att E[(S,/n)*] < 3K/n?. Genom att summera 6ver n far vi att E[32%°,(S,/n)*] <
3K Y2, n72 < co. Detta leder till slutsatsen att 3°°° (S, /n)* < oo n.s. och speciellt att
(Sp/n)* = 0 n.s. dvs S,/n — 0 n.s. O

Resultatet ovan generaliserar sig till fallet da E[X}] = p for alla & och sidger da att
Sn/n — pn.s. Detta foljer genom att tillimpa satsen pa Yy = Xy — pu. Det géller bara att
kontrollera sa att Yj:na har begrinsat fjirdemoment, vilket foljer av Minkowskis olikhet
da E[Yy] = [|Yxll3 < (llnlla + [1Xkll)* = (p] + 1 X5ll4)"

8 Produktmatt

8.1 Produkter av tviA mattrum

Antag att vi vill definiera begreppet “area” i planet R?> = R x R. Vi vill alltsi skapa ett
lampligt matt p definierat pa en lamplig o-algebra av delmiingder av R2. Ett naturligt



kriterium pa ett saddant matt ar att om B; och By dr Borelmétbara delméngder av R sa
ska det gélla att u(B; x Bs) = Leb(By) - Leb(Bs). (Kom ihag produktbeteckningen for
méngder: Om A och B dr godtyckliga méngder s& definieras A x B som {(z,y) : = €
A,y € B}.) Implicit betyder detta ocksd att B; X By maste tillhora den o-algebra pa
vilken areamattet ar definierat for alla By, B, € B. Vi later o-algebran av delméngder
som vi definierar area for vara just o-algebran genererad av alla B; X By, By, By € B och
vart problem blir att visa att det existerar att unikt matt som uppfyller kriteriet ovan.
Vi ska forstas gora detta i en mer generell situation. Vi antar att vi har mattrummen
(S1, %1, 1) och (Ss, 3, p2) och betraktar S = S x S,.

DEFINITION. Produkt-o-algebran ¥ = 31 X Yo ges av

E:U{Sl XBl,Bl X So: By € El,BQ GEQ}.

Alternativt kan man definiera > med hjéilp av koordinatavbildningar: Definiera p; :
S1 X Sy — S;, 1 =1,2 genom att sitta p;(s1,$2) = s;. Da blir X = o(py, p2).

Genom att observera att (S; X By) N (By x S3) = By X B, foljer det direkt att X &r
genererad av klassen Z = {B; X By, By € X1, By € 35}, som &r ett 7-system.

Definiera nu en algebra Yy pa S genom att lata Xy besta av alla dndliga disjunkta
unioner av element i Z. Det &r helt klart att 0(Xy) = X. Pa £, definierar vi nu en ldmplig
prototyp till det produktmdtt som vi efterstrivar genom att for en mangd Up_, (A X By) €
Y satta

W(UZ:I(AIC X Bk Z Ak /,LQ Bk)

Om vi kan visa att m dr en uppréikneligt additiv mangdfunktion kan vi anvinda
Carathéodorys utvidgningssats till att dra slutsatsen att m kan utvidgas till ett matt
pa X. Om puy och ps r o-éndliga foljer det av unicitetssatsen att utvidgningen ar unik.

PROPOSITION 8.1 Mangdfunktionen m dr upprikneligt additiv.

Bevis. Vi ska visa att om A, € ¥, B, € Y¥,, A, X B, ir disjunkta for olika n
och UX (4, x B,) € X, giller att 7(U,(A, x By)) = >, p1(An)pe(By). Vi kan utan
att forlora generalitet anta att U, (A, X B,) dr av formen A x B, A € ¥;, B € ¥, och
det géller da att visa att ui(A)ps(B) = X, p1(An)pua(By). Vi gor det i tva steg: Forst
observerar vi som steg 1 att for varje sy € Sy har vi att

() (52) = Ln(sa) [ LaCsnm(dss) = [ Lp(so) a(s1)pm (ds)

S1



= Z/Sl Ip,(s2)1a,(s1)pi(ds1) =D Ip,(s2) /51 L4, (s1)p1(dsy)

= _Ip,(s2)ui(An).
Med hjilp av detta faktum far vi som steg 2 att

p1(A)pa(B) = /52 p(A)I(s2)pa(dsa) = D p(An) /52 Ip, (s2)p2(ds2)

= Z p1 (An)p2(Br)

n

och saken ar klar. O

En utvidgning av 7 till ¥ kallar vi for ett produktméatt av p; och ps. Om py och po ar
o-andliga finns det som sagt ett unikt produktmatt och detta brukar betecknas py X ps.
Vi sétter = puy X po. Vi har alltsd konstruerat (5,3, u) = (S1 X So, 31 X 3o, 1 X pz).

8.2 Produkter av upprikneligt manga sannolikhetsrum

Konstruktionen ovan generaliserar sig pa ett uppenbart sitt till alla produkter av ett
godtyckligt men &ndligt antal mattrum (S, 31, 1), - - -, (Sn, X,y lin)-

Om vi har mattrummen (S;, %;, B;), i = 1,2, ... dir P;:na ar sannolikhetsmatt och vi
vill skapa mattrummet (J15°, S;, T152; X4, [152, P;) fungerar det pa i stort sett samma sitt;
Y =TI2, ¥; definieras som o(p;, = 1,2,...). Vi har att ¥ genereras av w-systemet

I:{(HBz) X (HSZ)BZ EEi,izl,...,n,n:1,2,3,...}.

i=1 i>n

och ocksa av algebran >3 som bestar av dndliga disjunkta unioner av mingder i Z. Pa en
typisk mingd i Z definierar vi mingdfunktionen 7 genom att sitta

n n

m((I] B:) x (1] $)) = [1 P:(By).

i=1 i>n =1

och utvidgar 7 till 3y pa uppenbart sdtt. Man visar pa samma sidtt som ovan att 7 ar
upprékneligt additiv och saledes kan utvidgas till ett unikt sannolikhetmatt P = [[2, F;
pa X. (Observera att det ar viktigt att Pj:na dr sannolikhetsmatt, vilket framgar av
definitionen av 7.)



8.3 Funktioner och integraler pa ett produktrum

Vi gar nu tillbaka till fallet med produkten av tvad mattrum (S;,%;, ), @ = 1,2 och
vi antar for enkelhets skull att p; och po &r dndliga. Vi sitter som forut (S, %, pu) =
(S1 % Sa, X1 X X, i X f12).

I grundkurser i matematik far man pa ett oversldtande sitt lara sig hur man berdknar
dubbelintegraler Gver ett givet omrade. Dessa dr da definierade enligt det Riemannska
tillvigagangssittet, dvs via over- och underfunktioner som ar konstanta pa rektanglar.
Man far lira sig att man under vissa forutsiattningar kan berikna dubbelintegralen genom
att integrera koordinatvis och att man ocksa far kasta om integrationsordningen nér man
gor detta. Den sats som siger att detta ar tillatet gar under namnet Fubinis sats, men
den bevisas inte i grundkurser.

Nu, nér vi har forsett oss sjdlva med en hel del kraftfull matt- och integrationsteori,
skall vi bevisa Fubinis sats. Detta gor vi forstas i var generella Lebesgueintegralssitua-
tion, dvs vi ska visa att under vissa forutsiattningar géller for en Y-métbar funktion f att
Js [(s1, 82)pu(d(s1, 82)) = [g, (Js, f (51, 52)pa(ds2)) pa(ds1) = [g,([s, f(s1, 52)pa(ds1)) pa(dsz).
Det forsta av dessa tre uttryck dr vildefinierat av det enkla faktum att (S, %, u) &ar ett
mattrum. Det tva andra uttrycken vet vi daremot i nuldget inte om de 6verhuvudtaget
har nidgon mening. Vi maste for det forsta visa att f(si,s2) sedd som en funktion av
endast en av koordinaterna d&r méatbar m.a.p. respektive o-algebra och fér det andra, nér
detta ar gjort, visa att det man far nir man integrerat ut den ena koordinaten &ar en
miétbar funktion av den andra koordinaten.

Sétt for alla s; € S; och sy € Sy, fsi(s2) = fs,(s1) = f(s1,82). For varje fixt sy har vi
da att f;, : 51 — R och motsvarande for varje fixt s;.

LEMMA 8.2 Ldt f : S; xSy — R vara en X-mdtbar funktion. For varje fizt so € Sy giller
att fs, ar en Xi-mdtbar funktion och for varje fixt sy € Sy dar fs, en Xo-mdtbar funktion.

Bevis. Lat forst H vara klassen av begrinsade Y-métbara funktioner f sadana att f;,
ar Yo-méatbar for alla s; och f,, dr ¥j-métbar for alla so. Eftersom H trivialt innehaller
klassen av alla funktioner av typen Ip, «p,, B1 € X1, By € ¥4 ricker det enligt monoton-
klass-satsen att visa att H ar en monoton klass for att kunna dra slutsatsen att H = bX.
Att verifiera villkoren for detta ar trivialt.

Om nu f ar en godtycklig ickenegativ Y-métbar funktion later vi pa vanligt sdtt en
foljd {f.} av begrdnsade funktioner vara sadan att f, 1 f. Eftersom f, ;, 1 f;, giller da
att fs, blir X;-métbar, ¢, = 1,2, ¢ # j. Slutligen delar man upp en generell funktion f i
fToch fr. O

Enligt Lemma 8.2 &r foljande funktioner vildefinierade:

9(s1) Z/S f(s1, 82) pa(dss),

2



h(s2) = /S1 f(s1, 82)pa(dsq).

forutsatt att fs, och fs, dr antingen ickenegativa eller integrerbara.

LEMMA 8.3 Lat f wvara en ickenegativ eller integrerbar funktion i mX. Dd gdller att
g € m>; och att h € m>,.

Bevis. Lat forst H = {f € b : g € m¥E;,h € m¥,}. For f = Ip «p,, B1 € £1,By €
Yo, har vi att g(s) = Ip,(s1)u2(B2) och h(ss) = Ip,(se)p1(By) vilka trivialt dr métbara
m.a.p. respektive o-algebra, dvs f € H. Anvind nu monoton-klass-satsen for att visa att

H = bX.

Att lemmat haller for godtyckliga ickenegativa f foljer nu av monoton-konvergens-
satsen och genom att dela upp generella integrerbara f i f* och f~ foljer lemmat av
linjaritet hos integraler. O

SATS 8.4 (FUBINIS SATS) (a) Om f € (mX)™" gdller att

/sfdu = /52(/51 f(s1,82)p1(dsy))pua(dsy) = /

S

([, Flors2ma(ds)p (ds:)

(b) Péstiendet i (a) géller dven dd f € L*(S,%, ).

Obs! Man kan anviinda (a) for att kontrollera om f € L', ty det ir ju sant for varje
[ €mX att |f| € (mX)* och att f € L' betyder ju att [q|f|du < oco.

Bevis. Lat forst f = Ig,xB,, B1 € X1, B € 3. Vi har da att

L, Tmm(srsama(dse)m(ds) = [ (Tny(s2) [, Tny(s2)pa(dse))pn (ds:)

= p1(B1)pa(Bs) = /SIleBsz-

Lat nu H vara klassen av alla begrinsade funktioner f € bY som satisfierar pastaendet
i (a). Att konstantfunktionen 1 tillhér H &r uppenbart och om f, € H, n = 1,2,...,
fn 1T f och f ar begrinsad foljer det av monoton-konvergenssatsen att f € H. Att H
ar ett vektorrum dr ocksd uppenbart. (Observera dock att for att detta ska gilla &r det
viktigt att u; och po dr dndliga matt.) Nu foljer satsen av monoton-klass-satsen for alla
begrinsade f. Detta utvidgas nu till (a) via monoton-konvergens-satsen och sedan till
(b) via linjaritet hos integraler. O



Om pq och ps ar o-dndliga ar dven p o-éndligt och man kan dela upp rummet S' i en
uppréknelig union av delméingder pa vilka p ar dndligt. Genom att tilldmpa var version
av Fubinis sats pa dessa delméngder och sedan summera ser man att satsen haller dven i
det o-dndliga fallet. Om p, eller uy inte ar o-andligt spricker ddremot Fubinis sats. Detta
ar ingen Overraskning eftersom produktmattet da inte ens alltid ar entydigt definierat.
Foljande exempel ar standard for att visa hur det kan ga snett nér ett av de tva matten
inte ar o-andligt.

Exempel. Lat S; = S = [0,1] och 3; = ¥y = B. Lat p; vara Lebesgueméttet och
18t po vara det sk raknemdttet, dvs us(F) = #(F') = antal punkter i F. Da &r s inte ett

o-andligt matt. Lat nu F vara diagonalen, dvs F = {(z,y) € Sy x So : = y}. (Ovning;:
Kontrollera att F' € B x B.) Da har vi att

Ll(/g2 Ipdps)dpy = /5 Ly = 1

medan

/52(/51 Tedpy)dpy = /S2 0dpo = 0.

Lat oss nu se pa ett mer konstruktivt exempel i en situation dir Fubinins sats fungerar.

Exempel. Lat X : (2, F, P) — ([0,00),B) vara en ickenegativ stokastisk variabel.
Lat nu S = Q x [0,00) och ¥ = F x B och 1at ug = P x Leb. Definiera méingden
A={(w,z) €2 x[0,00):0<2<X(w)} Viharatt A € F x B (Verifiera!) och Fubinis
sats siger att a ena sidan giller att

1(A) :/SIAd,u:/()Oo(/QIA(w,x)P(dw))dx:/OOOP(X > 1)dz

och & andra sidan giller att
u(A) = /Q ( /0 " Li(w, 2)dz) P(dw) = /Q ( /0 ” o x ) (%) dz) P(dw)
- /QX(w)P(dw) — E[X],

dvs vi har hérlett den vilkinda formeln E[X]| = [7° P(X > x)dz for ickenegativa stokastiska
variabler.

8.4 'Tvadimensionella fordelningar och produktmatt

P& samma sitt som i det endimensionella fallet kan man om man har tvad stokastiska
variabler, X och Y, definierade pa samma sannolihetsrum (2, F, P) definiera férdelningen



for (X,Y) som Pxy(A) = P((X,Y) € A), A € B x B. Eftersom klassen {[—o0,z] x
[—00,y] : x,y € R} &r ett m-system som genererar B x B foljer det att férdelningen
entydigt bestdms av fordelningsfunktionen Fx y given av

Fxy(z,y)=P(X <z,Y <y),

x,yef_{.

Om det géller att Pxy << Leb x Leb, dvs om (X,Y) har en kontinuerlig férdelning,
finns det enligt Radon-Nikodyms sats en B x B-métbar funktion f : R? — [0, c0) saddan
att

Pyy(A) = /A fd(Leb x Leb) = /A F(z,y)dzdy

for alla A € B x B. Funktionen f kallas for tdthetsfunktionen for (X,Y’). Eftersom f &r
ickenegativ géller enligt Fubinis sats att

Pey() = [ ([ fla,9)lala,y)dy)da.

Genom att sitta A = B x R, B € B far man att P(X € B) = [5(J°% f(z,y)dy)dz, dvs
avbildningen x — [0 f(z,y)dy ar en téthetsfunktion fér X. Motsvarande géller for Y.

Foljande tre pastaenden ar ekvivalenta:

(i) X och Y é&r oberoende,
(11) PX,Y:PX XPy,

(iii) Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y) for alla z,y € R.

Om dessutom Pxy << Leb x Leb ar dven foljande pastdende ekvivalent med de tre
ovanstaende pastaendena:

(iv) fxy(z,y) = fx(z)fy(y) for ndstan alla (m.a.p. Leb x Leb) z,y € R.

Ta det som en 6vning att bevisa dessa ekvivalenser.

8.5 Produkter av Borel-o-algebror

Antag att S; och Sy ar tva topologiska rum och siatt S = S; x S;. Den s.k. produkt-
topologin pa S definieras av att en delmingd av S sigs vara 6ppen om den kan skrivas



som en union av méngder av typen G; X Gy dir G; r 6ppen i S;. Borel-c-algebran B(S)
ges sedan som o-algebran genererad av alla 6ppna delméngder av S som vanligt.

Lat oss nu jamfora B(S) med B(S;) x B(S3). Den senare av dessa dr definierad
som den minsta o-algebra som gor koordinatavbildningarna (sq, s2) — s;, @ = 1,2, till
maétbara funktioner. Koordinatavbildningarna dr kontinuerliga funktioner sa det foljer av
Sats 3.1(b) att dessa ar B(S)-métbara. Saledes géller att B(S;) x B(S;) C B(S). For
att visa den andra inklusionen skulle det récka att visa att varje 6ppen delméngd, G, av
S ligger i B(S1) x B(Ss). Detta skulle folja om vi kunde visa att G kan skrivas som en
uppriknelig union av mangder av typen G; X G dar G; ar 6ppen i S;. Men definitionen

av produkttopologin sdger ingenting om uppriknelighet och faktum &r att i det generella
fallet ar det falskt att B(S) = B(S1) x B(S2).

I de flesta tillimpningar &r rummen S; och Sy sekunddrt upprikneliga. Detta betyder
att det finns en uppréknelig bas for topologin, dvs en uppriknelig klass {B;} av 6ppna
méngder sddan att varje 6ppen mingd kan skrivas som en union av B;:n. Om nu S
och Sy &r sekundért upprékneliga sa finns det alltsd upprikneliga baser {Bfl)}g’il och
{BZ@ }e2, for toplogin pa S; respektive Sp. Enligt definition av produkttopologin pa S &r
nu {Bfl) X BJ(-Q) }£5-1 en uppréknelig bas for denna (ty (U;4;) x (U;C;) = U ;(A; x Cj)).
Men detta betyder ju just att varje 6ppen delmingd av S kan skrivas som en uppréiknelig
union av produkter av 6ppna méngder precis som vi 6nskade oss ovan.

Slutsatsen ar alltsa att generellt giller att B(S;) x B(S2) C B(S) och att likhet géller
da Sy och S5 dr sekundéart uppréikneliga. Eftersom rummet R™ dr sekundéart upprékneligt
for alla n (varje 6ppen méngd kan ju skrivas som en union av 6ppna rektanglar med hérn
vars koordinater &r rationella) har vi som foljdsats:

PROPOSITION 8.5 B(R") = B(R)".

I fallet da S; och S5 ej ar sekundéart upprikneliga kan en liten varning vara pa sin
plats. Antag att X;, for ¢+ = 1,2, ar S;-virda stokastiska variabler, dvs X; : Q@ — §;
ar F/B(S;)-métbar, ¢ = 1,2. Paret X = (X, X,) dr da en avbildning fran Q till S =
S1 % Sy. Vad har X for métbarhetsegenskaper? For By € B(S;) och By € B(S,) géller att
XHBy x By) = X{'(B1)NX; ' (By) € F och eftersom B(S;) x B(S,) #r genererad av alla
rektanglar av formen By x By, B; € B(S;), foljer det av Sats 3.1(c) (i dess generella form)
att X ar F/(B(S1) x B(S2))-méatbar. Man kan sidga att X ar en (S, B(S;) x B(S))-véird
stokastisk variabel. Men (och det &r hir varningen kommer) eftersom B(S) kan vara en
strikt storre o-algebra &n B(S;) x B(S;) ar det inte sikert att X &r en (5, B(S))-véird
stokastisk variabel.

8.6 Alternativ konstruktion av en foljd av oberoende stokastiska
variabler

Tidigare konstruerade vi en f6ljd av obereonde stokastiska variabler med hjélp av bindrutveck-
lingar av talen i [0,1]. Har kommer ett mer elegant sitt. Vi vet sedan férut hur man med



hjalp av Lebesguemattet pa [0,1] kan konstruera stokastiska variabler X; pa ett sanno-
likhetsrum (2;, F;, P;) pa sa sitt att X; far nagon onskad fordelningsfunktion F;. Detta
gor vi for ¢ = 1,2, .... Problemet dr nu att X;:na ar funktioner pa olika utfallsrum och vi
vill att de ska vara definierade pa samma utfallsrum. Men siatt nu

o0 o o

i=1 =1 =1

Definiera nu stokastiska variabler Y7, Y, ... genom att sitta
Y;'((A)l, wa, . . ) = XZ((UZ)

Enligt definitionen av produkt-c-algebran dr Y;:na F-métbara och enligt definitionen av
produktmattet giller for alla ¢ att Y; har samma fordelning som X; och att Y;ma ar
oberoende.

9 Betingade vantevarden

Antag att Z och X &r diskreta stokastiska variabler sadana att Z tar sina vérden i
{#1,...,2,} och X tar sina vérden i {z1,...,2,}. Vi brukar definiera E[X|Z = z]
som Y, 2, P(X = w;|Z = z;) = E[X;Z = 2;]/P(Z = z;). Vi sager sedan att E[X|Z] &r
den stokastiska variabel Y sadan att Y (w) = E[X|Z = z;] for de w for vilka Z(w) = z;.

Att definiera E[X |Z] pa detta sétt gar bra eftersom X och Z &r diskreta, men om Z
ar kontinuerlig géller alltid att P(Z = z) = 0 och da ar det inte lika latt att veta vad
E[X|Z = 7| ska betyda. I grundkurser brukar man losa detta via betingade tétheter.
Har ska vi anvdnda en teori baserad pa Radon-Nikodyms sats som ger en gemensam
definition for alla typer av stokastiska variabler, savil diskreta som kontinuerliga och alla
blandformer.

Observera om den stokastiska variabeln Y = E[X |Z] som vi definierade i det diskreta
fallet ovan att

e Y ir o(Z)-mitbar, ty {w € Q:Y(w) = E[X|Z = zj]} ={w € Q: Z(w) = 2}

° f{z:zj} YdP =E[X|Z = zj]P(Z = zj) =E[X; 7 = zj] = f{z:zj} XdP.
Detta kan vi skriva om som:

e E[X|Z] ér o(Z)-métbar.

o [E[X|Z]dP = [; XdP for alla G € 0(Z).



Fér en vettig definition av betingad viantevirde borde dessa observationer gilla generellt.
Dérfor definierar vi helt enkelt det betingade vintevirdet sa:

DEFINITION. Lat (2, F, P) vara ett sannolikhetsrum och 1at G vara en del-o-algebra
till F. For en stokastisk variabel X € L'(Q, F, P) siiger vi att Y &r en version av det
betingade vintevirdet E[X|G] av X givet G om

e Y ir G-maétbar,

o [YdP = [, XdP for allaG € G.

Existensen av E[X|G] dr en direkt konsekvens av Radon-Nikodyms sats da X &r ick-
enegativ, ty méngdfunktionen [, XdP, G € G &r ett matt G som &r absolutkontinuerligt
m.a.p. P. I det generella fallet delar vi upp X i X+ och X~ och anvinder Radon-Nikodyms
sats pa dessa.

Att vi talar om en “version” av det betingade véntevirdet beror pa att E[X|G] inte ar
helt entydigt definierad; om Y och Y’ dr tva versioner av E[X |G] foljer det av Sats 5.10
att Y = Y’ ndstan sikert. Detta betyder automatiskt att alla generella utsagor om det
betingade vintevirdet kommer att vara pa nivan “néstan sikert”.

Om Z ir en stokastisk variabel definierar vi E[X|Z] som E[X|o(Z)].

Obs! Vid en forsta anblick verkar det kanske som om man skulle kunna ta E[X|G] =
X, men eftersom X oftast inte &r G-méatbar stimmer inte detta.

Existensen av det betingade vinteviardet foljer som sagt av Radon-Nikodyms sats.
Om det nu ar s att man har hoppat 6ver beviset av Radon-Nikodyms sats sa hinger
alltsa existensen av betingade vintevirden i luften. Som tur ar finns det i det ldget ett
alternativt bevis baserat pa ortogonalprojektioner i L?:

SATS 9.1 Antag att X € L*(Q, F, P) och att G ir en del-o-algebra till F. D existerar
en stokastisk variabel Y € L'(Q, G, P) sddan att

/YdP:/XdP
G G

for alla G € G. OmY' dr en annan sddan stokastisk variabel gdller att Y =Y’ n.s.

Beuvis. Entydighetsdelen har vi redan diskuterat, sa vi koncenterar oss pa existensen.
Antag forst att X € L*(Q2, F, P) och sitt K = L*(Q2,G, P). Enligt Sats 6.7 ar K ett
fullstindigt underrum till L?(F) och eftersom K uppenbarligen ér ett vektorrum foéljer
det av Sats 6.8 att det existerar en stokastisk variabel Y € L?(G) sidan att (X —Y, Z) =0
for alla Z € L?(G). Genom att fér en godtycklig méngd G € G siitta Z = I far vi

(X—Y,Z):/G(X—Y)dP:/GXdP—/GYdP:O



dvs Y ar just en sadan stokastisk variabel som vi sokte.

Antag nu att X &ar en ickenegativ integrerbar stokastisk variabel. Satt X, = X A
n. D& har vi att X,, T X och att X,, € L? for alla n. Enligt vad vi nyss visade
finns alltsi stokastiska variabler Y, € L?*(G) sidana att det for alla G € G giller att
Jo YndP = [; X,dP. Enligt monoton-konvergens-satsen géller att hogersidan konvergerar
mot [, XdP. Eftersom X,, < X, géller att [, Y,dP < [, Y, 1dP for alla G € G sa en-
ligt Sats 5.10 géller att Y,, < Y, ., n.s. Tack vare att en uppréknelig union av nollméngder
ar en nollméngd géaller alltsa att {Y,,(w)} dr viixande for néstan alla w. Genom att justera
Y,:na pa undantagsméngden kan vi tillse att {Y,,} blir vixande overallt. Saledes exis-

terar en gransfunktion Y = lim, ., Y. Enligt monoton-konvergens-satsen giller nu att
JoYndP 1 [ YdP, dvs Y &r en version av E[X|G].

Till sist for generellt X, sitt Yt = E[X |Gl och Y™ =E[X|Gloch Y =Y —Y .
O

Exempel. Fallet med kontinuerliga stokastiska variabler: Antag att (X, Z) &r en
tvadimensionell stokastisk variabel med téthetsfunktion fx z(z,z) och sétt

fxiz(z]z) = fj’c (( ) )I{fz>0}( )-

Lat h : R — R vara en funktion sddan att E|h(X)| < oco. Enligt erfarenhet fran
grundkurser borde det gilla att

E[h(X)|Z = 2] = /R h(z) fx |2 (z|2)da

dvs om vi betecknar higerledet g(z) sa borde g(Z) vara en version av E[h(X)|Z]. Lat oss
kontrollera om detta &r sant. Vi ska da kontrollera om [,y 9(2)dP = [(;cpy M(X)dP
for alla B € B (kom ihag att o(Z) = {{Z € B} : B € B}), dvs om E[¢(2)I5(Z)] =
E[h(X)Ip(Z)] for alla B € B. Detta dr sant ty

Elg(2)1s(2)) = | 9(2)Is(2) f2(2)dz
= [ ([ h@)fxiz(al2)de) f2(2)In(2)dz = [ ([ (@) Ia() fx.ale, 2)da)dz

- / (2)fx.z(@, 2)d(z, 2) = E[h(X)I5(Z)]

dér vi i de olika berdkningsleden kombinerat vad vi sett tidigare i nagra olika exempel
och dar den nést sista likheten féljer av Fubinis sats.

Har foljer nu en mastodontsats som stadfister de viktigaste grundliggande egen-
skaperna hos betingade vintevirden.



SATS 9.2 I samtliga av féljande pdstienden forutsdtter vi att de stokastiska variabler som
omndmns tillhér L*(Q, F, P) och att G och H dr del-o-algebror till F.

(a) E[E[X|0]] = E[X].

(b) Om X dr G-mdtbar dir E[X|G] = X n.s.

(C) E[(a1X1 + CLQXQ)'Q] = CLlE[X1|g] + CLQE[X2|g] n.s.
(d) Om X >0 n.s. gdller att E[X|G] > 0 n.s.

(e) Monoton-konvergens-satsen: Om X, > 0 n.s. for alla n och X, T X n.s. gdller att
E[X,|G] T E[X|F] n.s.

(f) Fatouslemma: Om X,, > 0 n.s. for allan gdller att E[lim inf,, X,,|G] < liminf, E[X,|G]

n.s.

(9) Dominerad-konvergens-satsen: Om X,, — X n.s. och det existerar en stokastisk
variabel V' sdadan att | X,| <V n.s. for alla n och E[V] < oo gdller att E[X,|G] —
E[X|G] n.s.

(h) Jensens olikhet: Om c¢: R — R dr en konvez funktion och E|c(X)| < oo gdller att
E[¢(X)|G] > ¢(E[X|G]) n.s.

(i) Tornegenskapen: Om H C G gdller att E[E[X|G]||H] = E[E[X |H]|G] = E[X |H].

(j) Bryt ut det som dr kint: Om Z dr en begrinsad G-mdatbar stokastisk variabel gdller
att E[ZX|G] = ZE[X|G] n.s. Samma sak gdller om antingen Z > 0, X > 0 och
E[ZX] < oo eller om1/p+1/¢g=1 och X € L? och Z € LA.

(k) Om H dr oberoende av o(G,0(X)) gdller att E[X|o(G,H)] = E[X|G] n.s. Speciellt
gdller att om H dr oberoende av X dr E[X|H] = E[X] n.s. (Satt G = {0,0Q}.)
(Varning: Om H dr oberoende av G och av X betyder detta inte att H dr oberoende
av 0(G,0(X)). Kom ihdg att tre stokastiska variabler inte sikert dr oberoende duen
om de dr parvis oberoende.)

Bevis.  Eftersom G ar en o-algebra har vi att Q € G och séledes att E[E[X|G]] =
Jo E[X|G]dP = [, XdP = E[X] vilket bevisar (a). Del (b) &r trivial och del (c) foljer
av det faktum att [;(a1X; + a2 Xo)dP = a; [ X1dP + ay [ XodP for alla G € G. Del
(d) foljer av Sats 5.10 ty [, E[X|G]dP = [;XdP > 0 for alla G € G. For att visa
del (e) paminner vi oss att vi i beviset av Sats 9.1 ovan visade att foljden {E[X,,|G]} &r
vixande om man véiljer lampliga versioner av de betingade vintevirdena. Om vi sitter
Y = lim,,_,o, E[X,|G] har vi enligt monoton-konvergens-satsen for alla G € G att

/YdP: lim / E[X,|G]dP = lim / XndP:/ XdP:/ E[X|G]dP,
G n—oo /g n—oo G G G

dvs Y = E[X|G] n.s.



Med hjélp av (e) klarar vi (f) pa samma sitt som man bevisar vanliga Fatous lemma
med hjilp av monoton-konvergens-satsen:

E[liH}Liann\Q'] = nllH}OE[H;f XnlG] < lirr%infE[Xn|Q]

dar alla relationer giller n.s. och dar olikheten féljer av det faktum att X < Y =
E[X|G] < E[Y|G] n.s. vilket i sin tur foljer av att kombinera (d) och (c). For att bevisa
del (g) obeserverar vi att genom att tillimpa (f) pa f6ljden {V — X, } och utnyttja (c) fol-
jer omviinda Fatous lemma i betingad version, dvs E[lim sup,, X,,|G] > limsup,, E[X,|F]
n.s. Vifar da att

E[X|g] = Ellim inf X, |G] < lim inf E[X,,/]
< limsup E[X,,|G] < E[limsup X,,|G] = E[X|G]

(dér alla relationer géller n.s.) som 6nskat.

Kom nu ihag stodlinjessatsen som sade att for den konvexa funktionen c(z) géller att
det finns tva foljder, {a, } och {b,} av reella tal sddana att c(z) = sup,,(a,x+b,) for alla z.
Saledes har vi att E[c(X)|G] = E[sup,,(a, X + b,)|G] > sup,, (¢, E[X|G] + b,) = c(E[X|G])
n.s. (Observera att eftersom alla relationer mellan betingade véinteviirden bara géller n.s.
sa ar det viktigt att {a,} och {b,} ar uppriakneliga méangder.)

Lat oss nu gripa oss an tornegenskapen. Eftersom # C G foljer det direkt av (b) att
E[E[X|H]|G] = E[X|H]. Dessutom géller for en godtycklig méngd H € H att H ocksa
tillhér G och dérfor sdger definitionen av betingat vintevirde att

/HE[E[X\Q]\H]dP:/HE[X\g]dP:/HXdP:/HE[X|’H]dP

och resultatet foljer av Sats 5.10.

For att visa del (j) ska vi visa att [ ZXdP = [; ZE[X|G]dP for alla G € G. Tack
vare (c) kan vi utan att férlora generalitet anta att X > 0. Antag forst att Z = I for
nagon mingd G' € G. Da giller att

/GZXdP:/GnG, xdp= [ E[X|g]dP:/GZE[X|g]dP

ty GNG' € G. Genom att anvinda linjaritet foljer att resultatet géller for alla enkla Z
och genom att tilldimpa monoton-konvergens-satsen foljer resultatet for alla ickenegativa
Z sadana att ZX € L'. Slutligen ger linjariteten igen att resultatet #r sant for alla
Z € m@G sddana att ZX € L'. Det sistnimnda kravet ir uppfyllt d& Z #r begrinsad



p.g.a. det faktum att X € L' och féljer av Holders olikhet d& X € LP och Z € L4 och
1/p+1/q=1.

Lat oss slutligen visa del (k). Tack vare (c) kan vi aterigen anta att X > 0. Vad
vi ska visa ér att [ XdP = [ E[X|G|dP for alla F € o(G,H) for att sedan kunna dra
den &nskade slutsatsen av Sats 5.10. Men kom ihag att om vi ser dessa tva uttryck som
funktioner av F' sa dr de matt. For att visa att de tva matten &r lika récker det om vi kan
visa att de &r lika for alla méngder i m-systemet {GNH : G € G, H € H}. Observera nu
att for en mingd G € G giller att den stokastiska variabeln X I ér o(G, o(X))-métbar
och dérfor oberoende av ‘H. Likadant &r E[X|G]Is oberoende av H. Darfor giller

XdP = E[XIgIy] = B[XIg|P(H) = E[E[X|G]I¢]P(H)

= E[E[X|G]l]n] = /(mHE[X|g]dP

dér den tredje likheten foljer av definitionen av E[X|G]. Saken &r klar. O

Exempel. Tillimpning av betingade Jensens olikhet: Satt c¢(z) = |z[P och fa att
E[|XP|G] > |E[X|G]P n.s. Tag nu vintevirde av bigge sidor och fa att E[|X|?] >
E[|E[X|G]|?]. Genom att nu ta p:te roten ur bagge sidor far vi att || X ||, > ||E[X|G]||,-

Anmirkning. Det betingade vintevirdet E[X |G] definieras genom att vi kréver att
det for varje G € G ska gilla att [ E[X|G]dP = [; XdP. Detta kan naturligtvis skrivas
som att E[E[X|G]; G] = E[X;G] eller som E[E[X|G]Is] = E[X1g]. Anvind det skrivsitt
som kénns bast!

9.1 Reguljara betingade sannolikheter

For F € F har vi att P(F) = E[Ir]. P4 motsvarande sétt definierar vi den betingade
sannolikheten av F' givet G, P(F|G), som E[Ir|G]. Den betingade sannolikheten P(F'|G)
ar en stokastisk variabel och dédrmed en funktion av w € €2, men ocksa en funktion av F.
En naturlig friga &r om méangdfunktionen P(:|G)(w) &r ett sannolikhetsméatt for alla w,
eller om man ska vara noga for néstan alla w eftersom det finns olika versioner av P(-|G).

For att P(-|G) ska vara ett sannolikhetsmatt krivs att om Fy, Fy,... dr en foljd
av disjunkta héndelser i F s& ar P(U,F,|G) = X, P(F,|G). Genom att anvinda den
betingade versionen av monoton-konvergens-satsen inser vi att detta giller ndstan sdk-
ert, dvs P(U,F,|G)(w) = X, P(F,|G)(w) for P-n.a. w. Men detta betyder att for just
foljden {F,,} kan det finnas en undantagsméngd med sannolikhetsmattet 0. Eftersom det
utom i de enklaste fallen finns 6veruppriakneligt manga foljder av disjunkta méingder i
F kan unionen av alla undantagsméangderna, om den 6verhuvudtaget &r métbar, ha ett
matt som ar betydligt stérre dn 0. Det &r alltsd inte uppenbart att P(-|G)(w) &r ett



sannolikhetsmatt for nagot w alls. Om sa &nda ar fallet talar vi om en reguljir betingad
sannolikhet:

DEFINITION. Antag att P(-,-) : Q@ x F — [0, 1] &r en avbildning sddan att

o for alla F' € F &r P(-, F) en version av P(F|G),

e for nistan alla w € Q dr P(w, -) ett sannolikhetsmatt pa F.

Da kallas P(-,-) for en reguljir betingad sannolikhet givet G.

For de flesta sannolikhetsrum (€2, F, P) som man stoter pa finns det reguljira betingade
sannolikheter. Exempelvis giller detta da {2 = R och F = B. Vi gar inte djupare in pa
detta. Ett bevis kan man till exempel finna i R. B. Ash, “Real Analysis and Probability,”
Academic Press, 1972.

Ett specialfall av en reguljér betingad sannolikhet far vi om vi bygger ut exemplet dar
(X, Z) var tvadimensionellt kontinuerligt fordelad med tathet fx z(z,2). Vi visade dér att
om man sitter E[h(X)|Z](w) = Jg Mz) fx|z(z|Z(w))dz far man en version av E[A(X)|Z].
Genom att sitta h = Ig, B € B far man P(X € B|Z)(w) = [ fx|z(2|Z(w))ds som
definierar ett matt pa o(X) for varje w. Saledes dr P(-|Z)(-) en reguljir betingad sanno-
likhet givet o(Z) definierad pa o(X).

9.2 Ett symmetriresultat

Foljande lemma ar ett viktigt redskap nir man bevisar stora talens lag med hjilp av
martingalteori och beviset dr en nyttig 6vning pa betingade vintevirden.

LEMMA 9.3 Lat X1, Xs,... vara en féljd av oberoende likaférdelade stokastiska variabler
med E|X;| < oco. Sdtt S, = 3" ; X; och lit G, = 0(Sn, Sna1,---) = 0(Sn, Xng1, Xnos - -)-
Det gdller att E[X,|G,] = E[X1|S,] = Sn/n n.s.

Bevis.  Eftersom o(X;,S,) C o(Xy,...,X,) giller att o(Xy,S,) ar oberoende av
0(Xnt1, Xnto, - ..). Darfor dr Sats 9.2(k) tillimpbar och medfor att E[X|G,] = E[X|S,].

Fér att visa den andra likheten skall vi visa att [(g cpy E[X1|Sn]dP = [ig cpy(Sn/n)dP
for alla B € B. Men

/ E[Xl\Sn]dP:/ deP:/XIIB(Sn)dP
{Sn€B} {(SneB} Q

R R {S»€B}



for alla k € {1,...,n} enligt Fubinis sats och det faktum att Px, = ... = Px,. Alltsa
giller n.s. att E[X;|S,] = ... = E[X,,|S,] och eftersom summan av dessa ir E[S,|S,] = S,
n.s. giller att E[X]S,] = S,/n ns. O

10 Introduktion av martingalteori

Vi borjar med den grundliggande terminologin. Som vanligt har vi i botten sannolikhet-
srummet (2, F, P). En filtrering ar en vizande f6ljd {F,}22, av del-o-algebror till F, dvs
en foljd sadan att F; C F, C ... C F. Med en stokastisk process ska vi i fortsattningen
avse en stokastisk process i “diskret tid”, dvs helt enkelt en f6ljd av stokastiska variabler
{X,}2,- En stokastisk process {X,,} sigs vara adapterad till filtreringen {F,} om det for
varje n giller att X,, ir F,,-métbar. Det vanligaste specialfallet av en filtrering far man
genom att for en given stokastisk process {W,} helt enkelt sitta F, = o(Wh, ..., W,).
Processen {W,,} blir da forstas automatiskt adapterad till denna filtrering och genom att
anvinda en multivariat version av Proposition 3.5 foljer det att en annan process {X,} ér
adapterad till denna filtrering om och endast om det for varje n finns en B(R™"!)-métbar
funktion sadan att X, = f(Wy,...,W,). Martingaler dr speciella fall av adapterade
processer:

DEFINITION.  Lat {F,}5%, vara en filtrering och 1at {X,}>°, vara en stokastisk
process. Foljden {X,,, F,} sigs vara en submartingal om {X,} &r adapterad till {F,} och
det for varje n giller att E[X,,1|F,] > X, n.s. Om istallet E[X,,,|F,] < X, n.s. for alla
n sigs {X,, F,} vara en supermartingal. Vi siger att f6ljden {X,, F,} dr en martingal
om den dr bade en submartingal och en supermartingal.

Ofta, da filtreringen &r underférstadd, kommer vi att réitt och slitt siga att { X, } &ar
en (sub/super)martingal.

Om vi séiger att {X,,} dr en (sub/super)martingal utan att 6verhuvudtaget ha speci-
ficerat en filtrering menar vi automatiskt att 7, = o(Xo, ..., Xn)-

Lat oss gora ett par omedelbara observationer: Om {X,} &r en martingal har vi for
m = 1,2,... att B[ X, 1n|F.] = BE[Xhim|Froim-1]|Fn] = EXpim-1|Fn] = ... = X,
med motsvarande olikhet i sub- respektive supermartingalfallen. Det giller ocksa att
processen {Y, }, dir Y, = X, — Xy, ar en (sub/super)martingal siddan att Yy = 0.

Exempel. Lat X;, Xy, ... vara oberoende stokastiska variabler sddana att E[X] =0
for alla k. Satt F, = o(Xo,...,X,) och S, = Y ¢y Xg. (Vi sétter Sy = 0 och Fy =
{0,2}.) D& &r {S,, F.} en martingal ty

E[S1|Fa] = B[Su|F] + E[Xy1|Fu] = S + E[Xns1] = S, 15,

Om vi istdllet har att E[X}| = p for alla k blir {S,,} en supermartingal om p < 0 och en



submartingal om p > 0.

Exempel. Tag en stokastisk variabel X € L'(Q, F, P) och 1at { F,} vara en godtycklig
filtrering. D& &r foljden {E[X|F,], F,.} en martingal, ty E[X|F,] &r per definition F,-
matbar och

enligt tornegenskapen hos betingade vintevérden.

Vanliga tillampningsomraden f6r martingalteori ar spelteori, diffusionteori, stokastiska
differentialekvationer och forgreningsprocesser. Det ar ofta naturligt att tinka i termer
av spelteori. D& tolkar man en martingal {X,} som att man gar in i ett rattvist spel
med formogenheten X och har efter n spelomgangar en formégenhet som uppgar till X,,.
Tolkningarna dr desamma f6r sub- och supermartingaler, men i dessa fall handlar det om
ett gynnsamt respektive ett missgynnsamt spel.

I martingalteorisammanhang ar det sdrskilt lampligt att tdnka pad o-algebror som
“informationsméangder”. Vi tanker oss att F,, innehaller den information vi har vid tid-
punkten n. Om vi nu ténker i termer av spelteori infinner sig snart frigan om huruvida
det dr mojligt att med hjilp av en finurlig spelstrategi gora ett missgynnsamt spel till ett
gynnsamt. En mdjlighet man har att paverka skeendet ligger i att dndra insatsen i de
enskilda spelomgangarna. Insatsen i spelomgang nr. n kan da naturligtvis tdnkas bero pa
vad som skett tidigare, men rimligen inte vad som ska ske i framtiden. Med andra ord
kan man sdga att insatsen i spelomgang n kan vara slumpmaéssig men att den maste vara
given av informationen i o-algebran F,_;.

DEFINITION. En stokastisk process {C,,}32 | siigs vara forutsebar (engelska: previsi-
ble) (m.a.p. {F,}) om det for alla n giller att C,, r F,_1-métbar.

En forutsebar stokastisk process kan vi alltsa tolka som féljden av insatser i ett spel.
Lat nu {C,} vara en forutsebar process och {X,} vara en annan stokastisk process.
Definiera processen {Y,,} genom att sitta

Yo =3 Cu(Xi — Xia).
k=1

Vi tolkar Y,, som den totala vinsten efter n spelomgéngar med spelstrategin {Cy}. Fol-
jande sats siger att det finns ingen vinnande spelstrategi.

SATS 10.1  (a) Om {X,} dr en supermartingal och det finns en kontant K < oo sddan
att 0 < Cp(w) < K for allan och w € Q gdller att dven {Y,} dr en supermartingal.
Motsvarande gdller om {X,} dr en submartingal eller en martingal.

(b) Om {X,} dr en martingal och det finns en konstant K < oo sidan att |Cp(w)| < K
for alla n och w gdller att {Y,} dr en martingal.



(c) Pastiendena i (a) och (b) dr sanna dven i fallet dd kravet om begransning hos {C,}
ersitts med kravet att X, € L? och C, € L?* for alla n.

Bewis.

(a) Vi har att E[Yn+1 - Yn|.7:n] = E[Cn+1(Xn+1 _Xn)‘fn] = Cn+1E[Xn+1 _Xn|fn:| S 0,
dér den andra olkheten foljer av Sats 9.2(j) och olikheten foljer av supermartingale-
genskapen. De Ovriga fallen dr analoga.

(b) Kopiera beviset i (a).

(c) Aterigen kopierar vi beviset i (a) med den skillnaden att vi hinvisar till “Holders
olikhet-villkoret” i Sats 9.2(j).

Det giller alltsa att ingen rimlig satsningsstrategi kan gora ett missgynnsamt spel
gynnsamt.

Man kan fraga sig om man istéllet for att anvinda en smart satsningsstrategi skulle
kunna anvénda sig av en smart stoppregel for att vinda det missgynnsamma spelet till
ett gynnsamt spel. Man skulle kunna ténka sig att anvinda en strategi av typen “Jag
sluter spela nér jag har 1000 kronor eller nér pengarna &r slut” eller “jag slutar nir jag har
vunnit min forsta spelomgang” etc. I analysen av konsekvenserna av att anvinda sadana
stoppregler ar det, precis som nér det giller satsningsstrategier, rimligt att begrinsa sig
till endast sadana stoppregler som bygger pa nuet och det férflutna och inte pa framtiden.

DEFINITION. En ickenegativ diskret stokastisk variabel T' (som dven kan anta virdet
oo) kallas for en stopptid m.a.p. filtreringen {F,} om det for varje n = 0,1,2,... géller
att

{weQ:T(w)<n} €F,.

De stoppregler vi ser som “tillatna” &r alltsd sadana som sdger att man ska sluta
spela vid en tidpunkt 7" dar 7 &r nagon stopptid. (Observera att definitionen av en
stopptid formellt endast kraver en filtrering och inte ens att det Overhuvudtaget ex-
isterar en adapterad stokastisk process. Ofta ar det ju dock sa att {F,} ges av att
Fn = o(Xo,...,X,) for ndgon process {X,} och da kommer villkoret for att 7" ska vara
en stopptid automatiskt att formuleras i termer av X,,:na.)

PROPOSITION 10.2 Det gdiller att T' dr en stopptid om och endast om {T =n} € F, for
alla n.



Bevis. A ena sidan giller att {T=n}=A{T<n}\{T<n-1}e F,UF,.1=F,
och & andra sidan har vi att {7 <n} =U}_ {T =k} € U}_Fr=F,. O

Exempel. Antag att {X,} dr en {F,}-adapterad process och lat T = min{n :
X, > 1000 eller X,, < 0}. (Ténk pa detta som att vi startar med féormogenheten X, och
spelar tills vi har 1000 kronor eller gjort slut pa alla pengar.) Ar T en stopptid? Ja, ty
{T < n} = UZ:I{XIC ¢ (07 1000)} € fn

Exempel. Lat 7 = max{n < 100 : X,, > 1000}, dvs vi vill sluta sista gangen fore
den 101:a omgangen som var férmogenhet dr minst 1000 kronor. Da &r 7" inte en stopptid
om inte processen { X, } &r trivial.

Svaret pa fragan om det dr mojligt att gora ett missgynnsamt spel gynnsamt genom
att designa en ldmplig stopptid ligger delvis redan i Sats 10.1; att anvinda en stopptid
ar ju inget annat #n att anvinda en satsningsstrategi dir man satsar beloppen 0 eller
1 beroende pa om man har slutat spela eller inte. Lat oss genomfora detta resonemang
ordentligt: Antag att {X,} &r en supermartingal och lat 7" vara en godtyckligt vald
stopptid. Definiera nu de stokastiska variablerna C’gT), n = 1,2,... genom att satta
C) = Itpery = Iipsn—13- Da blir {C{1} en férutsebar process (ty {7 >n — 1} = {T <
n—1}¢ € F,_1) och om vi som forut definierar processen {Y,} genom att sétta

Yo=Y O (X — Xy y)
k=1

foljer det av Sats 10.1(a) att {Y,} &r en supermartingal. Men det giller ju att Y, =
Xran — Xo och det foljer att {Xra,} dr en supermartingal. Vi har visat:

SATS 10.3 Om {X,} dr en supermartingal och T dr en stopptid giller att {Xpan} ocksd
ar en supermartingal. Speciellt galler att

E[X7r] < E[Xo].
Motsvarande gdller for submartingaler och martingaler.

I alla praktiska situationer géller att T maste vara begrinsad av nagot NN sa att for n >
N giller att Xy, = Xp och det foljer av Sats 10.3 att E[X;]| < E[X,]. I matematikens
vérld &r vi dock inte hindrade av praktiska invindningar och det gar latt att konstruera
stopptider for vilka den sistndmnda slutsatsen ar falsk. Ett standardexempel far man om
man later {X,} vara en enkel symmetrisk slumpvandring pa Z som startar i origo. Da
ar {X,} en martingal och ddrmed ocksa en supermartingal och den stokastiska variabeln
T = min{n : X,, = 1} &r en stopptid sadan att 7" < oo n.s. Enligt resultaten ovan géllet
for alla n att E[X7,] = 0 men det &r &nda uppenbarligen sa att E[X7| =1 > 0. I ljuset
av detta infinner sig forstas fragan om precis vad man maste kriava av T och {X,,} for att
det ska vara sant att E[X7| < E[X{]. Svaret ges av foljande viktiga sats:



SATS 10.4 (DOOBS SATS OM OPTIONELLA STOPP) (a) Ldt {X,,F,} vara en supermartin-
gal och lat T vara en stopptid. Det gdller att Xp dr en integrerbar stokastisk variabel
och att B[ X 1| < E[Xy] i var och en av foljande situationer:

(i) Om T dr begransad, dvs AN < 0o : T(w) < N for alla w € Q.

(i) OmT < oo n.s. och {X,,} dr likformigt begrinsad, dvs IK < oo : | X, (w)| < K
for alla n och alla w € ).

(11i) Om E[T] < oo och {X,} har begrinsade 6kningar, dvs IK < oo : | X, (w) —
Xp—1(w)| <k for alla n och alla w € Q.

(b) Motsvarigheten till resultaten i (a) galler auen for submartingaler och martingaler.
(¢) Om {C,} dr en likformigt begrinsad forutsebar process och {My,} dar en martingal

med begrinsade okningar gdller for processen {Y,} definierad av:

Yo=) Cyp(My— M)

M=

k=1

och varje stopptid T sddan att E[T] < oo att E[Y7] = 0.

(d) Om {X,} dr en ickenegativ supermartingal och T < oo n.s. gdller att E[Xr| <
E[X,].

Innan vi gor beviset dr det virt att notera ett par saker. I slumpvandringsexemplet
ovan giller (naturligtvis) att (i), (ii) och (iii) spricker. For (i) och (ii) &r detta uppenbart
och vad (iii) betréffar spricker det pa att det i detta exempel géller att E[T] = co.

Observera ocksa att del (d) sdger att inte bara méaste man ha ett odndligt langt liv
for att kunna vinda ett missgynnsamt spel till ett gynnsamt, man maste ocksa ha en
outtomlig formogenhet ndr man startar eller mojlighet att lana hur mycket pengar som
helst. T del (d) kan man ocksé lata T anta virdet oo med positiv sannolikhet om man
samtidigt infor konventionen X,, = 0. (Detta &r &tminstone i spelteorisammanhang
naturligt eftersom 7" = oo ju betyder att man aldrig far ut sin eventuella vinst; &ven om
man har ett oéndligt langt liv far man ju aldrig uppleva “tidpunkten 0o”.)

Bewis. Viborjar med att observera att (b) foljer omedelbart av (a) eftersom det géller
att om { X, } dr en submartingal s &r {—X, } en supermartingal och eftersom resultatet for
martingaler féljer genom att sla ihop resultaten for sub- och supermartingaler. Dessutom
giller att del (c) ar en direkt kombination av Sats 10.1 och (a) ddr man d& tillampar
villkor (iii). Saledes foljer bade (a), (b) och (c) om vi kan visa (a).

Att villkor (i) &r tillrickligt observerade vi redan fore satsen sa antag att villkor (ii)
giller. Enligt Sats 10.3 géller att { X, } &r en supermartingal och séledes att E[ X, —
Xo] < 0. Eftersom T < oo n.s. giller att Xya, — X7 n.s. och eftersom | Xpp,, — Xo| < 2K
kan vi tillimpa dominerad-konvergens-satsen och fa att

E[XT — X()] = nll)r{.lo E[XT/\n - Xo] S 0



som 6nskat. Under villkor (iii) anvinder vi dominerad-konvergens-satsen pa precis samma
satt. Att detta fungerar foljer dels av att E[T] < co = T < 0o n.s. sa att Xopa, = Xop
n.s., dels av att | Xpp, — Xo| < i [ Xy, — Xj_1| < KT och E[KT] = KE[T] < .

Nu aterstar att visa del (d). Eftersom 7" < oo n.s. har vi att
E[X7] = E[lin}lianT/\n] < limninfE[XT/\n] < E[X)]
dar vi anvander Fatous lemma till den forsta olikheten och Sats 10.3 till den andra. O

Vi avslutar detta kapitel med en intressant observation som ligger lite vid sidan om
ovriga resultat i kapitlet, men som naturligt hor hemma i ett introducerande kapitel om
martingalteori som detta.

SATS 10.5 (DOOB-DEKOMPOSITION AV EN ADAPTERAD PROCESS) Ldt {X,} vara en
stokastisk process som dr adapterad till filtreringen {F,}. Dd finns det en martingal { M, }
och en stokastisk process {A,} som dr forutsebar m.a.p. {F,} sidana att

X, =Xo+ M, + A,.

Det gdller vidare att My = Ay = 0 och att om {M]} och {AL} dr tvd andra sidana
processer sd galler att P(¥n : M,, = M}, A, = Al)) = 1. Dessutom gdller det att {X,} dr
en submartingal/supermartingal om och endast om {A,} dr vizande/avtagande.

Bevis. Lat oss forst konstatera att om satsen ska kunna vara sann maste det gélla
for alla n att

E[Xn - Xn—llfn—l] = E[Mn - Mn—llfn—l] + E[An - An—1|fn—1]
=A,— A

nastan sakert vilket medfor att

n n

Ap =) (A — Apr) = D BIXy — Xp 1| Fpd]
k=1 k=1

n.s. och darmed maste vi ocksa ha att

n

M, = kz_j(xk — E[Xx|F 1))



Detta betyder att unikhetsdelen av satsen dr klar och genom att verifiera att de givna
uttrycken gor {A,} forutsebar och {M,} till en martingal foljer dven existensdelen. Att
gora detta dr en enkel 6vning i rdkning med betingade vintevirden som Gverlates till
lasaren.

Slutligen obeserverar vi att om {X,} &r en submartingal géller att E[X,, — X,,_1] > 0,
dvs att A,—A,_; > 0n.s. Det omvinda pastaendet ar uppenbart och supermartingalfallet
ar analogt. O

11 Martingalkonvergenssatsen

Lat {X,, F,} vara en supermartingal. Antag att vi forsoker gora detta “missgynnsamma
spel” till ett gynnsamt genom att anvinda foljande strategi. Vi infor tva “granser” a och
b sadana att a < b och gar med i spelet direkt efter den forsta tidpunkt n sadan att
X, < a och deltar sedan t.o.m. den forsta tidpunkt m dérefter sadan att X,, > b. Efter
detta vintar vi tills processen aterigen understiger a varvid vi pa nytt gar in i spelet
och spelar fram till ndsta tidpunkt da processen antar ett virde som &r minst b. Detta
forfarande upprepas i all oéndlighet. (Denna strategi &r typiskt vad man kan ténkas
anvanda sig av ndr man handlar med aktier; kop néar kursen ar 1ag och sélj nir kursen ar
hog. Forhoppningsvis dr dock borskursen en submartingal snarare dn en supermartingal.)

Formellt kan denna strategi definieras i termer av en forutsebar process {C,} som ges
induktivt av att 01 = I{Xoﬁa} och av att Cn = I{Cn_lzl}I{Xn_1<b} -+ I{Cn—IZO}I{Xn—ISa}'
Att {C,} ar forutsebar foljer av ett enkelt induktionsargument. Var sammanlagda vinst
vid tidpunkten n ges av

Yn = z Ck(ch - kal)-
k=1

Enligt Sats 10.1 géller att &ven {Y,} dr en supermartingal. (Dvs inte heller denna
strategi lurar systemet, men det visste vi ju som sagt redan.) Speciellt géller for alla
N att E[Yy| < E[Y;]. Definiera nu den stokastiska variabeln U ](\? %) som antalet upp-
korsningar som processen {X,} har gjort av intervallet (a,b) t.o.m. tidpunkten N, dvs
antalet tillfallen som vi vid tiden N har hunnit att borja och avsluta en spelsekvens.
Formellt har vi U](\?’b) = max{k € ZT : sy, t1,..., Sk, tp : 0 < 59 <t < 55 < ... <
tr < N,X;, < a,X;, > b}. Det kan alltsd vara sd att vi vid tidpunkten N befinner
oss i en oavslutad spelsekvens och denna riaknas alltsd inte med i antalet uppkorsningar.
Uppenbarligen géller att Yy > (b — a)U 1(\? ) _ (Xn — a)~ déar den sista termen &r en ovre
grans for den forlust vi eventuellt kan ha gjort om vi vid tidpunkten N befinner oss i en
oavslutad spelsekvens. Eftersom E[Yy]| < 0 géller att

E[(Xx —0)7]

BUY] < =50



Denna olikhet dr kiind under namnet Doob’s uppkorsningslemma.

Antag nu att supermartingalen {X,} ar begrinsad i L', dvs sup, E[|X,|] < co. Da
giiller speciellt att sup, E[X;] = K < oo. Lat nu U@ = lim,_, U vara antalet
uppkorsningar av (a, b) av hela processen {X,}. Enligt monoton-konvergens-satsen géller
att BlUY] = lim,_e E[U,(\?’b)] och eftersom

E[(Xn —a)7]
b—a

<E[Xn_]+|a\ <K+a<oo
- b—a ~—b—a

E[UVY] <

medfér detta att E[U®Y] < co. Speciellt giller att P(U%Y = co) = 0. Detta faktum
har intressanta konsekvenser ty

P{w € Q: {X,(w)} konvergerar ej})

= P( U {wen: limniann(w) <a<b<limsup X, (w)})
a,beQ n

=P( |J {we: UMW =0})< Y PUL=0cx)=0.

()
a,beQ:a<d a,beQ:a<d

Det giller alltsa att {X,,} konvergerar n.s. Definiera nu X, genom att sitta X (w) =
lim sup,, X,,(w). D& har vi att X,, = X, n.s. Dessutom giller enligt Fatous lemma att
E[|Xx|] < liminf, E[|X,|] < sup, E[|X,|] < co och saledes att X, € R n.s. Genom att
justera X, pa en nollméngd kan vi tillse att X (w) € R for alla w € €2. Vi har visat:

SATS 11.1 (MARTINGALKONVERGENSSATSEN) Ldt {X,,, F,,} vara en supermartingal som
ar begrinsad i L'. Dad existerar en reellvird integrerbar stokastisk variabel X, sddan att
X, = X n.8. di n — oc.

Observera att man litt kan konstatera att satsen giller &ven fér submartingaler, ty om
{X,} &r en submartingal som ir begrinsad i L' ir {—X,,} en supermartingal begrinsad
i L

Observera ocksa att eftersom |X,| = X;F + X = X, + 2X,, och supermartingalegen-
skapen implicerar att E[X,,| < E[Xj] har vi att E[|X,,|] < E[X,] + 2E[X,,]. Darfor géller
att en supermartingal {X,,} dr begrinsad i L' om och endast om sup, E[X, ] < co. Pa
motsvarande sitt giller att en submartingal {X,} dr begrinsad i L' om och endast om
sup,, E[X ] < co. Déarfor foljer direkt av martingalkonvergenssatsen:

SATS 11.2 Om {X,,, F,,} dr en ickenegativ supermartingal eller en ickepositiv submartin-
gal gdller att det finns en reellvird stokastisk variabel X, sadan att X, — X n.s.

Varning: Det ér inte sikert att X,, — X, i L', dvs att E[|X,,— X, || = 0. (Dominer-
ingsvillkoret i dominerad-konvergens-satsen dr inte automatiskt satisfierat.)



12 Martingaler begrinsade i L? och stora talens lag

Antag att {M,,F,} dr en martingal. Vi sdger att {M,} &r begrdnsad i L, p > 1 om
det giller att sup,, E[|M,[P] < oo. Detta ar en direkt generalisering av definitionen av
begransning i L' som vi anviinde i forra avsnittet.

Lat nu {M,, F,} vara en martingal sdidan att M, € L? for alla n. Per definition giller
att E[M,.1|F,] = M, n.s. for alla n och enligt sats 9.1 géller att E[M, 1| F,] = M, ar
den ortogonala projektionen av M, pa L%(F,). Detta betyder att for alla Y € L?(F,)
giller att (M, ;1 — M,,Y) = 0. Om vi nu tar k < n giller att My, — My _; € L*(F,) och
det foljer att E[(M, 11 — M,,)(My — My_1)] = 0. Eftersom det uppenbarligen géller att
M, = My + X" (My — My_,) foljer det att E[M?] = B[MZ] + X" E[(M), — My_,)?]-
Som en omedelbar konsekvens f6ljer del (a) av foljande sats:

SATS 12.1 (a) Martingalen {M,,,F,} dr begrinsad i L* om och endast om 332 E[(Mj—
Mk_l)Q] < Q.

(b) Om martingalen {M,,F,} dr begrinsad i L* existerar det en stokastisk variabel
M, € L? sadan att M, — My, n.s. och i L?.

Bevis. Del (a) ar som sagt redan klar. Tack vare monotonicitetn hos LP-normer géller
att {M,} ar begrinsad i L' sa det foljer av martingalkonvergenssatsen att det finns en
stokastisk variabel M, sadan att M, — My, n.s. For att visa konvergensen i L?, fixera
n och observera att enligt Fatous lemma géller att

E[(M, — M,)% < lim inf B[(M,,, — M,)?]

n+r 0
=liminf ) E[(My— Mi)’]= Y E[(My— Me)’].
k=n+1 k=n+1

Lat nu n — oo. Da giller att hogerledet konvergerar mot 0 enligt (a) och saken &r klar.
O

Sats 12.1 var steg 1 pa vigen mot Kolmogorovs tre-seriers-sats och stora talens lag.
Steg 2 ar foljande resultat om konvergens av summor av oberoende stokastiska variabler.

SATS 12.2 Lat Xy, Xa,... vara oberoende stokastiska wvariabler med wvintevirde 0 och
Var(X;) = of < oo.

(a) Om Y32, 0% < oo gdller att Y32, Xy, dr n.s. konvergent.

(b) Om det finns en konstant K < oo sddan att |Xy| < K for alla k och Y32, Xy dr
n.s. konvergent gdller att Y 32, o) < 00.



Bewis.

(a) Satt Fo = {0,Q}, My = 0 och F, = o(Xy,...,X,,) och M,, = 37 | X, for n =
1,2,.... D& dr {X,, F,} en martingal dir M,, € L? sa det foljer av Sats 12.1(a) att
{M,} &r begrinsad i L? om och endast om >°°  E[(M,, — M,_1)?] < oo, vilket dr
sant ty E[(M,, — M,,_1)?] = E[X?] = 02 och 3%, 02 < oo enligt forutsittning.

n=1%n

(b) Med samma definition som ovan av {M,,, F,} géller att

o2 = E[X?] = E[(M} — My_1)?]
= E[(My, — My-1)*|Fy—1] = E[M{|Fp1] = Mi_,

nédstan sidkert, diar den tredje likheten foljer av det faktum att My, — M, _; = X,
ar oberoende av Fj_; och dir den fjarde likheten foljer av grundliaggande regler for
rikning med betingade véintevirden. Genom att flytta Gver o7 till andra sidan av
ekvationen far vi alltsa att E[M?|F,_1] = M?_; + o7 n.s. Detta betyder att om vi
sitter N, = M? —>%_,02,n=0,1,2,...s4 bildar {N,,, F,} en martingal.

Lat nu ¢ vara en positiv konstant och definiera en stopptid 7" genom att sitta T =
min{r : |M,| > c}. Eftersom det enligt férutsittning géller att {M,} konvergerar
néstan sikert kan c véljas sa stort att P(7T = oo) > 1/2 och vi antar att ¢ ar vald
pa det sittet.

Enligt Sats 10.3 géller att foljden {Npa,} dr en martingal. Speciellt géller att
0 = E[Ng] = E[Ngnn] = E[M2,,] — E[Xi " 02. Om nu T > n giller att |Mgp,| =
M| <c<c+KochomT < ngiller att |Mra,| = |Mr| < |Mp_1]+|Xr| < c+ K.
Saledes giller att E[M2, ] < (c+ K)? och dirfér att E[Y:1 T o?] < (c + K)%
Speciellt giller att E[Y 7" 02, T = oo] = P(T = 00) Y-¢_, 02 < (c+ K)? och saledes
att Yp_, 02 < (c+ K)?/P(T = o0) < 2(c+ K)*. Eftersom denna 6vre begrinsning
ar oberoende av n foljer det att Y32, 07 < oo som Onskat.

Exempel. Antag att Z;, Zs, ... &r oberoende stokastiska variabler sddana att P(Z; =
+1) = 1/2 och att ay, as, . .. dr en f6ljd av reella tal. Eftersom Var(a,Z,) = a2 foljer det

av Sats 12.2 att }2°, a,Z, ir konvergent n.s. om och endast om 3°° ; a2 < oo.

Sats 12.2 har den inskrénkningen att den forutsitter att E[X;] = 0. Vi kommer att
behova en mer generell version av del (b) av satsen.

SATS 12.3 Antag att X1, Xo, ... dr en foljd av oberoende stokastiska variabler sidana att
det existerar en konstant K < oo sddan att |Xi| < K for alla k och antag att Y32, Xy dr
n.s. konvergent. Dé gdller att 332 | E[Xy] dr konvergent och att Y32, Var(Xy) < oo.



Bevis. Borja med att definiera ett nytt sannolikhetsrum (€', 7', P') och 1at Y3, Y5, ...
vara en f6ljd av stokastiska variabler definierade pa €' sddana att Y}:na &r oberoende och
Y} har samma fordelning som X for alla k. (Det gar bra att gora detta. Repetera i
kapitel 4.4 eller 8.7 om du kinner dig oséker.)

Lat nu (Q*, F* P*) = (2 x Q,F x F', P x P') och definiera X;(w,w') = X(w),
Y (w,w') = Yy (w'). Da blir automatiskt f6ljderna {X;} och {Y;*} sinsemellan oberoende
och har bigge samma fordelning som {X;}. Lat nu Z; = X} — Y;*. D4 blir {Z}} en
foljd av oberoende stokastiska variabler sdidana att |Z;| < 2K, E[Z;] = 0 och Var(Z;) =
2Var(X,). Eftersom det enligt férutsattning galler att >3, X och >3, Y;* &r n.s. kon-
vergenta giller ocksa att Y32, Zy ar n.s. konvergent. Sammantaget géller att {Z;} upp-
fyller forutsiattningarna i Sats 12.2(b) och vi far att Y 32, Var(Z;) = 2322, Var(Xg) <
oo. Men da géller ju enligt Sats 12.2(a) att >3° (X — E[X]) konvergerar n.s. vilket
medfor att >3° | E[X] &r n.s. konvergent. O

SATS 12.4 (KOLMOGOROVS TRE-SERIERS-SATS) Ldt {X,} vara en filjd av oberoende
stokastiska variabler. Det gdller att > 0°  X,, dr n.s. konvergent om och endast om det
galler for nagot (alla) K € (0,00) att

(1) Xnzi P(1Xn| > K) < oo,
(i1) 320 E[XX] dr konvergent,

(iii) 32, Var(XK) < oo,

dar Xfl( = Xn[{\Xn|SK}'

Bevis. Antag forst att >0° ; X, dr n.s. konvergent och tag ett godtyckligt K € (0, 00).
Eftersom X, (w) — 0 for nistan alla w géller for nastan alla w att det finns ett index
no sddant att n > ng = |X,(w)| < K. Med andra ord giller for nistan alla w att
w ¢ limsup, {|X,| > K}, dvs att P(limsup,{|X,| > K}) = 0. Enligt Borel-Cantelli II
medfor detta att 300, P(|X,| > K) < oo och dérmed ér (i) klar. Men eftersom det n.s.
géller att X,, = XX for alla utom #ndligt ménga n foljer det ocksa att 3-°°, XX &r n.s.
konvergent och darfor foljer (ii) och (iii) av Sats 12.3.

Antag nu att (i), (i) och (iii) &r satisfierade for nagot K. Enligt (i) och Borel-
Cantelli T giller att X,, = X/ for alla utom #ndligt ménga n n.s. Dérfor ricker det
att visa att 322, XX &r n.s. konvergent. Tack vare (ii) foljer detta om vi kan visa att

© (XK — E[XK]) ar n.s. konvergent. Detta foljer i sin tur av Sats 12.2(a) som &r
tillimpbar tack vare (iii). O

Lat oss nu attackera stora talens lag. For att klara det behover vi veta ett par saker
till. Vi borjar med tva analytiska lemmor.



LEMMA 12.5 (CESAROS LEMMA) Antag att {b,} dr en foljd av positiva reella tal sidana
att b, 1 0o och att {v,} dr en annan foljd av reella tal sidan att v, — veo. Dd gdller att

1 n
b_z (b = br—1)Vk = Voo

da n — oo.

Notera att som specialfall av Césaros lemma foljar att %2221 Vg — Voo-

Beuvis. Fixera ett godtyckligt e > 0 och vilj NV sa stort att n > N = v, > vy —
Det géller for n > N att

1 & 1 X b, — by
b_zbk_bkIUk>b_Z(bk_bk—1)Uk+ 2

n k=1

(Voo — €)

och eftersom den forsta termen konvergerar mot 0 och den andra konvergerar mot v, — €
da n — oo foljer det att lim inf, é Sr_1(bk — br_1)vk > voo. Pa ett analogt sétt foljer det
att lim sup, i Y1 (b = bp—1)vk < vse. O

LEMMA 12.6 (KRONECKERS LEMMA) Antag att {b,} dr en foljd av positiva reella tal
sddana att b, T 0o och att {x,} dr en annan foljd av reella tal sidan att Y0° | (x,/by) dr
konvergent. Sdtt s, = > p_, xx. Det gdller dd att s, /b, — 0.

Aterigen dr det viirt att notera ett specialfall: Om {z,,} #r en foljd sidan att ©°° | (x,, /n)
ar konvergent giller att s,/n — 0.

Bevis.  Satt v, = Y p_1(2,/b,). Enligt forutsittning &r {v,} konvergent sa lat oss
kalla gransen for v... Vi kan nu tillimpa Césaros lemma pa {v,}. Eftersom

Z bk = b(vg — vk_1) = by — D (b — be—1)vk—1
k=1

k=1 k=1

foljer det da att

En direkt f6ljd av Kroneckers lemma &r foljande sats som &r stora talens lag under
variansrestriktion.



SATS 12.7 Ldat {W,} vara en filjd av stokastiska variabler sidana att E[W,]| = 0 och
© (Var(W,)/n*) < oo. Dé gdller att (3 p_1 Wi)/n — 0 n.s.

Bevis.  Enligt Kroneckers lemma ricker det att visa att Yo, (W, /n) ir n.s. kon-
vergent. Detta foljer i sin tur av Sats 12.2(a) som ar tillimpbar tack vare villkoret pa
varianserna. O

LEMMA 12.8 (KOLMOGOROVS TRUNKERINGSLEMMA) Ldt X1, X, ... vara oberoende och
likafordelade stokastiska variabler i L' och sitt u = E[X1]. Ldt Y1,Y,,... ges av Y, =
Xolyx,1<ny, n=1,2,.... Da gdller:

(i) EYa] = p,

(i) P(limsup,{X, # Y,}) =0,

(iii) 322, (Var(Y,)/n?) < oo

Bevis. Kom ihag att for ett reellt tal z skriver man [z] for heltalsdelen av z, dvs
[z] = min{k € Z : k < z}.

Lat genomgaende X vara en stokastisk variabel med samma férdelning som X, :na.
Om vi sétter Z, = X Ijx|<n) har Z, samma férdelning som Y;, och Z, — X n.s. Eftersom
dessutom |Z,| < |X| och X € L' &r dominerad-konvergens-satsen tillimpbar och vi far
att E[Y,]| = E[Z,] — E[X] = p. Diarmed é&r (i) klar sa 13t oss nu gripa oss an (ii). Om vi
kan visa att Y00 ; P(X,, # Y,) < oo f6ljer (ii) av Borel-Cantelli I. Men

SN P(Xn#Y,) =Y P(Xa| >n) =Y P(X|>n) =Y E[l{x>n)]
n=1 n=1 n=1 n=1

= E[3_ Ixism] = B[] < B[X] < oo,

For att klara (iii) krdvs det lite riknande med tungan rétt i mun. Observera forst att

= Var(V,) _ 2 BIVZ] _ S B xi<m]
< = —_
x2S Wxi<nd) _prye 5 2
(X*> = 1=EXt > 5l

n=[|X[1+1



Nu ér det ju sd att 1/n*> <2/(n(n+1)) =2(1/n —1/(n+ 1)) (med likhet dd n = 1) och
saledes att

DI S R . T
neix1 ™ T asixpa o on+ 10 [ X[+1 71X

Darfor far vi att
> Var(Y,
5o Yerl)  omx) < o0
n=1 n

och saken ar klar. O

Vi har till sist kommit till stora talens lag.

SATS 12.9 (STORA TALENS LAG) Ldit X1, Xo, ... vara oberoende och likafordelade stokastiska
variabler i L' med E[X1] = p och sitt S, = Y}_; Xy. Det giller att S,/n — p n.s.

Bevis. Definiera {Y,} som i Kolmogorovs trunkeringslemma ovan. Tack vare (iii) i
Kolmogorovs trunkeringslemma kan vi anvinda stora talens lag under variansrestriktion
ovan till att konstatera att - >p_, (Y — E[Y;]) — 0 n.s. Enligt (i) i trunkeringslemmat
giller att E[Y,] — u s& enligt Césaros lemma har vi att = >"3_; E[Y;] — p och sdledes har
viatt = 37, Vi — pn.s. Slutligen géller enligt (ii) i trunkeringslemmat n.s. att X, =Y,
for alla utom &ndligt manga n varfor det dven giller att % > h—1 Xk — p n.s. som Onskat.
O

13 Likformig integrerbarhet

Vi ska nu inféra ett begrepp som hjilper oss att tala om nidr martingaler inte bara &r
konvergenta nistan sikert utan ocksi i L' och nér griansvariabeln fungerer som ett extra
“sista” element i martingalen. Vi kommer ocksa att kunna formulera en starkare version av
dominerad-konvergens-satsen som &dr den starkast mojliga generella versionen. Begreppet
i fraga kallas for “likformig integrerbarhet”.

Antag att X € L'(Q, F, P). Man kan friga sig om det &r sant att det for varje € > 0
finns ett § > 0 sddant att sa fort P(F') < § géller att [ | X |dP < e. Svaret &r ja och for att
bevisa det antar vi motsatsen, dvs att det finns ett ¢ > 0 sadant att for varjen =1,2,...
finns en méngd F, med P(F,) < 27" och [ |X|dP > e. Enligt Borel-Cantelli I géller
att P(limsup, F;,) = 0. Men eftersom Iy sup, 7, = limsup, Ir, géller att

/ X|dP :/ lim sup(| X | I, )dP > lim sup/ IX|dP > ¢
limsup,, Fi Q n n Fy,



dir den forsta olikheten foljer fran den omvinda versionen av Fatous lemma, och vi har
fatt den onskade motségelsen.

Ett specialfall av detta faktum erhaller man om man noterar att enligt Markovs olikhet
galler att KP(|X| > K) < E[|X]|] s& att om man véljer K tillriackligt stort giller att
P(|X]| > K) < § varfor det foljer att E[|X|; | X| > K| < e for tillrdckligt stora virden pé
K.

Om vi istéllet for att betrakta en enstaka stokastisk variabel X betraktar en hel familj
{X;} av stokastiska variabler kallar vi denna familj likformigt integrerbar om man kan
vilja K sa stort att E[|X;]|; | X;| > K] < e for alla i samtidigt.

DEFINITION.  En familj {X;}ier av stokastiska variabler sigs vara likformigt inte-
grerbar (forkortas LI) om det for varje e > 0 finns ett K, < oo sadant att

E[|Xi|; | Xi| > K] <

for alla ¢ € I (dvs likformigt i 7).

Lat oss forst gora klart for oss hur likformig integrerbarhet forhaller sig till begransning
i LP for olika p. For det forsta géller att om {X;} &r LI har vi att

E[| X;|] = E[| X;|; | X;| < K4 + E[| X5 [ X > K] < K71+ 1

dvs {X;} &r begrinsad i L'. A andra sidan giller inte omviindningen. Ett motexempel
far man om man sétter (2, F, P) = ([0, 1], B, Leb) och X, = nljg1/ny, n =1,2,.... Da &r
E[X,] =1 for alla n s& {X,,} ar begrinsad i L', men for vilket K man &n véljer har vi
att E[|X,|; | X, > K] =1sa fort n > K, dvs {X,,} &r inte LI.

Daremot blir situationen annorlunda om vi betraktar relationen mellan LI och be-
gransning i LP fér p > 1. Antag forst att {X;} &r begrdnsad i LP. Utsagan |X;| > K &r
ekvivalent med | X;|'™? < K77 vilket i sin tur ir samma sak som att |X;| < |X;[PK~P.
Dirfor giller att E[|Xi|; |Xi| > K] < K'PE[X,”;|X;| > K] < K" PE[|X;]"] < K'"?A,
dir A = sup, E[|X;|P] < oo enligt férutsittning och eftersom 1—p < 0 giéller att K™ — 0
da K 1 0o, dvs {X;} #r LI. A andra sidan &r inte en likformigt integrerbar familj automa-
tiskt begrinsad i LP. For att konstruera ett motexempel, séitt (2, F, P) = ([0, 1], B, Leb)
och tag ett ¢ € (1/p,1) och sitt X,, = nIjg1/n). Da giller att E[|X,|; |X,| > K] dr 0 da
n < K'¢ och n°~' da n > K'/¢. Vilj nu bara K sa stort att K(¢~D/¢ < ¢ och det foljer
att {X,} dr LI Dock giller det att E[|X,[P] = nP*~' 1 oo, dvs {X,,} ir inte begrinsad i
LP.

Sammanfattningsvis géller att likformig integrerbarhet dr starkare &n begrénsning i
L', men svagare #n begrinsning i LP fér p > 1.

Ett tillrdckligt villkor for likformig integrerbarhet av en annan typ ar foljande:



PROPOSITION 13.1 Om {X,}icr dr en familj av stokastiska variabler sédana att det finns
en stokastisk variabel Y med E[Y] < oo sddan att | X;| <Y for alla i gdller att {X;} dr
likformagt integrerbar.

Bevis. Tag e > 0. Det giller att E[|X;|; | X;| > K] < E[Y;|X;| > K] <E[Y;Y > K]
och eftersom E[Y;Y > K] < € for tillrackligt stort K enligt tidigare observationer &r
saken darmed klar. O

Foljande sats dr intressant eftersom den bland annat visar att om {F,} &r en filtrering
och X € L' giller att {E[X|F,], F,} ir en likformigt integrerbar martingal. (Martingale-
genskapen observerade vi redan i kapitel 10.)

SATS 13.2 Lt G vara familjen av alla del-o-algebror till F och lit X € L*(Q, F, P). Det
galler att familjen C = {E[X|G] : G € G} dr likformigt integrerbar.

Bevis. Tag e > 0 och lat § vara sadant att P(F) < § = E[|X|; F] < e.

Vad vi ska visa ar att man kan vilja K sa stort att E[|Y|;|Y| > K| <eforallaY € C.
Men enligt den betingade versionen av Jensens olikhet géller for Y = E[X|G] att |Y] <
E[|X||G] ns. sa att E[|Y];|Y| > K] < E[E[|X||G];|Y| > K| = E[|X|;|Y| > K] enligt
definitionen av betingat vintevirde, ty {|Y| > K} € G. Detta betyder att om vi kan visa
att K kan viljas sd att P(|Y| > K) < d for allaY € C sa ar vi klara. Men enligt Markovs
olikhet giller att KP(|Y| > K) < E[|Y]] och eftersom E[|Y|] < E[E[|X]||G]] = E[|X]]
giller att P(|Y| > K) < E[|X|]/K < ¢ for allaY € C sa fort K &r stort nog. O

Vi ska nu dgna resten av detta kapitel till att forbattra dominerad-konvergens-satsen.
Som vi nu kinner den siger den att om X,, — X n.s. och det finns en integrerbar stokastisk
variabel Y sddan att | X,,| < Y for alla n, giller att E[|X,, — X|] = 0, dvs X,, - X i L.

Den optimala versionen som vi nu ska bevisa siger att om X, 2 X och {X,} ar LI géller
att B[|X, — X|] — 0. (Kom ihag definitionen av konvergens i sannolikhet; att X, = X

betyder att for alla e > 0 géller att P(|X,, — X| > €) — 0. Det dr uppenbart att detta &r
svagare an att X,, - X n.s.)

Vi bérjar med att bevisa f6ljande lemma som du antagligen redan kinner till.

LEMMA 13.3 Antag att {X,} dr en foljd av stokastiska variabler sidan att X, £ X. Da
finns det en delféljd { X, }32, sidan att X,, — X n.s. di k — oo.

Bevis. Eftersom X, 5 X kan vi for varje k = 1,2,... vilja ett index n, sadant att
P(| X, —X| > 1/k) < 27%. Det foljer da fran Borel-Cantelli I att P(lim sup,{|X,, —X| >
1/k}) = 0, dvs for néstan alla w géller att |X,, (w) — X (w)| < 1/k for alla utom &ndligt
manga k, dvs X,,, (w) = X(w). O



Foljande lemma ar en utvidgning av dominerad-konvergens-satsen for begrinsade
foljder till konvergens i sannolikhet.

LEMMA 13.4 Antag att X,, 2> X och att det finns en konstant K < oo sédan att | X, < K
for alla n. Dd gdller att E[|X,, — X|] — 0.

Bevis. Lat {X,,} vara vilken delf6ljd som helst till {X,}. Till denna delf6ljd finns
enligt lemmat ovan i sin tur en delfdljd {X,, } sadan att X, — X n.s. Dérfor foljer
det av den “vanliga” formen av dominerad-konvergens-satsen att E[|X,, — X|[] — 0. Vi
har alltsa visat att till varje delféljd finns en delf6ljd for vilken vi har konvergens och det
foljer av grundliggande kunskaper om konvergens att det da foljer att E[| X, — X|] — 0.
O

Nu griper vi oss an huvudresultatet.

SATS 13.5 Antag att X, X1, Xo, ... dr stokastiska variabler. Det gdller att {X,} dr lik-
formigt integrerbar och X,, > X om och endast om E[|X, — X|] — 0.

Bewis. Tanken ar att betrakta X,,:na som begrinsade och att anvinda den likformiga
integrerbarheten till att visa att detta endast leder till forsumbara fel.

Vi borjar med framatimplikationen. Definiera for K < oo funktionen ¢x : R —
[—K, K| genom att lata

-K diz<-K
o) =% = daz e [-K,K]
K daz>K.

Fixera ¢ > 0 och fixera K sa att E[|X, — ¢x(X,)|]] = E[|X,| — K;|X,| > K] <
E[|X,|; | X, > K] < €/3 for alla n och E[|X — ¢x(X)|] < €/3. Att ett sadant K ex-
isterar foljer av den likformiga integrerbarheten.

Eftersom |¢x(z) — ¢x(y)| < |z — y| for alla z och y giller att dx(X,) = dr(X).
Enligt Lemma 13.4 giller alltsa att E[|¢px(X,) — ¢x(X)|] — 0. Vi kan alltsa vilja N
sd att n > N = E[|éx(X,) — ox(X)|] < €¢/3. Nu foljer det av triangelolikheten att
E[|X,, — X|] < e dd n > N och framatimplikationen &r klar.

Antag nu att X,, = X i L, dvs att E[|X,, — X|] — 0. Fixera ¢ > 0. Enligt Markovs
olikhet géller att eP(|X,, — X| > ¢) < E[|X,, — X|| — 0 och dérmed att P(|X,, — X| >

€) — 0, dvs att X, L X. Dérmed aterstar det att visa den likformiga integrerbarheten.

Vilj § > 0 sa att P(F) < § = E[|X|;F] < ¢/2. Eftersom E[X,]| — E[X] giller
att foljden {X,} ar begrinsad i L' varfor vi kan vilja K s& stort att P(|X,| > K) <



E[|X,|]/K < sup,E[|X,|]/K < ¢ for alla n. Sammantaget ar alltsd K vald sa att
E[|X|; | X,| > K] < ¢/2 for allan. Dessutom géller att E[|X,,|; | X,| > K] < E[|X|; | X,| >
K|+ E[|X,—X|;|X,| > K| <¢/2+E[|X,,— X|]. Eftersom E[|X,, — X|] — 0 finns det ett
N sa att n > N = E[| X, — X|] < €/2 och det foljer att E[| X,,|; | X,| > K| < e fér n > N.
Nu vill vi ju noga taget att detta ska gilla for alla n, men detta ordnar vi nu genom att
om det behovs justera upp K sa att E[|X,|; | X,| > K| < € dven fér n < N. O

14 Likformigt integrerbara martingaler

14.1 Sista element och Lévys uppéatsats

Vi borjar detta kapitel med en sats som siger att till en likformigt integrerbar martingal
finns det ett s.k. sista element.

SATs 14.1 Antag att {M,,F,} dr en LI martingal. Dd finns det en stokastisk variabel
My, € L'(Q,F, P) sidan att M, — My, n.s. och i L'. Dessutom giller for alla n att
E[My|F,] = M, n.s.

Det ar det sista faktumet som foranleder oss att kalla M, for att sista element, efter-
som martingalegenskapen fortfarande géller om vi betraktar foljden {M;, My, ..., My}.

Bevis.  Eftersom {M,} ar LI galler att {M,} &r begrinsad i L' och det foljer av
martingalkonvergenssatsen att det existerar ett M, sadant att M,, — M, n.s. Att M,, —
My, i L' &r en direkt konsekvens av den generella versionen av dominerad-konvergens-
satsen i forra kapitlet, Sats 13.5. Enligt samma sats giller dessutom for alla F' € F,
att

/MoodP: lim/MTdP:/ M,dP
F F F

7—00

dér den andra olikheten foljer av martingalegenskapen. Enligt definitionen av betingat
vintevirde galler alltsa att E[My|F,] = M,, n.s. O

En snabb blick pa beviset Overtygar oss om att satsen dr sann dven for likformigt
integrerbara sub- och supermartingaler med motsvarande formulering.

SATS 14.2 (LEVYS UPPATSATS) Tag X € L'(Q, F, P) och lit {F,} vara en filtrering.
Satt Foo = 0(UXF,) och lat M, = E[X|F,|. Da dar {M,} en LI martingal och M, —
E[X|F] n.s.

Bevis. Att {M,} &r en martingal har vi redan sett (kapitel 10) och att {M,} ar LI
foljer av Sats 13.2. Darfor foljer det av Sats 14.1 att det finns ett M, sadant att M,, —



My, ns. och i L'. Det aterstar att visa att M,, = E[X|F,] n.s. Sitt ¥V = E[X|F].
For varje n har vi att E[Y|F,| = E[E[X|F||F.] = E[X|F,]| = M,, = E[My|F,] n.s. dir
den andra likheten foljer av tornegenskapen och den sista likheten foljer av sista-element-
egenskapen hos M,,. Saledes har vi att [ YdP = [ M, dP for alla F' € F, for alla n,
dvs for alla F' € U, F,. Om vi nu antar att X ar ickenegativ foljer det av unicitetssatsen
att [ YdP = [p My dP for alla F' € F, dvs att Y = M, n.s. som 6nskat. I det generella
fallet delar vi upp X i X och X~ och tillampar vad vi just visat p& dessa: Vi har att
E[XT|F,] = E[XT|Fy] n.s. och i L' och motsvarande for X ~. Kombinera nu dessa fakta
med linjariteten hos betingade vintevirden och saken &r klar. O

Lévys uppatsats ger oss mdjlighet att ge ett kort och elegant bevis av Kolmogorovs
0-1-lag: Lat X, Xo,... vara oberoende stokastiska variabler och 14t som vanligt F, =
o(X1,.. oy, Xn)y Tn = 0(Xnt1, Xns2,...) och T = N, T,. Sitt X = Ir for en hindelse
F € T. Enligt Lévys uppatsats och det faktum att X ar F-métbar giller att E[X|F,] —
E[X|Fx] = X n.s. Men eftersom 7T ar oberoende av F,, for alla n giller ju att E[ X |F,] =
E[X]| = P(F) n.s. for alla n. Sammantaget har vi att I = P(F) n.s. och didrmed att
P(F) € {0,1}, dvs vi har bevisat Kolmogorovs 0-1-lag.

14.2 BakAtmartingaler och stora talens lag

Antag att {F,} ar en avtagande f6ljd av del-o-algebror till F (dvs {F,} ar “motsatsen”
till en filtrering). Antag vidare att {X,} dr en stokastisk process. Vi siger att {X,,, F,}
ar en bakdtmartingal om det géller for alla n att X, dr F,-métbar och E[X,,|F,1+1] = Xn11
n.s.

Antag nu att {X,} dr en bakdtmartingal begrinsad i L'. Om vi fixerar N och ser
pa foljden { Xy, Xn_1, ..., Xo, Xo, Xo, - ..} med tillhérande o-algebror sa &r denna f6ljd
en martingal begrinsad i L'. Vi pAminner oss nu uppkorsningsargumentet fran beviset
av martingalkonvergenssatsen; om vi later U ](\7 ) yara antalet uppkorsningar som denna
martingal gor av intervallet (a,b) giller att E[U™] < A, dir A = (sup, E[|X.|] +
a”)/(b — a), dvs A beror inte av n. Eftersom U 1(\? ) ocksa &r antalet nedkorsningar av
intervallet (a,b) av den ursprungliga delféljden {Xy, ..., Xy} far vi om vi sitter U{®?) =
limy_y00 U ](\}1 ®) att denna stokastiska variabel ir antalet nedkorsningar av intervallet (a, b)
av hela bakdtmartingalen { X, }. Eftersom E[U{®?] < A < oo enligt monoton-konvergens-
satsen giller att U{®") < oo n.s. och det féljer av samma argument som ledde fram till
martingalkonvergenssatsen att X,, — X n.s. for nagon integrerbar stokastisk variabel
Xoo- Om man dessutom antar att {X,} ar LI tillkommer slutsatsen att X,, — X, &ven
i L' enligt Sats 13.5. Vi har visat:

SATS 14.3 (KONVERGENSSATSEN FOR BAKATMARTINGALER) Ldt {X,, F,} vara en bakdit-
martingal som dr begrinsad i L*. Da géller att det finns en integrerbar stokastisk variabel

Xoo sddan att X, » Xo n.s. Om {X,} dr likformigt integrerbar gdller dessutom att
X, = X i L.



Ett specialfall av konvergenssatsen dr Lévys neditsats: Tag X € L'(Q,F,P) och
antag att {F,} ar en avtagande foljd av o-algebror. Sitt M, = E[X|F,]. Da giller
enligt nu vilkinda argument att {X,} 4r en LI bakadtmartingal. Saledes finns det ett
M, sadant att M, — M., n.s. och i L'. Lat nu G, = N,F,. Eftersom M., ir mitbar
m.a.p. J, for alla n giller att M, ar G,-métbar. Dessutom géller for alla G € G, att
Jo E[X|Gx|dP = [ XdP = [; M,dP for allar, dir den sista likheten foljer av det faktum
att G € F, och definitionen av betingat vinteviarde. Lat nu » — oo och anvind Sats 13.5
till att inse att [ M,dP — [; My dP. Det foljer att My, = E[X |G| n.s. dvs vi har visat
att E[X|F,] = E[X|Gs] n.s. och i L.

Nytt bevis av stora talens lag: Viska nu demonstrera hur kraftfull martingalteorin
kan vara genom att gora ett kort och klart bevis av stora talens lag. Om man samtidigt
drar sig till minnes hur mycket moéda som det klassiska trunkeringsbeviset krévde framgar
styrkan i den nya tekniken med all 6nskvird tydlighet.

Antag att X, Xy,... &r oberoende stokastiska variabler med vintevirde p. Satt
som vanligt S, = >}, X;. Enligt Sats 9.3 giller att S,/n = E[X,|F,] dir F, =
0(Sn, Sni1,--.). Enligt Lévys nedatsats giller alltsd att S, — L n.s. och i L', dar
L &r en integrerbar stokastisk variabel. (I sjélva verket vet vi att L = E[X | N, F,]
men den informationen har vi ingen nytta av hér.) For att vara specifika kan vi lata
L(w) = limsup,(>f_; Xk(w))/n. Men det giller ju da ocksd for godtyckligt m att
L(w) = limsup, (Cp2r . Xk(w))/n, dvs att L dr métbar m.a.p. 0(Xpt1, Xmgo, .. .) for
alla m, dvs L &r en svansfunktion. Enligt Kolmogorovs 0-1-lag géller alltsa att L = ¢ n.s.
for nigon konstant c. Men eftersom S,/n — c i L' har vi att u = E[S,/n] — ¢, dvs
¢ = u. Saken ar klar.

14.3 Doobs LP-olikhet

Antag att {X,} dr en ickenegativ submartingal som &r begrdnsad i LP for nagot p > 1.
(Kom ihag att detta dr ett starkare antagande &n att {X,,} dr LI.) Vi ska nu dgna en del
utrymme at att bevisa Doob’s LP-olikhet som séger att da ar {X,,} faktiskt dominerad
av en stokastisk variabel Z* som &ar sadan att Z* € LP. Enligt martingalkonvergenssatsen
galler att {X,} konvergerar n.s. mot en stokastisk variabel X,. En direkt konsekvens
av Doobs LP-olikhet och dominerad-konvergens-satsen blir att X,, — X i L?, ty |X,, —
Xwol?P < 27P|Z*|P. Observera skillnaden mot fallet p = 1; vi vet ju att en martingal
begrinsad i L' inte alltid dr konvergent i L!.

Innan vi ger oss i kast med var uppgift ar det virt att notera att om {M,, F,} &ar en
martingal och ¢ : R — R idr en konvex funktion sddan att E[|c(M,)|] < oo for alla n sa &r
foljden {c(M,), F,} en submartingal. Detta foljer av den betingade versionen av Jensens
olikhet ty E[c(M,+1)|Fn] > c(E[M,11|F,]) = c¢(M,). Ett specialfall av denna observation
ar att om {M,} ar en martingal begrinsad i L? sa ar dven {|M,|} en martingal begréinsad
iLP.

Foljande sats paminner mycket om Markovs olikhet:



SATS 14.4 (DOOBS SUBMARTINGALOLIKHET) Ldt {Z,} vara en ickenegativ submartin-
gal. Det gdller for alla ¢ > 0 att

cP(sup Zy > ¢) < E[Z,;sup Zy, > c] < E[Z,].
k<n k<n

Observera att om man tillimpar Markovs olikhet pa sup,.,, Zi sa far man en olikhet
som ser ut som den som ges av Doobs submartingalolikhet men dir Z, ersatts med
SUDj<,, Zk, dvs ett svagare resultat. Om man vill kan man sidga att Doobs submartinga-
lolikhet tillater att vi i Markovs olikhet “latsas att Z,, #r storst av Zi,. .., Z, .

Bevis. Vi kan skriva héndelsen {sup,., Z; > c} som FoU Fy U...UF, dir F; =

{ZO Z C}a Fl = {ZO < caZI Z C}a RS Fn = {ZO < C,Z1 < ca"'aanl < CaZn Z
c}. Da ar Fy,..., F, disjunkta hindelser och i ord géller att F) adr héndelsen att Zj ar
det forsta elementet i foljden Zy, ..., Z, som Overstiger c. Eftersom Fj € Fj foljer det

av submartingalegenskapen att E[Z,; F;] > E[Zy; Fy] > cP(F}) sa att eftersom Z, ar
ickenegativ och Fj:na dr disjunkta géller att

E[Z,; Ui Fi] = Z E[Z,; Fi] > CZ P(Fy) = cP(Ug_, Fy).
k=1 k=1

Detta bevisar den forsta olikheten och den andra foljer trivialt av ickenegativiteten hos
Zy,. O

Nista resultat paminner om Chebyshevs olikhet:

SATS 14.5 (KOLMOGOROVS OLIKHET) Ldt X1, Xo,... vara oberoende stokastiska vari-
abler med vintevirde 0 och Var(Xy) = o < oo och ldt S, = S F_, Xk. Det giller att

*P(sup|Sx| < ¢) < Var(S,) = ) 0.

k>n k=1

Bevis. Lat F, = 0(Xy,...,X,). Daér {S,, F,} en martingal och saledes ar {S2, F,}
dr en ickenegativ submartingal. Etersom {sup,, [Sk| > ¢} = {sup,., S; > ¢*} foljer
satsen genom att tillimpa Doobs submartingalolikhet pa {S2}. O

Innan vi ar redo att gripa oss an beviset av Doobs submartingalolikhet behdver vi
foljande Holderliknande lemma:

LEMMA 14.6 Lat X och Y wara tva ickenegativa stokastiska variabler som satisfierar
cP(X >¢) <E[Y;X > (]

for alla ¢ > 0. Férp > 1 och q sidant att 1/p+1/q =1 gdller att || X||, < q||Y||,-



Observera att villkoret i lemmat &r uppfyllt enligt Markovs olikhet om X < Y. Ob-
servera ocksa att om {Z,} ir en ickenegativ submartingal och vi sitter X = sup,., Zj
och Y = Z, sa foljer det av Doobs submartingalolikhet att villkoret ar uppfyllt.

Beuvis. Det foljer direkt av antagandet att
/ p? 'P(X > c)de g/ p *E[Y; X > c|de.
0 0

Genom att tillaimpa Fubinis sats foljer att vansterledet &r

/Ooo(/Q Iix>ep(w)P(dw))pc’ = de = /Q(/OX(w) pcP~'dc) P (dw)

- /Q X (w)?P(dw) = E[X?].

Hogerledet & sin sida kan skrivas skrivas som

X(

/Ooo( /Q Y (W) Ix @)z P(dw))p”*de = /Q Y (w)( /0 K pcP~2de) P(dw)

» B B B
- QﬁY(w)X(w)” 'P(dw) = qBIXP Y] < q|X7 o] Y],

dér olikheten foljer av Holders olikhet. Vi har visat att
E[X7] < q|[Y[[|[X77 "], (1)

Om ||Y||, = oo har vi inget att visa si antag att ||Y]|, < oco. Eftersom || X?~![|, =
E[X(P~)/P]1/a = E[XP]'/4 foljer satsen av (1) genom division av bigge sidor med E[X?]'/4
forutsatt att E[X?] < oo s& att denna division &r tillaten. Eftersom vi inte vet om
det sistndmnda giller observerar vi att om vi ersidtter X med X A n for nagot n giller
alla forutsattningar fortfarande och dessutom att E[(X A n)P] < oo och vi far att || X A
n|l, < ¢||Y]],- Lat nu n — oo och anviind monoton-konvergens-satsen for att se att
|1 X|l, < q||Y||, som 6nskat. O

SATS 14.7 (DOOBS LP-OLIKHET) Ldtp > 1 och tag q sd att 1/p+1/q=1. Lit {Z,, F,}
vara en ickenegativ submartingal som dr begrinsad « LP och sitt Z* = sup,, Z,. Da gdller
att || Z*||, < gsup,, || Za|], < 0o. Speciellt gdller att Z* € LP.

Vidare gdller att det finns en stokastisk variabel Zo, € LP sddan att Zo, € LP och
Zy — Zy n.s. och i LP. Dessutom gdller att || Z,||, 1 || Zool|p-



Bevis.  Lat oss ta sista biten forst. Att det finns en Z,, sa att Z, — Z, n.s.
foljer av martingalkonvergenssatsen och att Z,, — Z,, i LP argumenterade vi f6r redan i
inledningen av detta avsnitt. Dessutom géller att eftersom avbildningen x — P &r konvex
och eftersom Z, ar ickenegativ foljer det av den betingade versionen av Jensens olikhet
att {ZP} &ar en submartingal. Déarfor har vi att {E[ZP]} &r en vixande f6ljd. Eftersom
dominerad-konvergens-satsen ar tillampbar med Z* som dominerande element foljer det
att BZ2] 1 BIZ2], dvs att || Zu|p T || Zuol .

Lat oss nu koncentera oss pd den forsta delen. Lat Z; = sup,., Zx. Da giller
uppenbarligen att Z* 1 Z* si enligt monoton-konvergens-satsen féljer att ||Z*||, =
lim,, o || Z||p- Nu &r ju (som vi obseverade ovan) forutsittningarna i Lemma 14.6 satis-
fierade med X = Z; och Y = Z,,. Detta foljer av Doobs submartingalolikhet. Vi far att
1Z: |, < ql|Zn]|, och genom att ga i grans far vi ||Z*||, < sup,, ||Z,||, som Onskat. O

En f6ljd av Doobs submartingalolikhet &r att om { M, } &r en martingal som ar begrin-
sad i LP giller att M,, — M, n.s. och i LP. Detta ar en av 6vningarna bak i kompendiet.

14.4 Ett martingalteoretiskt bevis av Radon-Nikodyms sats

Kom ihag Radon-Nikodyms sats: Om < och p &r tvd o-dndliga matt pa (2, F) och
v << p finns det en funktion X € (mF)* sadan att y(F) = [ Xdu for alla F € F. Det
ar enkelt att inse att for att bevisa detta ricker det att klara fallet da ~ ar ett dndligt
matt @ och p dr ett sannolikhetsmatt P. (Storsta delen av denna insikt skaffade vi oss
redan i kapitel 5.) Vi ska med hjilp av martingalteori konstruera ett bevis av detta i
specialfallet da o-algebran F ar upprikneligt genererad, dvs da det existerar en foljd { F, }
av héndelser i F sadan att F = o(F, : n = 1,2,...). Det ar véirt att notera att B(R)
ar upprékneligt genererad; 1at {F,} vara en uppréikning av alla intervall med rationella
andpunkter. Déremot dr £(R) inte upprakneligt genererad.

Vi borjar med att observera att for ett godtyckligt € > 0 finns ett 6 > 0 sadant att
Q(F) < e sa fort P(F) < §. Detta foljer av ett motsidgelseargument: Antag att det for
varje k = 1,2,... finns en miingd F; med P(F;) < 2% sadan att Q(Fy) > e. Enligt
Borel-Cantelli I géller att P(limsupy Fx) = 0 och darmed att Q(limsup, Fx) = 0. Men
enligt omvinda Fatous lemma for mangder géller att Q(lim supy, Fy) > lim sup, Q(Fk) > e,
en motsigelse. (Det gar bra att tillaimpa omvinda Fatous lemma hér eftersom @ ar ett
andligt matt.)

Lat nu for varje n o-algebran F, ges av o(Fy,..., F,). Eftersom F,, ar en dndlig o-
algebra kan F,, ocksa skrivas som o(Ay1, ..., App) for nagon partition {Ay, ..., Ay}
av (1. Definiera nu den stokastiska variabeln X,, genom att sétta:

Da giller det uppenbarligen for alla F' € F, att [ X,dP = Q(F). Eftersom F,, C F,.;



foljer det av detta att [ X, 11dP = Q(F) = [ X,dP for alla F € F,, dvs {X,,, F,} ar
en martingal. Eftersom {X,} dr ickenegativ foljer det nu av martingalkonvergenssatsen
att det finns en stokastisk variabel X, sadan att X, — X4 n.s.

Ar {X,} LI? Svaret #r ja: Fixera ¢ > 0 och vilj 6 sa att P(F) < § = Q(F) < e
Enligt Markovs olikhet géller att P(X,, > K) < E[X,]/K = Q(Q)/K < ¢ likformigt i n
om bara K viljs stort nog. Saledes giller for sadant K att Q(X,, > K) < € likformigt i n
och eftersom E[X,; X, > K| = [ix, o5 XadP = Q(X,, > K) (ty {X,, > K} € F,,) foljer
det att {X,} dr LI. Detta medfor att X,, — X, i L'. Speciellt giller for alla F € U, F,
att [p XoodP = lim, o [p X dP = Q(F). Enligt unicitetssatsen géller nu denna likhet
for alla F € 0(U,F,) = F, dvs X ar den s6kta Radon-Nikodym-derivatan.

Det dr mojligt att genom ett abstrakt matematiskt resonemang utvidga detta bevis
till godtyckliga mitbara rum, men eftersom detta argument &r rent ickeprobabilistiskt och
vi redan har givit ett fullstindigt bevis av Radon-Nikodyms sats hoppar vi 6ver detta.

14.5 Produktmartingaler

Vi ska nu arbeta ett tag med foljande modell: Antag att Xi, Xs,... dr oberoende ick-
enegativa stokastiska variabler som alla har vintevarde 1. Satt M, = [[;_; X, och
Fo = o(X1,...,Xp), n = 1,2,.... Eftersom E[M,1|F,] = E[X;... X, X, 1| F.] =
X ... XLE[X 1| F] = X1 ... X, = M, géller det tydligen att {M,, F,} ar en ickenega-
tiv martingal och saledes foljer det av martingalkonvergenssatsen att M, — My, n.s. for
nagon integrerbar stokastisk variabel M. For {M,} och My, giller foljande:

SATS 14.8 (KAKUTANIS SATS) Lit a, = E[X'/?], n=1,2,.... Féljande fem pdstienden
ar ekvivalenta:
(i) BlM] =1,
(ii) M, — M, i L.
(iii) {M,} dr likformigt integrerbar,
(v) T2, a, >0,
(v) >0, (1 —ay) < oco.

Dessutom gdller om dessa pastienden ej dr satisfierade att My, = 0 n.s.

Bevis. Att (iv) och (v) dr ekvivalenta dr ett kint faktum fran algebran, si lat oss
koncentera oss pa de 6vriga ekvivalenserna. Sétt

X[ x12

ay...0n

N, =



for n = 1,2,.... Eftersom E[X,iﬂ/ak] = 1 géller det av samma skil som for {M,} att
{N,} &r en ickenegativ martingal och séledes konvergerar N, n.s. mot nagon integrerbar
stokastisk variabel. Om det nu ar si att (iv) inte ar satisfierad, dvs att [[,°; a, = 0,
maste det alltsa gilla att [[°; X1/2 = 0 n.s. och diirmed &ven att [[°, X,, = 0 n.s., dvs
att My = 0 n.s. Detta bevisar satsens avslutande del och &ven att (i) och (ii) spricker.
Dérmed spricker &ven (iii) eftersom (iii) implicerar (ii) och (i); en LI martingal konvergerar
juiL'. A andra sidan, om [[%, a, > 0, giller att

1 1
E[Ng] =3

a?...a2 — (12 an)?

< 090,

dir olikheten foljer av att a, < 1 for alla n, vilket i sin tur foljer av att a, = || X}/?||; <
| X1/2||; = E[X,]"? = 1. Med andra ord giller att {N,} #r begrinsad i L?. Eftersom
an, < 1 giller att M,, < Ng och vi har att

Efsup M,] < Elsup N2] = || sup Ny ||} < (25up [N,z
— 4sup|| N[} = 4sup E[N?] < oo,

dir den andra olikheten f6ljer av Doobs submartingalolikhet. Vi har visat att sup,, M, €
L', dvs att {M,} dr dominerad av en stokastisk variabel i L' och saledes &r {M,} LI
Alltsa géller (iii) och ddrmed &ven (i) och (ii) och vi &r klara. O

Vi avslutar kursen med att gora en statistikteoretisk tillimpning av Kakutanis sats.
Antag att X &r en kontinuerlig stokastisk variabel. Antag ocksa att vi vet att X antin-
gen har tdthet f eller tithet g och vill via en observation av X uttala oss om vilket.
I grundldggande statistikkurser lar man sig att anvinda LR-testet (LR for engelskans
“likelihood ratio”), dvs om kvoten

(X)

(X)

|

blir hég tror man pa g medan om den blir lag gissar man pa f.

Lat oss for enkelhets skull anta att f och g dr saddana att f(xz) > 0 och g(z) > 0
for alla x € R. Lat P och @) vara fordelningarna som svarar mot f respektive g, dvs
P(B) = [ f(z)dzx och Q(B) = [gg(z)dx, B € B(R). For en godtycklig méangd B € B
har vi att [p(g(z)/f(2))P(dz) = [5(g(x)/f(2))f(z)dz = [p g(x)dz = Q(B), dvs kvoten
g(z)/f(z) &r ingenting annat &n en version av Radon-Nikodym-derivatan £(z). Pa
samma satt giller forstas att f(z)/g(z) = g—g(x). Detta inbjuder till en generalisering:
Allmént definierar vi LR mellan tva sannolikhetsmétt P och () pa samma métbara rum
som Z—g. En sadan definition kraver forstas att Q << P. Om P och @ ar sadana att

R << P och P << @ siger vi att P och ) ar ekvivalenta sannolikhetsmatt. Vi kan



i det laget dven definiera %. Man kan visa att om P och @) ar ekvivalenta giller att
P >0) = Q(g—g > 0) = 1 och att att 3—5 = (%)~ Tag det girna som en Gvning att

dP
gora detta.

LEMMA 14.9 Antag att P och Q dr tvd sannolikhetsmdtt pd ett mdtbart rum (2, F) sd-
dana att Q << P. Sdtt X = Z—g och lat G vara en del-o-algebra till F. Lat Py och Qg
vara restriktionerna av mdtten P och Q till G. Det gdller att % = Ep[X|G] n.s.

Bevis.  Det giller att ‘;—gg och Ep[X|G] bagge dr G-métbara funktioner och for en
godtycklig méngd G € G giller att

_ _ [ dQg
/GEP[X|g]dP_/GXdP_Q(G) _/GEdP.

En direkt konsekvens av lemmat ovan &r att om {F,} ar en filtrering och vi later
P, = Pg, och @, = Qf, giller att {‘fi%‘} ar en LI P-martingal.

Lat oss nu se pa en f6ljd av LR-test, dir vi i test nr. £ testar titheten f; mot tdtheten
gx- Detta betyder att test nr. k£ testar sannolikhetsmatten Py, och Qx, som ar definierade
pa (U, Fr) = (R,B), mot varandra. Vi antar att for alla k géller att fi och gy ar
strikt positiva tatheter, vilket medfér att kvoterna fi(w)/gx(w) ar vildefinierade. Lat nu
(QF) = (IT2 U, [T, Fr) = (R*°,B°) och 1t F,, = o(p1,---,pn), dir py, po,... ar
koordinatavbildningarna. Lat vidare P = [];2; P, med en analog definition av (). Lat
ocksd P, vara restriktionen av P till ,,, dvs P<, = [I}_; P, och definiera )<, analogt.
Definiera nu de stokastiska variablerna Yy, £ = 1,2,... genom att séitta Y (wi,ws,...) =
9r(wk)/ fe(wk). Per konstruktion géller att Yy:na &r oberoende och om vi sitter M, =

Yi...Y, giller att M,, = Z?DSS:. Detta foljer av att

/FYl ... Y, dP, = /Fgl(wl) o gn(wp)dwy .. dw, = Q< (F)

enligt Fubinis sats for alla F' € F,, av typen A; X ... X A,, Ay € F, och dirmed for alla
F € F, enligt unicitetssatsen.

Eftersom Ep[Yy] = [g(gk(wk)/ fe(wk)) fx(wk)dwr = Jg gk(wk)dw, = 1 s& dr M,, en P-
martingal av den produkttyp som behandlas i Kakutanis sats. Antag nu att Q << P.
(Detta &r inte sjdlvklart. Vi vet att P<, och QQ<, ar ekvivalenta men vi vet inte vad som
hénder i grians.) D& géller enligt lemmat ovan att {M,} ar LI.

Om vi & andra sidan antar att {M,} dr LI géller att M, — M. n.s. och i L'(P)
och att Ep[My|F,|dP = M, n.s. for alla n. Darfor giller att [ MdP = Q(F) for alla
F € U, F, och dirmed enligt unicitetssatsen for alla F' € F. Med andra ord ar M, en



version av Z—g och speciellt giller att () << P. Vi har visat att () << P ar ekvivalent
med att {M,} &r LI

Enligt Kakutanis sats géller att {M,} &r LI om och endast om [[3°, E[Ykl/ ’l =

122 Je \/ fr(z)gr(x)dz > 0. I specialfallet da fr, = f och g, = ¢ for alla k intraffar
detta om och endast om f = g n.6. och da ar ) = P. Vi ser att i detta specialfall giller
att () ar ekvivalent med P om och endast om () = P vilket ocksa ar ekvivalent med att
f =g n.6. och att {M,} ar LI och dessutom siger Kakutanis sats att om Leb{f # g}>0
giller att M,, — 0 P-n.s. Detta betyder att om f och g verkligen ar olika tatheter i den
meningen att de representerar olika férdelningar och vi har ett stickprov om storlek n av
den stokastiska variabeln X giller att

n.s. dd n — oo om f &r den korrekta tdtheten och vice versa. Det dr detta som man
brukar referera till som konsistens hos LR-test; asymptotiskt kan vi med 100-procentig
sikerhet avgora vilken som dr den korrekta téatheten.



Ovningar

Samtliga 6vningar som aterfinns nedan ar siadana som inte redan finns i Williams.
Ovningarna ar sorterade efter kapitel och att en 6vning star under kapitel n betyder att
man behover ha ldst t.0.m. kapitel n fér att kunna lésa uppgiften.

Kapitel 1 & 2

1. Visa att om ¥ &r en algebrasadan att A, As,... € X, 41 C A C...=> U2 A, €X
sa ar X en o-algebra.

2. Antag att p dr ett matt pa (S,X) och fixera F € ¥. Definiera ux genom att sétta
pp(A) = pu(ENA), A€ X. Visa att up ar ett matt.

3. Ett matt p pa (S,X) sigs vara semidndligt om det géller att u(A4) = oo = 3B C
A0 < p(B) < oo. Visa att varje o-dndligt matt dr ett semidndligt matt och att
om g ar semifndligt, pu(A) = oo och C' < oo finns det en méngd B C A sadan att
C < u(B) < oo.

4. Lat p vara Lebesguemattet pa B|0,1]. Bevisa eller ge motexempel till foljande tva
pastaenden:
(a) Om p(A) > 0 géller att A innehaller ett 6ppet intervall.
(b) Om A &r sadan att u(A°) = 0 sa dr A tét.

(Att A ar tét betyder att for allaz € [0, 1] och alla 0 > 0 géller att (x—9, z+6)NA #
0.)

5. Ett mattrum (S, X, ) kallas fullstindigtom A C B,Be€ ¥, u(B) =0= A € . Ex-
empelvis dr (R, L(R), Leb) ett fullstindigt mattrum till skillnad fran (R, B(R), Leb).
Antag att (S, X, u) dr ett fullstdndigt mattrum och 1at J = {4 € ¥ : p(A°) = 0}.
Visa att J &r en topologi pa S. Visa ocksa i specialfallet (S, %, u) = (R, L(R), Leb)
att J ar 7] men inte Hausdorff.

Kapitel 3

1. Antag att X &r en stokastisk variabel sadan att P(X = —o0) = P(X = 00) = 0. An-
vand kontinuitet hos matt till att visa att lim,| o F'(z) = 0 och att limg+oo F'(z) = 1.

2. Visa att om f: R — R ar monoton giller att f &r en Borelfunktion.

3. Visa att om f : S — R och f~!([g,00]) € ¥ for alla rationella tal ¢ si ir f en
Y-métbar funktion.

4. Lat B(R) vara Borel-o-algebran pa R. For a € R och A C R, definiera a + A =
{a+z:2€ A}. Visaatt a e R, A€ B(R) = a+ A € B(R).



Kapitel 4

1. Borel-Cantellis andra lemma kraver oberoende stokastiska variabler. Konstruera ett
exempel som visar att lemmat inte dr generellt sant om man utelamnar kravet pa
oberoende.

2. Lat Xy, Xo, ... vara oberoende stokastiska variabler sidana att P(X,, = —3") =27"
och P(X, =1) =1-27" Sitt S, = >3, Xi. Visa att E[S,;] — —oo men att
S, — 400 n.s.

3. Perkolation pa Z%: Betrakta heltalsgittret i tvid dimensioner (d.v.s. den oindliga
graf som fas genom att siitta en kant mellan varje tva punkter, (z1,x2) och (y1,y2),
i Z? sadana att |z, — y1| + |22 — 32| = 1). Lat E vara mingden av kanter och 14t
{U,}ecr vara en uppsittning av oberoende stokastiska variabler likformigt fordelade
pa [0, 1]. Fixera p € [0,1] och sitt for varje e € F

Xe = Ijo ) (Ue).

Lat C, vara hindelsen att det finns en oéndlig sammanhéngande komponent av kan-
ter sddana att X, = 1. (Vi bekymrar oss inte om konstruktion av sannolikhetsrum
och métbarhet av C, hir, men som vanligt ar vara stokastiska variabler definierade
pa ett och samma sannolikhetsrum (2, F, P).)

(a) Visa att P(C,) ar 0 eller 1.

(b) Det &r ként att P(C,) = 0da p < 1/2 och att P(Cp) =1 da p > 1/2. Saledes
géller att P(C/) = 0 medan P(Cy/p4.) = 1 for alla € > 0. Féljande modell
ligger “mittemellan” Sétt

Y. = I[O,1/2+ee](Ue)u eck

dar e, > 0 for alla e och Y cpe. < co. Lat C vara hindelsen att det finns en
oéndlig sammanhéngande komponent av kanter sidana att Y, = 1. Visa att
P(C)=0.

Kapitel 5

1. Lat ¢ och v vara enkla funktioner och visa att [¢(¢ + ¢)dp = [¢ pdu + [g1pdpu.

2. Lat (S, 3, u) vara ett mattrum och tag f € (mX)". Definiera mattet v(A4) = [, fdpu,
A € X. Visa att om h € L*(S, X, v) giller att [q hdy = [g hfdu.

3. Visa att

(a) [Ze tIntdt = lim,_ o [7(1 — t/n)" Intdt,
(b) Jy e~tIntdt = lim, o fy (1 —t/n)" Intdt.
4. Bevisa Scheffés lemma som sdger att om f,, n = 1,2,... och f &ir ickenegativa X-

métbara integerbara funktioner sddana att f,, — f géller att [g|f, — f|dp — 0 om
och endast om [g fdu — [g fdu.



Kapitel 6

. Med hjalp av Hélders olikhet kan man bevisa monotoniciteten hos LP-normer (dvs
att for en stokastisk variabel X giller att 1 < p <r < oo = || X]||, < ||X]|;) pa en
rad. Gor detta.

. Lat X vara en ickenegativ diskret stokastisk variabel i L'och visa att

(a) P(X >0) < E[X],

(b) P(X > 0) > BT

N

Fotnot: Dessa tva olikheter gar under namnen “férstamomentsmetoden” respektive
“andramomentsmetoden”.

. Lat X vara en stokastisk variabel i L?(Q, F, P) och lat y = E[X]. Sitt Std(X) =
Var(X)Y2. Std(X) &r ett naturligt matt pa hur mycket man forvintar sig att X
skall avvika fran p. Ett alternativ &r att anvinda E[|X — p|]. Hur foérhaller sig
E[|X — p|] och Std(X) till varandra? Motivera!

. Lat T, X1, Xy, X3, ... vara ickenegativa stokastiska variabler sadana att T &r diskret
och sup,, E[X?] < occ.

(a) Anviind Schwarz olikhet till att visa att 5%, +/P(T > k) < oo = E[X 7, Xi]
0.

(b) Anviind (a) till att visa att T € LP = E[Y7_, X;] < co om p > 2.

N

(Tips: Idel (b) har man stor nytta av att veta att for en f6ljd {a,} av ickenegativa
reella tal giller att >-°° ; a,, < oo om och endast om det existerar en foljd {b,} sddan
att 30, 5,1 < oo och %0 bra? < 00.)

n=

Kapitel 8

. Lat ¥ = B[0,1] x B[0,1] och 1at F' = {(z,y) € [0,1] x[0,1] : x = y}. Visa att F' € X.

. Antag att X och Y &r stokastiska variabler med férdelningarna Px respektive Py-.
Visa att foljande tre pastaenden dr ekvivalenta:

(a) X och Y &r oberoende,
(b) PX’y:PXxPy,
(¢) Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y) for alla z,y € P_{Q,

och att om Pxy << Leb x Leb kan man dessutom tillféra

(d) frv(2,y) = fx(2) fr () for nistan alla z,y € RZ.



. Lat Sy =Sy =N ={1,2,...}, 1at ¥, = ¥y = P(N) och 1at p och v vara riknematt
pa X respektive Y. Definiera funktionen f : S; x Sy — R sa att f(m,n) =1 da
m =mn, f(mn) =—1dam =n+1och f(m,n) =01 6vriga fall. Visa att bade
Js,([s, fdv)dp och [q (fs, fdp)dy existerar men &r olika. Vad &r det som gor att
Fubinis sats spricker?

Kapitel 9

. Visa att om P(:|G)(-) dr en reguljir betingad sannolikhet géller for P-n.a. wy € 2
att

E[X|G](wo) = [ X (@)P(dw]G) (wo).

. Lat Xi,..., X, vara oberoende stokastiska variabler och 1at Px,, ..., Px, vara deras
respektive fordelningar. Antag att h € L'(R", B", Px, X ...x Px,) och siitt y"(z;) =
E[h(z1, Xs,...,X,)], 71 € R. Anvind Fubinis sats till att bevisa att y*(X;) =
E[h,(Xl, ces ,XT)‘Xl] n.s.

Kapitel 10

. Walds sats: Lat Xy, Xo, ... vara oberoende ickenegativa stokastiska variabler saidana
att E[X;] = p (u € (—00,00)) for alla k. Sétt F,, = (X7, ..., X,) och lat T vara en
stopptid m.a.p. {F,}. Om E[T] < oo och vi later Sy = Y1_; Xy, = S5 Xilirsk)
giller att

E[Sr] = pE[T].

Din uppgift dr att bevisa detta.

. Antag att man genererar en f6ljd av slumptal, X, X5, ... som ar oberoende och lik-
formigt fordelade pa {0,1,...,9}. Lat T vara den forsta tidpunkt da kombinationen
8318 visar sig for forsta gangen.

(a) Berdkna E[T].

(b) Berikna sannolikhetsgenerande funktion for 7', d.v.s. G(s) = E[s'] for s €
[0,1].

. Ovidkommande information forstor inte martingalegenskapen: Lat {X,, F,} vara
en martingal. I definitionen av en martingalegenskapen &r det tillatet att ha att
F,. ar en strikt storre o-algebra én o(Xy,...,X,). Det dr inte bara en matema-
tisk teknikalitet att tillata detta. Om vi tédnker i termer av spelteori skall det ju
naturligtvis vara “tillatet” infér spelomgang n + 1 att férutom att anvinda infor-
mation given av Xj, ..., X, ocksd anvinda annan ovidkommande information som
star till buds, t.ex. att ta rad av en spagumma eller en astrolog. Detta forstor



dock inte martingalegenskapen. (Dvs att ty sig till skrock kan inte heller gora ett
missgynnsamt spel gynnsamt.):

Lat Foo = o(U2F,) och antag att # C F dr en o-algebra som &r oberoende av
Foo- Definiera G, = o(F,,H). Visa att {X,,,G,} ir en martingal.

Anmérkning: Den som tror pa spagummor och/eller astrologer kan ju alltid havda
att ‘H inte dr oberoende av F..

Kapitel 12

. Lat {X,}22, vara en Markovkedja med (0,1) N @ som tillstandsrum. Antag att
0 <b<a<1ochatt a och b ir rationella. Definiera 6vergangar genom att lata

PXp1=bx| X, =2)=1—12
PX,y1=brx+1—-qa|lX,=2)=2x

for alla z € (0,1) N Q.
(a) Visa att om a = b sad dr {X,} en martingal och att X, — X, n.s., dir
P(Xoo=1)=1— P(Xx = 0) = E[X,].
(b) Visa att om a > b sd ar {X, } en supermartingal och X,, — 0 n.s.

Kapitel 13

. Man kan bevisa fo6ljande generalisering av den optimala versionen av dominerad-
konvergens-satsen (Sats 13.5): Tag p € [1,00) och 1at X, X;, Xo, ... vara stokastiska

variabler. Det giller att X, — X i L? om och endast om X, = X och {|X, [P} ir
likformigt integrerbar. Gor dettal

Kapitel 14

. Visa att om {M,,, F,} ar en martingal begriansad i L? for nagot p > 1 géller att det
finns en stokastisk variabel M., sadan att M,, — M, n.s. och i L”.

. Ergodsatsen (d.v.s. “Stora talens lag”) for utbytbara stokastiska variabler: Lat
X4, Xy, ... vara en foljd av utbytbara stokastiska variabler, d.v.s. det géller att om
(k)32 &r en édndlig permutation av (1,2,3,...) sa giller att

(Xb, Xigs o) 2 (X1, Xo,...).

(Att (k,) dr en dndlig permutation betyder att for nagot m < oo géller att (kq, . .., k)
ar en permutation av (1,...,m) och att k, = n fér n > m.)

Antag ocksd att Xj:ma dr integerbara sa att E[Xy] = u existerar.



(a) Satt S, = > 5 Xx och F,, = 0(Sp, Sn+1,---)- Visa att E[X;|F,] = S,/n n.s.

(b) Enligt (a) tillsammans med kénda resultat om konvergens av bakatmartingaler
giller att

% — L = E[X|Fy]

n.s. dir Fo, = ), F.. Uppenbarligen ar gréansvariabeln L F,-mitbar. Det
ar ocksa sant men men foljer inte av ovanstaende argument att L dr métbar
m.a.p. svans-o-algebran, 7, till X;:na. Bevisa detta.

(c) T fallet d& X, Xo,... ar iid géller att L &r n.s. konstant, namligen att L = u
n.s. Detta &r dock inte generellt sant for utbytbara stokastiska variabler. Ge
ett exempel sadant att L ej &r n.s. konstant.
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