Forord

Foreliggande text dr resultatet av alltmer bearbetade foreldsnings-
anteckningar till en fordjupningskurs vid G6teborgs universitet som jag
har hallit ett antal (otal) ganger de senaste tio aren. Kursen, och dér-
med dven denna text, vinder sig matematikstudenter som vill se en del
av det man gérna hoppar 6ver i de ofta kanske vil stromlinjeformade
kurserna pa grundniva. Sérskilt blivande dmneslédrare ...

De formella férkunskapskraven dr grundliggande kurser i analys och
algebra, men for storre delen av texten réicker det faktiskt med (goda)
gymnasiekunskaper; framst ar det en del exempel som man far hoppa
over ... Speciellt tror jag att texten kan vara ldsbar, och forhoppningsvis
aven lasvird, for arbetande skolldrare som vill fortbilda sig. Vidare
skulle nog valda delar kunna anviindas for (specialarbeten pa gymnasiet
777).

Trots att sa vitt skilda saker som blblab tas upp i denna kurs sa
menar jag att man skonja en rod trad i framstéillningen. I kapitel 1

diskuterar jag hur logik anvinds inom matematik och jamfor var-
dagligt och matematiskt sprak. Vidare forsoker jag understryka att det
faktum att matematiskt resonerande i princip &r (ska vara) helt logiskt
stringent, a andra sidan i bade muntlig och skriftlig kommunikation
man ofta av praktiska skil men &ven forstaelseskél har inkonsekvenser
balblabla.

balbla logik grundvalen fér mateamtik som deduktiv vetenskap, ax-
iomsystem blalbla. Vi presenterar en rad axiomsystem (axiomatiska
teorier) varav somliga behandlas mer utforligt i senare kapitel. (ZF,
Peano, grupp ring, kropp, absolut geometri)

Néastan all existerande matematik kan formuleras inom Zermelo-
Fraenckels méandteori som beskrivs axiomatiskt i kapitel 2. Blablba
méngder balbla traning i praktiskt logiskt handlag. blabla

Utifran de naturliga talen Peano definierar vi heltal, rationella tal
etc och reella blabla komplexa. och visar att C ar algebraiskt slutet.???

I kapitel 4 gar vi igenom axiom for absolut geometri A blabla Eukli-
des fast uttryckt i moderna termer som reella tal, grupp av avbildning-
ar, etc.
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Ett av huvudmalen hér ar att visa att parallellaxiomet PA ar oav-
héngigt teorin A. I den euklidiska modellen ar sant. I det avslutande
kapitel 5 gar vi igenom Poincare-modellen {or ickeeuklidisk hyperbolisk
geometri.

balblaba bra traning i modelltdnkande, trédning pa komplexa tal,
rikning, vidare utmérkt att ha den modell i tanken om man fortsatta
studier i geometri, enédr standardexemplet pa en mfald med konstant
negativ krokning.

Nagra ord. Nar jag talar om att fylla igen luckor i de traditionella
kurserna sa menar jag inte att dessa luckor ar brister i de kurserna.
Tvartom talar bade pedagogiska, begreppsméssiga och historiska skl
for att man gor som man gor. Manga anser att ett avsnitt om logik bor
inleda alla universotetsstudier i matematik. blbala OK men min erfa-
renhet dr att manga studenter inte kan tillgodogéra sig balab innan
man sett det hela i aktion. Pss sdtt som att man infor reella talen som
en utvidgnin av den ordnade kroppen Q sadan att supremumuegenska-
pen giller. Detta dr med sidkerhet en klok policy. De flesta studenter
skulle nog omedelbart hingas av om man inledde med att blablab. For
ovrigt blbal rationella tal i skolan utan att bekymra sig om existens och
entydighet. Vidare tycker atminstone jag att man skulle kunna tillata
sig, mer dn man gor idag, att rdkna analys utan att vara sa petig med
€ och J-exercisen. Man lir sig mer

For ovrigt ar detta naturligt sett ur ett historiskt perspektiv

Jag vagar nog sticka ut hakan och siga att all matamtisk inlarning
aven for professionella matamaiker|balbla komma in i det och se hur det
funkar parallellt med att man sitter sig in i de teoretiska grunderna.
Man “forstar “ en formel parallellt med att man borjar kinna igen den,
och man vill giarna se konkreta enkla exempel pa vad den underliggande
teorin betyder balbla

I grundléggande analyskurs infor man reella tal balba supremumue-
genskapen utan att diskutera varfér en sadan utvidning av Q finns och
annu mindre entydghet. I sjdlva verket sa lir man sig storre delen av
skolmatematiken genom erfarenhet utan att i alltfér hog grad reflektera
over varfor det ena och det andra funkar. T ex infér man rationella tal
utan att oroa sig for balbabla. Tur &r nog det for balbalbla

Man vénjs in i det matematiska spraket.

Jag minns min fortvivlan 6ver inkonsekvensen i beteckning av mi-
nustecknet dels star for subtraktion, dels sjilvstandigt for att beteckna

som kan beteckna bade att f dr 4 for alla z, for det fixa talet x eller
ekvationen blaba, dvs mingden av x sadana att f(x) = 4. blablablabla
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. Om man borjade diskutera alla dessa tdnkbara tolkningar innan man
inforde funktionsbegreppet sa skulle det nog balbla

Ett av huvudsyftena &r att framstilla matematiken som en dyna-
misk vetenskap stadd i utveckling; sérskilt for blivande skollarare kan
betydelsen av denna insikt inte nog betonas. Alla larare vid hogskolan
kénner igen fragor som “Hur kan man forska i matematik?”, “Var det
inte kint redan for flera hundra ar sedan hur man rdknar 7”7 etc etc.
Matematik som en bade empirisk och deduktiv vetenskap.

Delar av min framstéillning ar kraftigt inspirerad av ett kompendi-
um “Nagot om logik ....” av Olof Hanner.

Tacksam

samt diverse studenter
Gotebirg 99 01 10
Mats Andersson
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Inledning

Att tala om matematik som en sjilvstandig vetenskap dr ganska
nytt. Historiskt har m. varit intimt kopplad till annan kulturell verk-
samhet som musik, ingenjorsvetenskap, fysik etc.

Behovet av geometri, att forsta samband mellan lingd, area och
volym dyker naturligt upp i jordbrukssamhéllen, bade for lantméteri,
byggnationer samt astronomiska studier, vilka ar viktiga for att t.ex.
uppratta kalendrar etc. Geomtriska kunskaper uppstod parallellt i de
stora flodkulturerna i olika véarldsdelar ett par tusen ar fore var tide-
riakning och framat. Man kunde t.ex. berdkna omkrets och area av en
cirkel med goda ndrmevirden till 7w, och man kinde till det vi idag
kallar Pytagoras sats. I dessa kulturer utvecklades dven aritmetik och
algebra; det var nédvindigt att kunna addera och multiplicera tal och
att losa ekvationer.

Vid denna tid var dock matematiken empirisk. Pa 600-talet borjade
man i Grekland (Thales fran Miletos) att forsoka att med logiska argu-
ment hérleda vissa pastaenden fran andra. Detta utvecklades under de
kommande arhundradena av en rad tdnkare, och man fann det naturligt
att forsoka harleda alla resultat fran att begrdnsat antal grunsantagan-
den, axiom. Denna utveckling samanfattades i Euklides verk Elementa
som fullbordades ca ar 300. Detta verk kom att bli normgivande i 6ver
2000 ar, och den axiomatiska metod som Euklides anvinder &r i prin-
cip den samma som man anvinder i matematik idag. Detta innebir
ingalunda att matematiken inte har utvecklats sedan Elementa. For en
grundlig historisk oversikt hinvisas till t.ex. [?| och [?]. For geometri
balba se sirskilt [LAL]. Vi ska bara héir ge nagra enkla exempel.

Den matematik man lar sig i skolan, inte bara geometri, ar resulta-
tet av tusentals ar av ménsklig kulturell utveckling.

Antag att vi har infért de positiva heltalen och forstatt vad addition
innebar. Da ar det litt att sdga vad man man menar med m-n, namligen
n+n+...+n (m stycken termer). Diaremot &r det absolut inte sjalvklart
att m-n=mn-m.

UpPPGIFT 0.1. Forsok bevisa att multiplikation blir kommutativ.
1
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Man bor ha respekt for den grad av abstrakt tdnkande det innebar
att ga fran positiva heltal, till att infora talet 0, och negativa tal, och
sedan komma fram till sadana saker som att produkten av tva negativa
tal blir ett prositivt tal.

An annan sak man exercerar i i de hogre arskurserna i skolan ar
symbolalgebra. For att forsta vidden av kan man titta pa ett enkelt
exempel.

EXEMPEL 0.1. Antag att sju apelsiner kostar sex kronor mer én tre
bananer, samt att tre apelsiner och sex bananer tillsammans kostar 39
kronor. Vad kostar da en apelsin och en banan?

For en person som inte har fatt 1lara sig symbolalgebra ar nog detta
en hopplos uppgift. Om man dessutom far veta att priset ar i hela
kronor, kan man forstas 16sa det hela genom att prova sig fram; det
finns ju da bara dndligt manga fall att ga igenom.

Med symbolalgebra skriver man upp ekvationssystemet

7Ta—3b= 6

3a+6b= 39
och genom sedvanligt manipulerande finner man latt att a = 3 och
b=9. O

Pa gymnasiet studerar man grundldggande analys. balbla Descartes
1600 talet analytisk geometri ablblaa syntetisk geometri

studerar man inte lingre syntetisk geometri,

detta naturligt men man gar miste om mateamtik utan tal !!!!

Analys, Leibnitz, Newton

Obs aterigen empirisk i meningen att man kinde sig fram till resul-
taten.

Forst pa 1800-talet genom Cauchy Weierstrass axiomatisk grnd for
analys € och ¢

Sent 1800 tal Cantor Frega méngdlara Russels paradox !!

Vad é&r bevis, odndlighet 77

Detta far ddremot inte tolkas som att matematiken dr fullbordad
idag. Detta kanske kan tyckas sjalvklart, men varje mateamtiklirare
pa hogskolan har sdkert fatt fragan fran nyborjande studenter om man
verkligen kan forska i matematik, och om inte allt redan ar ként. I
sjalva verket har matematiken haft en allt snabbare utveckling. Fram
till sekelskiftet menade man att en duktig matematiker kunde behirska
strangt taget all kind matematik; idag har man enligt AMS lkssificering
ca 100 77 underavdelningar, och en riktig duktig matematiker kanske
kan behérska en handfull av dessa.

1. Matematik handlar inte bara om tal,
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2. matematik dr en vetenskap stadd i stdndig och kraftig utveckling.

3. Forskning balbal

4. Mateamtikens utveckling beror av samhilleliga behov, och av
tekniska framsteg.

5. Mycket av det man lir sig i skolan &r resultatet av tusentals ar
av utveckling.

6. M ar bade en empirisk och deduktiv vetenskap

Pastas att lantmétare kdnde till formeln for vinkelsummans excess
i stora trianglar (kolla Hormander) langt fore Gauss-Bonnets sats

5: Tal har vi redan namnt. Ekvationer med obekanta. blablablbala.
Ex

4. Redan ndmnt jordbrukets behov av geometri. Kartritning etc

Mekanik analys newton.

Numerisk analys, datorer. Meningslost att utveckla teorier for hur
man numeriskt loser differentialekvationer om det skulle ta en miljon
ar att utfora berdkningarna for hand.

3. Forskningen i matte utvecklats explosition?? Finns tillginglig tid,
gott om papper, ljus etc. Manga av de problem som sysselsatt forskare
sedan antiken, som vinkelns tredelning, cirkelns kvadratur, parallellax-
imets oavhéngighet m.m. 16stes pa 1800-talet.

balblaa problem Hilberts problem 777

Fermats stora sats bevisades av Andrew Wiles 1997.

Varje ar bevisas stérre och mindre satser som varit kinda blabla
utvecklas nya teorier, t ex inom numeriska analys etc. Vidare finslipas
teorierna. T ex (alois teori kan numera ldsas som fordjupningskurs
balbla

GODEL

1: Varje dominobricka tacker tva rutor pa ett schackbridde. Kan
man tacka 6ver alla rutor utom tva diagonalt motstaende hérn med 31
dominobrickor? Ge bevis eller motbevisa!

2: Konigsbergs broar.

3: Stympade schackbriden. Ett SS ar ett schakbride med sidan 2"
sadant att






KAPITEL 1
Nagot om logik

Ordet logik har som sa manga begrepp en rad olika inneborder.
Dels ar det en beskrivning av hur man resonerar och argumenterar i
vetenskapliga och andra formella sammanhang, t ex i matematik, dels
ar det bendmning pa en vetenskap, som handlar om att formalisera
logiken och studera den for dess egen skull. Vidare anvinds ordet ofta
i dagligt tal, t ex som “det ar ju ingen logik i detta” med vilket man
kanske bara menar “det finns ju inget vett i detta” eller nagot liknande.

I det har kapitlet ska vi diskutera hur matematiskt sprak och ma-
tematisk argumentation (bevisféring) fungerar. Vi diskuterar satslogik
och kvantifikatorer. Vidare tar vi upp centrala begrepp som teori, az-
iom(system), sats, modell och logisk sanning. Vi ger &ven exempel pa
ett antal viktiga axiomatiska teorier. Nagra av dessa kommer att be-
handlas ndrmare i kommande kapitel. Vi avslutar med ett avsnitt om
(formell, forsta ordningens) predikatlogik, dar vi mycket kortfattat dis-
kuterar formella hédrledningar, fullstandighetssatsen samt kompakthets-
satsen. Fran den sistndmnda foljer det att inte alla teorier kan uttryckas
i predikatlogik.

1. Matematiskt och vardagligt sprak

Till skillnad fran vad somliga kanske tror dr matematikernas sprak-
bruk inte fullstindigt stringent och konsekvent, utan precis som i var-
dagsspraket vimlar det av inkonsekvenser i uttrycksséitt, beteckningar
etc. Skilet dr att man i forsta hand strivar efter ett smidigt sprak dér
de grundliggande idéerna i det man vill férmedla framgar sa tydligt
som mojligt. Av samma skl finns det ofta logiska luckor i bevisen (som
lasaren forutsitts att sjilv fylla i) och det forekommer ofta underfor-
stadda outtalade antaganden. Det senare ar sirskilt vanligt vid muntlig
kommunikation nér mottagaren, dvs den som lyssnar, har mojlighet att
vid behov fraga. Det hinder t ex ofta att man pratar om “en funktion”
och underforstar att det ror sig om en reellvird funktion, definierad pa

5
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R, eller t.o.m. att den ar deriverbar. Det ar dock viktigt att understry-
ka att det i princip dr nagot vilbestdmt man pratar om. I alla formella
sammanhang diaremot, som nir man definierar nya begrepp, sa brukar
man vara mycket strikt.

Att infora en definition av ett nytt begrepp innebir i princip ba-
ra att man infér ett forkortat skrivsitt. T ex sidger man “en positiv
funktion” i stéllet for “en funktion som bara antar ickenegativa (sic!)
viarden”, och 7 istillet for “halva omkretsen av en cirkel med radien
17. Vidare sdger man “f ar kontinuerlig pa R” istéllet for “ till varje
x och varje € > 0 sa finns ett 6 > 0 sadant att |f(z) — f(y)| < €
om |xr —y| < ¢”. Att hitta de ritta begreppen innebir ofta betydan-
de matematiska framsteg. Exempelvis hade man under lang tid haft
en intuitiv kdnsla for vad en kontinuerlig funktion skulle vara, men
den strikta definitionen dréjde till mitten pa 1800-talet. Foérst ndr man
har en definition &r det mojligt att ge strikta bevis for pastaenden om
kontinuerliga funktioner.

Ett utslag av den stora vikten man tillméter “kénslan” for begrep-
pen kan vara att manga bendmningar pa nya matematiska begrepp
hamtas ur vardagslivet, sasom grupp, ring, kirve, grodd, stjilk, fiber,
overlagring, (vektor-)bunt, etc.

Strikta definitioner kréivs forstas dven i andra dn matematiska sam-
manhang, t ex i juridiska. Om en lagtext handlar om “fordon” sa maste
det vara mojligt att avgora om en sparkstétting dr ett fordon eller in-
te. I vardagsspraket d&r man normalt inte lika petig, eller atminstone sa
skiljer sig ofta definitionerna at mellan olika talare.

UPPGIFT 1.1. Forsok att ge definitioner av nagra vanliga begrepp,
t ex “karbad”, “motorvag” och “bil”.

De flesta vanliga meningar har inte bara ett lexikaliskt innehall utan
daven ett virderande, en aspekt. Det ar ju skillnad pa “vara barn” och
“andras ungar”. Jamfor ocksa meningarna “I lordags kom paketet” och
“I 16rdags kom antligen paketet”. Vidare har t ex orden “och” och “men”
exakt samma logiska funktion men inte bara i dagligt tal utan dven nar
man genomfor en matematisk argumentation kan det ha stor betydelse
for forstaelsen om man véljer det ena eller det andra, se vidare i avsnitt
2. Aven en mening som saknar virdeladdade ord (som “ungar” eller
“dntligen”) kan innebdra en virdering. Om det star “Idag var kapten
nykter” i loggboken sa tolkas det naturligen som att kaptenen ofta ar
onykter. Uttalandet “Pa varenda sida jag ldst i den hir boken har jag
hittat fel” &r ju sant om man inte ldst nagon sida alls, eller mojligen
bara nagon enstaka och rakat hitta ett fel dir. Inte desto mindre &ar ju
uttalandet under sadana omstindigheter vilseledande.
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Det &r skillnad pa en bendmning av (eller ett uttryck for, eller ett
namn pa) en foreteelse och sjilva foreteelsen, dvs det den bendmner.
T ex ar 1/2, %, fol xdx och 2 — 3/2 olika uttryck, men de betecknar
samma tal. Pa samma sitt dr “Rom”, “Italiens huvudstad” och “den
eviga staden” olika uttryck for samma sak. I savil vardagligt som ma-
tematiskt sprak dr det vanligt att man inte skiljer pa bendmningen och
det den bendmner. Jimfor t ex utsagorna “Maria dr en vacker flicka”,
“Maria &r ett vackert namn” och “Maria har fem bokstaver”.

UPPGIFT 1.2. Fundera pa vad som skiljer dessa at!

Den hir typen av tvetydighet utnyttjas garna av korsordsmaka-
re, som till korsordsnyckeln “Stad i Tjeckoslovakien” kan ha l6sningen
“Prag” savil som “Oslo”.

Vi ska nu titta pa nagra exempel inom matematik.

EXEMPEL 1.1. Betrakta formeln
(1.1) 3r=1+1/24+1/3+1/4.

I vanligt matematiskt sprak siger vi gladeligen “Hégerledet i formeln
ovan ar storre dn 2.7 eller “Hogerledet 1 (1.1) &r storre &n 2.” trots att
det man egentligen menar ar att hogerledet i den formel som betecknas
med (1.1) &r en beteckning pa ett tal som &r storre dn det tal som 2
betecknar. O

EXEMPEL 1.2. Hér ir ett annat exempel pa tvetydighet i matema-
tiskt sprak. Om p och ¢ &r polynom sa kan uttrycket (formeln)

(1.2) p(x) = q(x)
betyda en rad olika saker beroende pa sammanhanget:

e (i) Att p och ¢ &r lika som polynom, dvs att de har precis
samma koefficienter.

e (ii) Att = betecknar en fix punkt och polynomen har samma
véirde i just denna punkt.

e (iii) Att de bada polynomen ér lika i varje punkt x.

e (iv) Ekvationen p(z) = ¢(z), vilken &r en beteckning for méng-
den av alla reella = (eller komplexa tal z eller nagot annat,
vilket far framga av sammanhanget) sadana att p(z) = ¢(x),
dvs

{z e R; p(z) = q(2)}.
Om man vill understryka att det ar det forsta fallet som avses kan
man ibland vilja att skriva p = ¢ istallet, men detta ar inte alltid
mojligt. Vill man uttrycka att p dr polynomet 22 4 1 si far man skriva
p(x) = 22 + 1; vidare kan dven p = ¢ tolkas som en ekvation, dvs fall
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(iv). (I och for sig &r fallen (iii) och (i) ekvivalenta om det &r fraga om
polynom &ver de reella eller komplexa talen, men detta dr da en sats.
Dessutom #r det inte sant for alla kroppar; t ex dr 22 = z for alla x
over kroppen Z, men likvil dr 2 och 22 olika polynom.) U

UPPGIFT 1.3. Fundera pé skillnaden mellan ekvationerna z? = 4
och 22% = 8.

EXEMPEL 1.3. I matematisk text skriver man ofta “...pa cirkeln
2?2 +y* =2 ...7 istéllet for “...pa cirkeln {(z,y) € R? 2 +¢* = 2}
2 |:|

EXEMPEL 1.4. I envariabelanalysen infér man ofta en ny symbol
for en sammansatt funktion, dvs om x = z(¢) och f(x) &r en funktion
av x sa sitter man t ex g(t) = f(z(t)) for den sammansatta funktionen.
Kedjeregeln kan da skrivas ¢'(t) = f/'(z(t))2'(t). Ibland blir dock detta
sa otympligt (i synnerhet om man har att gora med funktioner av flera
variabler) att man istéllet later f beteckna savil funktionen av z som
av t. Man kan da skriva kedjeregeln

df  df dx

dt — drdt’
I sjdlva verket &r inte detta en inkonsekvens om man betraktar f som en
funktion inte av z utan som en funktion av punkter, dér ¢ och z = x(¢)
ar olika beteckningar (koordinater) for samma punkt. Hur som helst
blir en framstéllning ofta tungrodd om man inte tillater sig att hoppa
lite mellan dessa olika betraktelsesitt. U

Lat oss fundera lite pa vad det innebér att 16sa en ekvation eller ett
system av ekvationer. Att ldsa ekvationen z2 = 4 innebér att uttrycka
mingden {z; 2? = 4} péa nagot enklare sitt #n det givna. Eftersom
r? = 4 om och endast om 2% —4 = 0, kan vi dra slutsatsen att {z; 2% =
4} = {x; 2 —4 = 0}. Genom ytterligare omskrivningar far vi {z; z? =
4} ={z; (z—2)(z+2) =0} = {z; v—2=0ellerz+2 =0} = {2, -2}.
I det hér fallet ar det ganska klart att uttrycket {2, —2} &r en enklare
beskrivning av 16sningsméngden dn den ursprungliga. Ofta finns det
odndligt manga 16sningar och da far det aktuella behovet avgora vilket
framstallningssétt av 16sningsméngden som &r att foredra.

EXEMPEL 1.5. Om vi vill “lésa ekvationen z +y+ 2z = 1”7 i R3 sa far
vi en l6sningsskara med tva parametrar,texz =t, y =35, 2 =1—s—t
dér s och t 16per over R. O

UPPGIFT 1.4. Antag att vi vill 16sa ekvationen 2 = 4, och betrakta
foljande argumentation: Om 22 = 4 s& dr Da? = D4 och alltsa 22 = 0
dvs z = 0. Alltsd; om z &r en 16sning (rot) till ekvationen s& maste
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x = 0. Men 0 16ser inte ekvationen, medan daremot 2 och —2 gor det?
Forklara detta!

Pa samma sétt som vi sett att “losa ett ekvationssystem” inte alltid
har en sjilvklar innebdrd, kan man fundera 6ver vad det betyder att
“berdkna en integral”. Det finns ofta en underforstadd innebord, som
“uttryck virdet av integralen med hjilp av dndligt manga elementéra
funktioner” eller “ge ett ndrmevirde till integralen”.

Som namnts tidigare sa innehaller matematiska bevis ofta luckor
eller utelimnade steg. Sadana luckor kan markeras med uttryck som
“man inser nu (latt) att”, “det dr nu klart att”, “ det foljer nu att”,
“man kan nu 6vertyga sig om att” etc. Vilka och hur stora steg i argu-
mentationen man kan hoppa 6ver beror férstas pa vem man forvintar
sig ska ldsa texten. Ofta utelamnas relativt langa argument om man
kan anta att ldsaren dr sa van vid teorin att hon sjélv kan (eller vet
att hon kan om hon vill) fylla i luckorna. Detta gér man delvis for
att spara plats men framfor allt f6r att 6ka overskadligheten. Om man
skulle skriva vetenskapliga artiklar med lika mycket detaljer som i en
elementér larobok, sa skulle artiklarna bli oerhért langa och mycket
svarlista. Denna anpassning till vem mottagaren ar giller forstas inte
bara for matematisk text. Aven om hon #r obekant med den speciella
foreteelsen man ska beskriva, kan man i allménhet &nda uttnyttja en
betydande gemensam kunskapsbas.

UPPGIFT 1.5. Forsok att beskriva sa enkelt som mdjligt hur man
aker kollektivt fran matematiska institutionen till Saltholmen, om den
forvintade mottagaren dr en normal tjugoarig stockholmare. Fundera
sedan pa hur mycket extra forklaringar och detaljer man maste ta med
om mottagaren istillet (hypotetiskt) dr en person fran en helt annan
miljo, t ex fran medeltiden.

2. Satslogik

Satslogik (propositional calculus pa engelska) handlar om hur man
kan sétta samman olika s.k. satser (eller utsagor eller pdstdenden) med
konnektiver till nya satser, och regler for hur sanningsvirdet av den
sammansatta satsen beror av dess delar. Man utgar fran vad man in-
tuitivt menar med “tdnka logiskt”, och satslogiken &r dérmed ett sitt
att formalisera (beskriva och hitta regler f6r) detta. Som vi ska se si
féljer man i det vardagliga spraket inte alltid dessa regler.
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Med (satslogisk) sats menas hir nagonting som har sanningsvér-
det sant eller falskt. Satser betecknar vi med bokstéver (satsvariabler)
A, B,C, ... eller med bokstaver med index A;, As, ... etc. De fem van-
liga konnektiven &r -, A, V, — och «. De tva sista skrivs ibland dven
= respektive <. Det dr latt att beskriva satslogikens syntax, dvs hur
man far lov att bilda nya satser fran tidigare, och jimsides med att vi
gor detta sa diskuterar vi hur man uttrycker motsvarande bildningar
pa svenska i matematiska sammanhang. Vi gor dven nagra jimforelser
med vardagsspraket.

ANMARKNING 2.1. Ska man vara riktigt formell sa ska man ocksa
infora strikta regler for hur man ska sitta parenteser; dessa behovs t ex
for att skilja pa (mA) — B och =(A — B). Man kan ocksa infora regler
som séiger att -A — B ska tolkas som (=A) — B osv., men vi hoppar
over detta och sitter ut parenteser bara sa att det ska bli klart vad som
avses. U

ANMARKNING 2.2. T vanlig matematisk text anvinder man logiska
symboler bara i undantagsfall. Daremot kan de vara praktiska i mer
informella sammanhang, t ex ndr man ska forklara nagot vid svarta
tavlan. Ibland ar det praktiskt att belysa vissa satser och definitioner
med hjilp av logiska symboler, t ex for att forklara skillnaden mellan
kontinuitet och likformig kontinuitet, se exempel 3.6 nedan. 0

Negation. Om A ir en sats sa dr —A en ny sats, negationen av A,
som har egenskapen att = A &r sann om A &r falsk och —A &r falsk om
A ar sann. Vi kan uttrycka detta med en sanningstabell som

A|l-A
S| F
F| S

Notera att —(—=A) har samma sanningsvérde som A.

En vanlig svarighet i de begynnande universitetsstudierna i mate-
matik dr att korrekt negera utsagor. Detta édr viktigt bl.a. for att kunna
genomfora s.k. motsigelsebevis, se nedan. Om A &r ett sprakligt ut-
tryck sa kan man alltid uttrycka —=A genom att sidtta frasen “Det ar
inte sa att ...” fore A. I allménhet ar dock detta till féga hjalp och man
maste gora nagon spraklig omskrivning for férsta innebdrden av nega-
tionen. Om A star for “Lasse ar ldngre dn Lisa” sa kan man uttrycka
negationen som “Det ar inte sa att Lasse ar langre dn Lisa” men det
ar forstas naturligare att siga “Lasse ar jamnlang med eller kortare 4n
Lisa”.
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EXEMPEL 2.3. Antag att a,, ar en reell talfoljd och att vi vill negera
utsagan lim, . a, = 0. Aterigen kan vi forstas kora med “Det ar inte
sa att ...”, men detta hjidper oss inte forsta vad negationen innebér.
Ett vanligt misstag dr att sdga att negationen ar lim, .., a, # 0. Felet
bestar i att det d&ven kan vara sa att gransvirdet inte existerar alls. Ett

korrekt uttryck fér negationen ar t ex “a,, saknar gransvirde da n — oo
eller sa ar lim,, .. a, = B dir B # 0.” O

ANMARKNING 2.4. Betydelsen av en mening kan variera beroende
pa var man satter ordet “inte”. Jamfor meningarna “Hon bad mig inte
att gora det” och “Hon bad mig att inte gora det”. Hir finns dessutom
en filla vid Gversittning till (eller fran) engelska. Pa engelska far vi
“She didn’t ask me to do it” respektive “She asked me not to do it”. [

En ofta anvind bevismetod &r att man forst antar motsatsen (ne-
gationen) till det man vill bevisa, och utifran detta hirleder en motsé-
gelse. Ett bevis av detta slag kallas ett motsdgelsebevis. Mer formellt
gar det alltsa till pa foljande vis. Antag att man vill visa pastaendet
A. Man antar da att negationen —A giller. Utifran —A forsoker man
sedan hirleda en motsigelse, dvs nagot som ar uppenbart falskt. Detta
innebdr att antagandet —A inte kan vara riktigt, och alltsa galler A. Vi
ger nu ett vanligt exempel pa ett motsagelsebevis.

PROPOSITION 2.5. Talet \/2 dr inte rationellt.

BEvis. Vi antar pastaendet ar falskt, dvs att det verkligen finns
positiva heltal p och ¢ sadana att /2 = p/q. Genom att forkorta bort
alla eventuella gemensamma faktorer 2 kan vi anta att atminstone ett
av talen p och ¢ dr udda. Efter kvadrering far vi att p?/¢*> = 2 dvs
p? = 2¢*, men da ar ju p? jaimnt och alltsd p jamnt. Hirur foljer att
p? ar delbart med 4 och alltsd ¢ delbart med 2, men d& maste dven
q vara jamnt och vi far en motsigelse. Alltsa ar ursprungsantagandet
falskt och darmed &r propositionen bevisad. 0

UPPGIFT 2.1. Forklara pastaendet i meningen “Genom att ...”7 i
beviset ovan. Forklara ocksa i detalj argumenten i andra och tredje
meningarna fran slutet.

UPPGIFT 2.2. Negera utsagan “Om du inte kommer hit ikvill sa
gar jag pa bio.”

UPPGIFT 2.3. Negera utsagan “Det finns tva positiva irrationella
tal a och b saidana att a® dr rationellt.”

UPPGIFT 2.4. Negera utsagan “Blacgda foraldrar far alltid blacgda
barn”.
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Implikation. Om A och B &r tva satser sa kan vi bilda satsen
A — B som har féljande sanningstabell:

A‘B‘AHB
S| S S
S| F F
s S
FF S

Alltsa 4r A — B sann utom da B &r falsk och A ar sann. Speciellt
ar A — B sann om A &r falsk. Notera att A — B har samma san-
ningsvirde som =B — —A (kontrollera med sanningstabell om du &r
osiker).

I matematisk text forekommer en rad olika sitt att uttrycka en
implikation sprakligt, sasom

e om A (giller) sa (géller) B

e Antag A. Da giller B.

e A medfor B

e A implicerar B

o B (giller) om A (géller)

B foljer av/fran A

A &r ett tillrackligt villkor for B
B ar ett nodvindigt villkor for A
B foljer av A

e Bom A

e A endast om B

Exempelvis kan vi siiga “om x < —2 s& dr 22 > 47 eller “Antag att
r < —2. D4 dr 22 > 4.7 eller “att x ir mindre &n —2 medfor att 22 > 47
0SV.

Ett annat exempel dr den vilkdnda frasen i gransviardesdefinitionen
som ibland uttrycks som “|z —a| < § medfor att | f(z) — f(a)| < € och
ibland som “|f(z) — f(a)| < e om |x —a] < §.”

Vilket man véljer ar en stilistisk fraga, men det betyder inte alls att
den saknar betydelse i matematisk text.

Det finns ocksa en hel del “dolda” implikationer i matematisk text.
En kind sats i analys dr “En deriverbar funktion ar kontinuerlig.” No-
tera att vad man menar &r “Om en funktion &r deriverbar sa ar den
kontinuerlig”. Dessutom finns hir en “dold” kvantifikator; for att ut-
trycka det dnnu tydligare kan man siga “For varje funktion géller att
om den ar deriverbar sa ar den ocksa kontinuerlig.”

Istéillet for att uttrycka implikation med “om” anvinder man ibland
omvind ordfsljd. Exempelvis “Ar f deriverbar #ir den kontinuerlig” eller
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“Brakar du (sa) aker du i séng”. I vardagsspraket kan man t.o.m. siga
“Du brakar och du aker i séng”.

Notera att en implikation alltid &r sann om forledet ar falskt. T ex
ar det matematiska pastaendet “om 2 > 4 sa ér alla reella tal storre dn
12”7 sant d&ven om det ter sig lite underligt. Nar det géller vanligt sprak
ska man vara lite forsiktig. Normalt forvintar man sig nagon form av
(subjektivt) samband mellan leden i implikationen. Ett pastaende av
typ “Om manen ar en ost sa ligger Goteborg i England” dr av samma
skil sant, men uppfattas vill av de flesta som nonsens. Aven nir man
har “vettiga” meningar sa kan det vara sa att den vardagliga tolkningen
skiljer sig fran den strikt logiska. Om pappa sidger “Om du brakar vid
matbordet sa aker du bums i sdng” till sin lille Niklas, sa tolkar vil
ingen det pa annat sitt dn att Niklas far vara uppe en stund efter
maten om han sitter snéllt och dter. Av samma skil anser man det vara
vilseledande (16gn?) att siga “Om du inte skyndar dig nu sa missar vi
taget” om man vet att taget redan har gatt.

Det &ar vilkint att man fran A — B inte kan dra slutsatsen att
omvandningen B — A giller. Exempelvis &r det sant att x < —2
medfor att 2 > 4, men omvindningen, att 22 > 4 medfér x < —2, ir
falsk.

I den politiska retoriken dr det vanligt att man (avsiktligt eller oav-
siktligt) vinder pa implikationer. Om man tror att arbetslosheten okar
om riksbanken héjer rdntan, sa foljer ju inte av detta att arbetslosheten
ar oférandrad eller minskar bara for att man inte hdjer rantan.

UPPGIFT 2.5. Antag att en viss politiker tror fullt och fast att
arbetslosheten kommer att 6ka nédsta ar vare sig man fattar beslutet A
eller inte. Ljuger han da om han séger “Om vi inte fattar beslutet A sa
kommer arbetslosheten att 6ka nésta ar”?

I vardagligt sprak har man ofta en tidsaspekt, t ex “Om det regnar
sa blir det vatt”, dvs det maste forst regna och sedan blir det vatt. Ska
man ldsa ut =B — —A sa far den da formuleras som nagot i stil med
“Om det inte dr vatt sa har det inte regnat”.

Om man vill bevisa ett pastaende av typen A — B &r det ofta
enklare att bevisa det ekvivalenta pastaendet =B — —A. Det betyder
alltsa att man antar att =B géiller och utifran detta forsdker hirleda
—A. For att exemplifiera detta visar vi foljande.

PROPOSITION 2.6. Om f'(x) = 0 for alla x pa intervallet I sa dar
f konstant pa I.

Hir dr A alltsa pastaendet “f'(z) = 0 {or alla = pa intervallet [”
och B &r “f ar konstant pa I”. Negationen till B ar “f &r icke-konstant
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pa I” vilket kan omformuleras som “Det finns tva punkter x,,x5 € [
sadana att f(xq1) # f(x2).” Beviset i sin helhet kan se ut sa hér.

BEVIS. Antag att f inte vore konstant. Da skulle det finnas tva
punkter z1, 25 € I sddana att f(x;) # f(xq). Eftersom nédvindigtvis
da x1 # x5 sa finns enligt medelvirdessatsen ett tal £ mellan x; och 9
sadant att

f@2) = f(@1) = (22 — 21) f'().
Eftersom f(z3) — f(z1) # 0 foljer det att f'(£) # 0, vilket motséger
)

antagandet att f'(z) = 0 pa hela intervallet. Alltsa dr propositionen
visad. 0

Man far inte forvixla implikation med det ofta forekommande ut-
trycket “Eftersom A (géller) sa (foljer) B.” Detta innebédr namligen att
A &r sant, och att man darur kan sluta sig till att B &r sant.

Konjunktion. Om A och B ir satser kan vi bilda konjunktionen
A A B, och sanningstabellen ar

A|B|AANB
S|s| S
S|F| F
F|S| F
F|F| F

Vi kan uttrycka detta sprakligt bl.a. som

e Aoch B

e bade A och B

e savil A som B

e dels A och dels B
e Amen B

EXEMPEL 2.7. Notera att ekvationssystemet
= 4
r+3= 5

> =4Nx+3=5,

innebar

och att 16sningsméingden &r snittméingden av 16sningsméngderna till
var och en av ekvationerna, dvs

{2; 2 =4}y N {x; 2+ 3 =5}.
Likheten mellan symbolerna A och N &r ingen tillfallighet. U
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Ofta kan man forkorta det sprakliga uttrycket. Om man tar kon-
junktionen av pastaendena “m ar storre &n noll” och “7 ar irrationellt”
sa behdver man inte skriva “m ar storre &n noll och 7 &r irrationellt”
utan man forkortar lampligen till “ &r irrationellt och storre &n noll”.

Notera att “och” och “men” har samma logiska inneboérd, men att
“men” uttrycker ett slags (subjektivt) motsatsforhallande mellan ut-
sagorna. Fundera pa skillnaden mellan “jag dr sjuk idag men jag har
ingen feber” och “jag ar sjuk idag och jag har ingen feber”, eller paret
“jag ar sjuk idag och jag ska ga till jobbet” och “jag ar sjuk idag men
jag ska ga till jobbet (dnda)”. Ibland finner man att det kan ga lika
bra med vilket som. Det kan ndmnas att det finns sprak, som ryska,
dar man vid sidan av orden for “och” och “men” har ett tredje ord vars
betydelse ligger emellan dessa. Aven i matematiska sammanhang har
det betydelse for forstaelsen vilket ord man véljer.

EXEMPEL 2.8. Funktionen f(x) = |z| 4r kontinuerlig men inte de-
riverbar. O

Notera dven anvindningen av “men” i beviset av proposition 2.5,
och i foljande exempel.

EXEMPEL 2.9. Vi vill finna alla z och y sddana att + > 1, 2y = —2
och y? = 4.

Losning: Eftersom x > 1 och/men zy < 0 sa foljer att y < 0.
Eftersom y? = 4 och/men y < 0 s& foljer att y = —2, och alltsa &r
r=1. 0

Disjunktion. Av satser A och B kan vi bilda disjunktionen AV B
som har sanningstabellen

A|B|AVB
S|S| S
S|F| S
F|S| S
F|F| F

Alltsa &r A V B sann om minst en av A och B &r sann. I spraket
uttrycks disjunktionen som “A eller B”. Som i fallet med konjunktion
sa kan man ofta forkorta formuleringen. Utsagan “x ar rationellt eller
ar transcendent” kan forkortas till “x ar rationellt eller transcendent”.

Speciellt ar alltsa en disjunktion sann om bade A och B &r sanna. I
dagligt sprak gor man inte alltid denna tolkning. Om lararen séger “Ni
far skriftligt forhor pa onsdag eller pa torsdag” sa dr det nog underfor-
statt att det inte blir forhor bada dessa dagar. Vidare om pappa séger



16 1. NAGOT OM LOGIK

“Antingen sitter du snéllt vid bordet, eller sa aker du bums i sdng”
till lille Niklas sa har han forstas lurats om Niklas trots exemplariskt
upptridande vid matbordet kors i séing direkt efter maten.

ANMARKNING 2.10. Det &r vért att notera att manga (fler &n lille
Niklas ovan) uppfattar “eller” i fraser som “antingen A eller B” som ett
s.k. exklusivt eller; detta innebar att man anser att satsen dr sann om
och endast om ezakt en av A och B &r sann. Vill man att det ska sta
klart att det dr ett exklusivt eller man avser, bér man dock inte néja
sig med att sdtta “antingen” framfér, utan anvinda en formulering som
“A eller B men inte bada” eller nagot i den stilen. O

EXEMPEL 2.11. Notera att a < 1 ar det sammasoma <1 V a=

1. 0
EXEMPEL 2.12. Om 22 =4 drz =2 V x = —2, dvs lésningsméing-
den dr {2} U {—2} = {2, —2}. O

Om X och Y &r méngder sa ar
XNY={z; e X NzeY}
och
XUY ={z; ze X VzeY}

Notera att AV B har samma sanningsvirde som =B — A. Bada ar
namligen falska om och endast om bade A och B ar falska.

Ekvivalens. Tva satser ar ekvivalenta om de har samma sannings-
varde, dvs vi har sanningstabellen

A|B|AB
S[s| S
S|F| F
F|S| F
F|F| S

Sprakligt uttrycker vi ekvivalens bl.a. som

e A ir ekvivalent med B

e om Asd BochomBsaA

e A om och endast om B

o A ir ett nodvéandigt och tillrdckligt villkor for B

Ibland anvinder man férkortningen “omm” f6r “om och endast om”.
Notera att A <> B har samma sanningsvérde som (A — B)A (B —
A). For att visa att A dr ekvivalent med B sa ricker det alltsa att visa
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att A medfér B och att B medfor A; detta ar for 6vrigt en mycket
vanlig metod.

Det ar vart att papeka att man i matematik har konventionen att
man i definitioner anvinder implikation trots att man noga taget menar
ekvivalens. Definitionen av begreppet positiv funktion kan t ex se ut pa
foljande sétt.

DEFINITION 2.13. En funktion f(z) pa ett intervall I sigs vara
positiv, om f(z) > 0 for alla z € I.

Om man inte skriver ut det explicit sa maste man se till att det
anda framgar av sammanhanget att det ror sig om en definition. Efter
att definitionen vil dr gjord géller sedan att en funktion f(z) ar positiv
om och endast om f(x) > 0 for alla x.

Tautologier. En satslogisk utsaga ar en tautologi om den dr sann
for alla tdnkbara sanningsvirden pa de ingaende satsvariablerna. En
sats som alltid &ar falsk, dvs sddan att dess negation dr en tautologi,
kallas en kontradiktion.

EXEMPEL 2.14. Vi ska visa att satsen
(2.1) (AV B) < (=B — A)

ar en tautologi, dvs sann for alla sanningsvirden pa A och B. Man kan
gora detta genom sitta upp en sanningstabell:
A \ B \ (AVB) < (—B
S|S S S F
S| F S S S
Fl|S S S F
F|F F S S

I princip kan man alltid avgéra om en sats ar en tautologi med hjilp av
sanningstabell, men om satsen innehaller n satsvariabler sa blir antalet
rader i tabellen 27, vilket ju vixer mycket snabbt med n. For stora
satser dr det darfor bast att forst forsoka reducera antalet fall man
maste kolla. Man kan t ex utnyttja att en implikation &r falsk omm
forledet ar sant och efterledet falskt. I vart exempel kan man darfor
direkt notera att =B — A ar falsk omm —B ar sann och A ar falsk,
men detta giller ju omm bade A och B ar falska, vilket i sin tur géller
omm AV B ir falsk. Alltsa dr (2.1) en tautologi. O

o W W
N L

Det kan vara bra att kidnna till nagra andra vanliga tautologier.
Fran A — B och A kan man dra slutsatsen B, dvs

(2.2) (A= B)ANA) — B
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ar en tautologi. Detta brukar kallas modus ponens. En annan tautologi
ar

(2.3) (AN—-A) — B,

vilken &r sann eftersom forledet alltid &r falskt. Vi har &ven de distri-
butiva lagarna

(2.4) AN(BVC)— (ANB)V(ANC)
och
(2.5) AV (BNC)«— (AVB)A(AVCO).

Jamfér med motsvarande pastaende for mangder,
XNYuz)=(XnY)Uu(XnZ)
och
XulYnzZ)=(XuY)n(Xu2z),
om X, Y och Z dr mangder.

UPPGIFT 2.6. Visa att (2.4) och (2.5) &r tautologier.

Vidare kollar man litt att =(A A B) &r ekvivalent med —A V - B
och att A A (B A C) ar ekvivalent med (A A B) A C sa att vi utan
tvetydighet kan skriva A A B A C. Samma sak géller for V istéllet for
A.

Ibland kan man visa att en implikation ¢ — 1 &r sann genom en s.k.
hdrledning. Man antar att ¢ dr sann och utnyttjar s.k. hdarledningsregler
for att sluta sig till att da dven 1) maste vara sann. Exempel pa sadana
hérledningsregler 4r modus ponens, se ovan, samt (jmf (2.3)) att man
fran satserna A och —A far dra slutsatsen B.

EXEMPEL 2.15. Vi pastar att
(2.6) (A— -B) - -A) - (A — B).
I stéllet for att sitta upp en sanningstabell kan vi avgora detta genom

att anvinda hérledningsreglerna ovan. I det foljande &r varje rad en
konsekvens av de féregaende.

(A—-B) — -A
(mAV-B) — -A
-(AANB) — -A
(AN B) V -A
(Av-4) A (BV-A)
BvVvV-A
A— B

I tredje raden fran slutet har vi anvént (2.4). O
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UPPGIFT 2.7. Visa att &ven omvéndningen av (2.6) &r sann.

EXEMPEL 2.16. Ett ar « dr ett skottar om och endast om det ar del-
bart med fyra och det dessutom géller att det antingen inte &r delbart
med 100 eller dr delbart med 400. Om vi infér satsvariablerna
A:  x ar ett skottar
B: x ar delbart med 4
C: x ar delbart med 100
D: z ar delbart med 400,
sa galler alltsa att

BA(=CV D)« A,
dvs
(BA=C)V (BAD)«— A
Men BA D « D sa vi far att
(BA-C)V D < A.
Exempelvis var inte ar 1900 ett skottar, men ar 2000 ar det. U

UPPGIFT 2.8. Visa att (mAV B) A C medfér (C — A) — B men
att omvindningen inte dr sann.

UPPGIFT 2.9. Anvénd sanningstabell eller avgdr pa annat sétt vilka
av foljande satser som &dr tautologier.
e (i) 7"(A— (BV-(C)) — (-(AVB)Vv(O).
e (ii) (AABAC)V(AAN=BAC)V(mAAN-BAC)V(=AAN-BA-C).
e (iii) ~(A — (BV-C)) — ((AV B) Vv =C).

3. Kvantifikatorer

For att kunna gora en ndrmare beskrivning av hur man resonerar i
matematiska (och andra) sammanhang récker det inte med bara satslo-
gik utan man behover dven infora s.k. kvantifikatorer eller kvantorer.
Den (enklaste) formaliserade varianten man far kallas (forsta ordning-
ens) predikatlogik (elementary logic pa engelska). En viss kinnedom om
predikatlogik tillhor matematisk allménbildning och en orientering ges
1 avsnitt 5.

Manga matematiska pastaenden ar s.k. dppna utsagor, dvs de inne-
haller en eller flera variabler, och sanningsvirdet pa utsagan kan bero
pa vilka fixa viirden man ger dessa variabler. En utsaga (pastaende)
som “z? > 4”7 #r uppenbarligen sann for vissa viirden pa z men falsk

for andra. Lat oss beteckna utsagan med ¢. Ibland skriver man da ¢(x)
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for att understryka att variabeln z ar frii ¢. Man sdger att en (6ppen)
utsaga dr sann om den ar sann for alla fixa virden pa variablerna. Till
att borja med kan det verka lite lustigt att tillskriva en 6ppen utsaga
ett sanningsvirde, men tinker man efter finner man att detta &r prax-
is i matematisk text. Man kan uppfatta detta som att allkvantifiering
underforstas. Exempelvis dr utsagan “om x < —2 s& dr 2 > 4”7 sann i
kraft av att den &r sann for alla (reella) z.

Vi infér nu symbolerna V och 3, allkvantorn och existenskvantorn.
Om ¢ &r en utsaga sa kan man bilda Vz¢, och denna ar sann omm ¢
sjalv ar sann (for alla ). Man kan ocksa bilda 3x¢ vilken &r sann omm
det finns ett fixt val av o si att ¢ ar sann. Om 1) dr utsagan “z? = 27,
sa dr alltsa dxi) ett sant pastaende, men v sjilv och Vzy) dr falska.

ANMARKNING 3.1. Eftersom Vz¢ dr sann omm ¢ &r sann kan man
fraga sig varfor Vo behovs. Sa fort man sidtter samman utsagor med
konnektiver har det emellertid betydelse om de ar slutna med allkvan-
torer eller inte. Exempelvis kan ¢(z) V ¢(z) vara sann utan att for
den skull ¢(x) eller ¥(z) &r sann. Tag t ex ¢ som x > 0 och ¢ som
—x > 0. U

Liksom &r fallet med konnektiverna, finns det manga olika sétt att
sprakligt uttrycka Vax¢. Hir dr nagra exempel;

o for alla = giller (att) ¢
o for varje x giller (att) ¢
o for ett godtyckligt = géller (att) ¢

Vidare paminner vi om exemplet “en deriverbar funktion &r kontinu-
erlig” som ju innehaller en “dold” allkvantor. Lisaren uppmanas att
tdnka ut fler exempel.

I vanligt sprak uttrycker man Jz¢ exempelvis som

e det finns (ett) x sadant att ¢ (géller)
e det existerar ett x sadant att ¢ (géller)
e vi kan viilja (ta, hitta,...) = sadant att ¢ (géller)

Mer konkret forekommer det tredje fallet t ex i en mening som “...och
eftersom x ar udda kan vi sdtta x = 2m + 1 diar m &r ett heltal. ...”

EXEMPEL 3.2. Ibland kan en mening, taget ur sitt sammanhang,
vara tvetydig. Meningen “En reell funktion pa mangden M &r begrin-
sad” kan tolkas, beroende pa sammanhanget (och tonvikten pa ordet
“En” nédr meningen lises), bade som “Det finns en funktion pa M som
4r begrinsad” och som “Varje funktion pa M &ir begrinsad”. Ar det
det forsta fallet som avses, kan man fortydliga genom att lagga till
“atminstone”, “i alla fall” eller dylikt. 0
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Om man har flera kvantifikatorer &r det viktigt att halla reda pa
ordningen.

EXEMPEL 3.3. Lat ¢ vara x > y, dir x och y star for reella tal.
Déa ar Vzdy¢ sann men JyVa¢ ar falsk. Till varje (fixt) = finns det ju
nagot y sadant att x > y. Daremot finns det ju inte nagot fixt y som
ar mindre an eller lika med alla z.

Gillar man inte det exemplet kan man istéllet vilja att kvantifiera
6ver mangden av alla ménniskor som nagonsin levat, och lata ¢ sta for
“y dr mor till 2”. Ocksa i detta fall ar det sa att Vxdy¢ ar sann men
JyVze ar falsk. Varje minniska har ndmligen en mor, men det finns
inte nagon som &r mor till alla ménniskor.

Det allra enklaste dr att vilja en mingd med tva element och en
lamplig relation pa denna som i exempel 5.6. U

Alltsa ar inte alltid
Vedygp — JyVao

sann. Daremot kan man alltid byta plats pa tva kvantorer av samma
slag, dvs
VaVyo «— YyVao

ar sann, och motsvarande géller for existenskvantorn.
UPPGIFT 3.1. Visa (dvs dvertyga dig om) att

(3.1) IYWNrp — Vedyo

ar sann for varje utsaga ¢.

Vi ska nu studera hur kvantorerna ar relaterade till negation, och
vi borjar med ett exempel.

EXEMPEL 3.4. Lat ¢ sta for “x klarade tentan”. Da betyder Vz¢
att alla (t ex i klassen) klarade tentan, medan —Vz¢ betyder att det
inte var sa att alla klarade tentan. Det senare innebdr att det fanns
atminstone nagon i klassen som inte klarade tentan, dvs 3x(—¢). O

Man kan ganska litt overtyga sig om att fenomenet i det forra
exemplet, giller allmént, dvs att vi har

(3.2) Vr—¢ <« —Jxeg
och (ekvivalent)
(3.3) dx—¢ > V.

Negationen av utsagan “Varje reell funktion pa mingden M &r be-
gransad” dr alltsa “Det finns en reell funktion pa méangden M som inte
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ar begransad”. Den senare meningen kan ocksa uttryckas som “Det finns
en obegriansad reell funktion pa méngden M”.

UPPGIFT 3.2. Fundera igenom innebdérden av var och en av foljande
meningar. Vilka uttrycker samma sak?

e (i) Alla reella funktioner pa miangden M ar obegrinsade.

ii) Alla reella funktioner pa méngden M &r inte begransade.
iii) Inte alla reella funktioner pa méngden M &r begrinsade.
iv) En reell funktion p4 M &r begrénsad.

v) Alla reella funktioner pa mingden M &r inte obegrinsade.

(vi) Alla reella funktioner pa méangden M &r begrinsade.

(
(
(
(

Hittills har vi underforstatt 6ver vilken méngd man kvantifierar.
Man kan ocksa infora villkor pa kvantifikatorerna. Om ¢ &r en utsaga
sa kan vi bilda (Vz)y¢, vilket definitionsmissigt innebdr Va (¢ — ¢),
dvs “¢ giller for alla x sadana att ¢ giller”. P4 samma sétt kan man
bilda (3z),¢ vilket betyder 3x(1) A ¢), dvs “det finns ett x sadant att
bade ¥ och ¢ géller”.

PROPOSITION 3.5. Vi har alt

(3.4) (1) ¢ < (Va)y—o
och
(3.5) (Vo) < (Ir)y—o

BEVIS. Vi borjar med att visa (3.4). Genom att anvinda definitio-
nen, (3.2) och enkel satslogik sa far vi

—(3x)pd — Tz (P A @) = V(P A @) = V(i — =) « (Va)y—e.
Detta visar (3.4). Man far nu (3.5) genom att ta negationer i bada
leden av (3.4). O

UPPGIFT 3.3. Visa hur man far (3.5).

En vanlig situation ar att v star for x > 0. I detta fall skriver man
ofta Vo > 0 och 3z > 0 hellre &n (Vx),~o respektive (3x),>0-

EXEMPEL 3.6. En funktion f(z) pa R &r kontinuerlig i punkten y
om det till varje € > 0 finns ett 0 > 0 sadant att det for varje x géller
att

(3.6) |z —y| < 6 medfor att |f(z) — f(y)| <e.

Om utsagan (3.6) betecknas med ¢ sa ar alltsa f kontinuerlig i y omm
Ve > 030 > OVx¢. Man séger att f ar kontinuerlig, om den &r kontinu-
erlig i varje punkt y. Vi kan skriva detta som

(3.7) Yy (Ve > 0)(30 > 0)Vxo.
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Det finns ett annat viktigt besliktat begrepp. Man siger att f ar lik-
formigt kontinuerlig om det till varje € > 0 finns ett 6 > 0 sadant att
¢ géller for alla y och x; alltsa

(3.8) (Ve > 0)(36 > 0)VyVxo.
Notera skillnaden mellan (3.7) och (3.8). O

EXEMPEL 3.7. Antag att vi vill negera pastaendet att f ar konti-
nuerlig pa R. Genom att sitta — framfor (3.7) och anvénda (3.4) och
(3.5) far vi

Jy(Je > 0)(Vd > 0)3x—¢.
Notera att —¢ innebér (kolla!)

|z —y| <doch |f(z) - f(y)] > e

Med ord kan vi darfor uttrycka negationen av att f dr kontinuerlig pa
R som “Det finns ett y och ett positivt tal € sadana att det till varje
godtyckligt litet positivt ¢ gar att hitta en punkt x sddan att |z —y| < ¢
men likvil |f(z) — f(y)| > e. O

I normalfallet anvinder man inte symboler nir man negerar mate-
matiska pastaenden utan man forsoker kinna sig fram till vad negatio-
nen innebédr, men ibland kan det vara en fordel att kunna stédja sig pa
en kalkyl som i forra exemplet. Hur man gor ar till viss del en fraga om
personlig ldggning, tycke och smak.

UPPGIFT 3.4. Negera pastaendet att f dr likformigt kontinuerlig.

ANMARKNING 3.8. Vi har i detta avsnitt diskuterat kvantifiering av
Oppna utsagor. I informella sammanhang anvinds ibland kvantorerna
aven som en direkt ersdttning av ett sprakligt uttryck, som i meningen
“En funktion f(x) &r positiv pa intervallet I om f(z) > 0 Va € I”. Fler
exempel dyker upp i avsnitt 5. 0

4. Matematiska teorier

En satsimatematik dr en utsaga som man strikt logiskt kan hirleda
fran axiom, andra redan kinda satser och kidnda och eventuellt nya
definitioner. Nér vi val har lyckats definiera rationella och reella tal sa
far utsagan “v/2 &r ej rationellt” en innebérd, och som vi sett tidigare
ar den i sjilva verket en sats.

Man brukar i praktiken forbehalla bendmningen sats till sadana
bevisade utsagor som man tycker dr sirskilt viktiga. En sats som i
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sammanhanget ar lite mindre viktig kallar man ofta proposition, och en
sats som bara har intresse medan man genomfor beviset av en viktigare
sats brukar man kalla for ett lemma.

ANMARKNING 4.1. Det finns ett formellt synsitt att alla sanna
matematiska pastaenden &r satser, oberoende av huruvida de ar bevi-
sade eller inte. Detta verkar dock inte stimma med hur matematiker i
allmédnhet anvinder ordet sats. Det dr vanligt med formuleringar som
“den satsen &r fran 1972” eller “det ar en sats av Hormander”, och vad
som avses ar da att pastaendet visades, eller eventuellt bade formule-
rades och visades, 1972 respektive av Hormander. Det forfaller da vara
underforstitt att satsen inte fanns tidigare. A andra sidan forekommer
daven uttalanden som “..., men det visade sig langt senare att satsen
i sjilva verket dven giller i alla konvexa omraden”, vilket antyder en
bakomliggande uppfattning om att satsen har funnits dar hela tiden,
men att det drojde innan nagon upptackte den. Det ar dven vart att
papeka att inte varje bevisbar utsaga kallas sats av matematiker. Det
kravs att utsagan pa nagot sitt ar intressant. Vad som &r intressant
varierar forstas fran person till person och fran tid till annan. Hur som
helst &r detta bara en fraga om bruket av ordet sats bland matematiker.

En annan sak dr vad det innebér att en matematisk utsaga ar sann.
Vissa menar att det maste finnas ett kiint bevis (vissa kriver dessutom
ett s.k. konstruktivt bevis, se nedan), andra menar att en utsaga ar
sann om det finns ett bevis (som eventuellt &nnu ar oupptickt). Det
finns emellertid pastaenden om reella tal sasom kontinuumhypotesen,
se avsnitt 5, som man vet inte kan bevisas eller motbevisas utifran
mangdteorins axiom. Om man tillskriver de reella talen en absolut,
av manniskor oberoende, existens, ar det rimligt att tdnka sig att varje

pastaende om dessa tal, sasom kontinuumhypotesen, dr sant eller falskt.
O

De logiska principer som vi har gatt igenom sa langt dr de som man
normalt anvinder i matematisk bevisféring. Om man t ex kan visa att
det leder till motségelse att anta att det inte finns ett objekt med en
viss egenskap sa anser man att man ddrmed har bevisat att ett sadant
objekt existerar. Detta satt att resonera dr dock inte helt oomstritt.
Det finns de som héavdar att man for att bevisa ett existenspastaende
ska kunna peka ut eller konstruera objektet i fraga; man talar da om
ett konstruktivistiskt synsétt. I alla hindelser anser de flesta att det ar
att foredra om man verkligen kan hitta objektet i fraga. Lat oss se pa
ett enkelt exempel.

EXEMPEL 4.2. Vi vill bevisa foljande pastaende: Det finns ett par
av positiva irrationella tal a och b sadana att a® &r rationellt.
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Vi vet redan att /2 &r irrationellt. Vi pastar att antingen paret
a =2, b=+/2 eller paret a = \/5\/5, b = /2 har 6nskad egenskap.
Om namligen \/5\/5 ar rationellt sa duger det forsta paret. Om a andra

sidan \/5\/i ar irrationellt sa duger det andra paret; da &r ju a och b
bada irrationella och

W= (V2= e = e

som &r rationellt. Alltsa ar beviset klart, utan att vi for den skull vet
vilket av paren som verkligen har den 6nskade egenskapen. O

Den vanliga uppfattningen ar att de naturliga talen finns, och fran
dessa kan man sedan definiera heltal, rationella tal, reella tal och kom-
plexa tal, se kapitel 3. Om man nu ska bevisa satser om naturliga tal,
vad far man da utga fran? Om man tror pa att talen finns, sa kan man
forsoka hitta nagra pastaenden, axiom eller postulat, som ar sjilvklart
sanna och sedan férsoka bevisa allt annat utifran dessa. Foljande axi-
omsystem ar fran slutet av 1800-talet.

EXEMPEL 4.3 (Peanos axiom). Man infor en symbol 0 och féljande
axiom:

e P1 0 &r ett naturligt tal.

e P2 till varje naturligt tal n finns ett entydigt bestdmt natur-
ligt tal n’, som kallas efterfoljaren till n.

e P3 n/ #£0 for alla n.

e P4 Omm' =n'sdarm=n.

e P5 Om X ir en méingd av naturliga tal sadan att 0 € X och
sadan att n’ € X om n € X, s& innehaller X alla naturliga
tal.

Man kdnner igen P5 som induktionsaxiomet. Utifran dessa axiom kan
man definiera de vanliga operationerna - och 4 och bevisa allt man vet
ar sant om naturliga tal. Vi ska titta ndrmare pa detta i kapitel 3. [J

EXEMPEL 4.4. Pa samma sétt inférde Kuklides axiom for geome-
trin. Han menade att linjer och punkter existerade och att de uppfyllde
vissa fundamentala egenskaper (axiom) och ur dessa lyckades han bevi-
sa alla da kénda satser om geometri. Detta behandlar vi i kapitel 4. [J

Man méter ibland i olika sammanhang inom matematiken resone-
mang som liknar varandra dven om de ytligt sett handlar om olika
saker. Man kan da férsoka abstrahera ut grundliggande gemensamma
drag och inféra en axiomatisk teori. Denna bestar precis som i de tva
foregaende exemplen av nagra grundliggande begrepp samt ett antal
axiom som reglerar forhallandet mellan dessa begrepp. En modell till
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teorin ar en icketom mangd M dar varje begrepp i teorin har en tolk-
ning, pa ett sadant sitt att axiomen ar sanna pastaenden om M. Av
praktiska skl later vi M #ven beteckna hela modellen (dvs méangden
tillsammans med tolkningarna av begreppen). Alla utsagor som man
kan bevisa utgaende fran axiomen blir da sanna pastaenden om varje
modell. En teori sidgs vara konsistent om det inte gar att bevisa en
motsdgelse i den. Om teorin har en modell sa kommer varje pastaende
1 teorin att svara mot ett pastaende i modellen, och darfér maste teorin
vara konsistent.

ANMARKNING 4.5. Man siger att en utsaga inom en teori ar sann,
om den dr sann for varje modell till teorin. Huruvida det dr mojligt att
finna ett bevis for satsen dr en annan sak. I fallet med predikatlogiska

teorier, sa finns det alltid ett bevis av en sann utsaga, se nésta avsnitt.
O

EXEMPEL 4.6 (Gruppteori). Man har ett element e samt en opera-
tion, kallad multiplikation, som till varje ordnat par av element x och
y ger ett nytt element xy sa att foljande ar uppfyllt:

o (ry)z = z(yz) for alla z,y, 2

o re =ex =z for alla x

e till varje x finns ett element y sadant att xy = yx = e.
Modellerna till denna teori kallas grupper. Teorin ar konsistent eftersom
exempelvis heltalen Z med operationen + &r en modell. En annan mo-
dell &r méngden av reella inverterbara 2 x 2-matriser med operationen
matrismultiplikation. O

Som illustration bevisar vi en enkel sats i gruppteori.
SATS 4.7. Antag att G dr en grupp och att xy =y. Dad dr x = e.

BEVIS. Antag att xy = y. Enligt tredje axiomet sa finns ett z
sadant att yz = e. Enligt forsta axiomet &r nu e = yz = (zxy)z =
x(yz) = xe, men fran andra axiomet har vi att re = x, s sammantaget
far vi att e = x, vilket skulle visas. O

Pastaendet ovan ér alltsa sant for varje grupp. Daremot dr pasta-
endet

(4.1) Ty = yx

inte en sats i gruppteori. For att inse detta maste vi hitta en modell
for axiomen, dvs en grupp, dir (4.1) inte &r sann. Man kan exempelvis
ta mangden av alla inverterbara 2 X 2-matriser, dar xy svarar mot
matrismultiplikation.

UPPGIFT 4.1. Kontrollera detta!
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Andra vanliga axiomatiska teorier ar teorin for linedra rum, topolo-
giska rum, Banachrum, mangfalder, vektorbuntar, kirvar etc.

Ibland lagger man till extra axiom. Om man till axiomen i gruppte-
ori lagger till pastaendet (4.1) som ett extra axiom sa far man teorin for
abelska grupper. Att dven denna ar konsistent inses av att t ex heltalen
7 med operationen + ar en modell.

Man séger att tva modeller M; och M, till en teori ar ¢somorfa om
det finns en bijektion (enentydig korrespondens) mellan méngderna sa-
dan att tolkningen av ett givet begrepp i de bada modellerna stimmer
overens under denna bijektion. Enkelt uttryckt innebar detta att mo-
dellerna ser likadana ut, férutom att man har bytt namn pa objekten.

EXEMPEL 4.8. Om M; ar méangden av de reella talen, sa dr M;
en modell till gruppteorin, dvs en grupp, om e tolkas som talet 0 och
xy tolkas som addition av tal. Mangden M, av positiva reella tal ar
ocksa en modell om e tolkas som 1 och zy tolkas som multiplikation av
tal. Man ser litt att dessa modeller dr isomorfa genom den bijektiva
avbildningen exp: M; — M. O

Det ar klart att det finns icke-isomorfa modeller till gruppteorin,
dvs icke-isomorfa grupper, eftersom vi har sett att (4.1) &r sann for
somliga grupper men inte fér andra. Det dr diremot ganska latt att
overtyga sig om att varje modell till Peanos axiom &r isomorf med de
naturliga talen, se vidare i kapitel 3.1.

Om man tror pa att de naturliga talen existerar och uppfyller Pe-
anos axiom sa ar det sjalvklart att man aldrig kan bevisa nagon mot-
sigelse fran dessa axiom. Kring sekelskiftet var man intresserad av att
pa nagot sitt bevisa att det aldrig gar att hirleda nagon motsigelse.
For att gora detta fick man anldgga ett formellt synsatt pa axiom och
bevis utifran givna axiom; ett sitt ar att utnyttja predikatlogiken som
vi ska titta pa lite i néista avsnitt.

ANMARKNING 4.9. De befintliga matematiska teorierna har inte
uppkommit bara av en slump utan som ett led i en historisk utveckling
for att soka svar pa tidigare inom- eller utommatematiska fragor. I prin-
cip kan man forstas hitta pa definitioner pa mafa och ett antal axiom,
och pa sa sitt bilda en ny matematisk teori (som forhoppningsvis &r
konsistent atminstone). Det finns naturligtvis olika uppfattningar om
vilka matematiska teorier som sarskilt ar virda att dgna sig at, precis
som asikterna om annan kulturell verksamhet varierar kraftigt. 0

ANMARKNING 4.10. Det faktum att matematiken innehaller en
massa satser som bevisas fran andra satser betyder emellertid inte att



28 1. NAGOT OM LOGIK

matematisk forstaelse bara gar ut pa att 6verblicka langa rackor av lo-
giska argument. Forstaelsen bygger i hog grad pa idéer och forklaringar
som ofta beskrivs med bildsprak och som analogier till nagot mer 1att-
begripligt. En forskare i matematik sitter darfér normalt inte heller
och laborerar med logiska argument utan férscker, genom att betrakta
olika mer konkreta exempel och genom att férsoka hitta analogier till
redan kinda teorier eller séitt att resonera, komma fram till nya teorier
eller nya resultat (satser), synsdtt och metoder inom néagon befintlig
teori. U

5. Predikatlogik

I det hér avsnittet ska vi kortfattat beskriva predikatlogik, eller mer
exakt forsta ordningens predikatlogik.

I (en) formell predikatlogik har man till att borja med ett alfabet
bestaende av (individ)variabler x,y, z,...x1,Zs, ..., individkonstanter
a,b,c,... a1, asq,..., en uppsittning predikat(symboler) t ex

A(z), B(x1,xs) ... A1(x,y, 2)

etc samt predikatet =. Antalet variabler efter sjilva predikatet marke-
rar om det ar ettstdlligt, tvastdlligt osv. Predikatet = ar tvastilligt och
man skriver variablerna pa var sin sida om det, dvs x = y. Istéllet for
—(x = y) skriver vi ofta x # y. Man kan ocksa ha funktionssymboler
som f(x), g(x,y) etc. Slutligen ingar i alfabetet de vanliga konnekti-
verna samt kvantorsymbolerna V och 4.

Vi ska nu beskriva predikatlogikens syntax. Ett uttryck ¢ ar en
term om antingen ¢ dr en individvariabel eller en individkonstant eller
f(ti,t2,...) dér f dr en funktionssymbol och t; &r andra termer. Detta
ar en s.k. induktiv definition. De enklaste termerna dr alltsd variabler
och individkonstanter och man kan sedan bygga upp mer och mer kom-
plexa termer genom funktionssymboler. (Notera att vi i satslogiken har
en rekursiv definition av vad som ar (satslogiska) satser.)

Begreppet formel definieras ocksa induktivt. Ett uttryck ¢ ar en
formel om antingen ¢ &r A(ty,to,...), ddr A &r ett predikat och ¢; &r
termer (antalet ska svara mot stilligheten hos A forstas), eller ¢ &r
Vi) eller dx1), dér x dr en variabel och ¢ dr en annan formel, eller ¢
ar en satslogisk kombination av andra formler. Definitionen ger alltsa
principerna for hur man kan bygga upp mer och mer komplexa formler.

Om ¢ bara bestar av ett predikat A(tq, 1o, ..., t,), s sdger man att
alla variabler som férekommer i termerna ¢4,...,t,, ar fria i formeln ¢.
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Nar man for en godtycklig formel ¢ bildar Vxo eller dx¢ sa binds alla
x i ¢ som forekommer fria, dvs de x som inte redan tidigare ir bundna
av nagon annan kvantor.

EXEMPEL 5.1. I formeln Vz(A(z,y) — JyB(z,y, f(z, 2))) dr alla
bundna, vinstra forekomsten av y ir fri medan den hogra ar bunden,
och z ar fri. U

DEFINITION 5.2. En tolkning av (en) predikatlogik ar en icketom
mangd M, kallad tolkningens domdn, i vilken man till varje individ-
konstant har tillordnat ett fixt element i M, till varje predikat har
tillordnat en motsvarande relation (med ritt stillighet) i mangden M,
dar = svarar mot likhetsrelationen pa M, och man till varje funktions-
symbol har tillordnat en motsvarande funktion pa M. En formel ¢ ar
sann i denna tolkning om motsvarande pastaende i M &r sant.

ANMARKNING 5.3. En enstillig relation R pa en méngd M &r helt
enkelt en delméngd till M. For varje x € M géller alltsd antingen
relationen R eller sa giller den inte, dvs x € Reller z ¢ R. En tvastillig
relation R dr en delméngd till M x M (se kapitel 2), dvs for varje
ordnat par av element (z,y) sa giller antingen att (z,y) € R eller att
(r,y) ¢ R. Pa liknande sitt definieras m-stéllig relation, se vidare i
kapitel 2. O

ANMARKNING 5.4. Sista meningen i definition 5.2 kréver en for-
klaring. Man kan visa med induktion att varje formel svarar mot ett
pastaende om modellen och féljaktligen har ett sanningsvirde. Detta ar
val intuitivt sjalvklart och hur som helst sa hoppar vi 6ver det formella
argumentet och hanvisar till nagon bok i logik. Kom ihag att en 6ppen
utsaga U dr sann om och endast om motsvarande utsaga VzU &ar sann.
Alltsa géller att en formel ¢ ar sann i en tolkning om och endast om
formeln Vz¢ ar sann. 0

EXEMPEL 5.5. Lat alfabetet besta av de logiska symbolerna, =,
lampliga variabler x, y, z, ... och det tvastélliga predikatet A(z,y). Lat
¢ vara formeln yVzA(x,y). I tolkningen M = R, och A(z,y) svarande
mot x > y, dr ¢ falsk, men i tolkningen M = N (de naturliga talen),
och A(x,y) svarande mot x > y, 4r ¢ sann. O

UPPGIFT 5.1. Lat ¢ vara formeln fran féregaende exempel och den
tolkning dar M ar méingden av studenter som ar registrerade pa kursen
i Logik och geometri i ar, och A(x,y) tolkas som “x &r lingre &n eller
jimnlang med y”. Avgér om ¢ ar sann i denna tolkning.
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EXEMPEL 5.6. Ett enkelt sétt att hitta en modell i vilken FyVr A(z, y)
ar falsk men Vr3yA(x,y) ar sann ar att ta en méngd med tva element,
t ex M = {0, 1}, och relationen {(0,0), (0,1)}. O

EXEMPEL 5.7. Lat alfabetet besta av de logiska symbolerna, =,
lampliga variabler x,y,w, ... och det trestélliga predikatet A(x,y, z).
En tolkning kan vara att M = R och A(z,y,2) tolkas som = —y =
z. En annan tolkning ér att M = {delméngder till N} och A tolkas
som x Ny = z. Formeln VaVy(A(x,y, z) — A(y, z, 2)) &r falsk i forsta
tolkningen men sann i den andra. O

EXEMPEL 5.8. Lat alfabetet besta av de logiska symbolerna, =,
lampliga variabler x, vy, z, . . ., individkonstanten 0 och funktionssymbo-
len f(x,y). Lat vidare ¢ vara formeln

Vady(f(z,y) = 0).
I tolkningen dar M = Z, 0 tolkas som noll, och f(z,y) som = + y, &r
formeln ¢ sann, men i tolkningen dar man byter Z mot N &r formeln

¢ falsk. 0

DEFINITION 5.9. En formel ¢ dr logiskt sann om den &r sann i
varje tolkning. Lat W vara en (eventuellt odndlig) méngd av formler.
En formel ¢ &ar en logisk konsekvens av ¥ om ¢ ar sann i varje tolkning
dér alla formlerna i U &r sanna. En (predikatlogisk) teori &r en méngd
av formler W. Formlerna i ¥ kallas da aziom for teorin. En modell till
teorin W ar en tolkning dér alla formlerna i ¥ &r sanna. En formel ¢
som dr sann i varje modell till teorin ¥, dvs en logisk konsekvens av
W, kallas en sats i teorin W.

Notera att formeln ¢ &r sann i en tolkning omm ¢ &r sann i denna
tolkning, dir ¢ betecknar den slutna formel man far genom att binda
alla fria variabler med allkvantorer. Det foljer att ¢ ar en logisk konse-
kvens av formeln ¢ (noga taget av den mingd ¥ av formler som bara
bestar av formeln ¢) om och endast om Y — ¢ ir en logisk sanning.

UPPGIFT 5.2. Ténk igenom detta!

EXEMPEL 5.10. Lat ¢ vara x = a och 1 vara y = a. Vi pastar att
1 en logisk konsekvens av ¢ och Vx¢ — Vyi dr en logisk sanning, men
att ddremot inte ¢ — v ar en logisk sanning.

Att ¢ ar sann i en modell innebdr att Va¢ dr sann, vilket i sin tur
betyder att i denna modell varje element ar lika med (tolkningen av)
individkonstanten a. Detta innebar forstas att modellen bara har ett
enda element, och darfor ar dven v sann. Det foljer nu att ¢ ar en logisk
konsekvens av ¢. Av samma skél dr V¢ — Vyip dr en logisk sanning.
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Formeln ¢ — ¢ ar sann i varje modell med bara ett element, men falsk
i varje modell med fler &n ett element, och darfor dr formeln inte en
logisk sanning. U

EXEMPEL 5.11. Antag att ¢(z) och ¥ (x) dr formler med endast en
fri variabel x, t ex enstélliga predikat. Vi vill visa att

Va(p(r) = () — (Veo(r) — Yy (z))

ar en logisk sanning. Om M &r en tolkning sa kommer ¢(z) och 1(x)
att svara mot enstélliga relationer, dvs delméngder, M, respektive My
av M. Alltsa innebér Vz(p(x) — ¢(x)) att My &r en delméngd till
M,. Vidare innebér Vxo(x) att M; = M och pa samma sitt innebér
Va(z) att My = M. Nu foljer det med satslogik att hela pastaendet
ar sant i tolkningen M. Eftersom M var en godtycklig tolkning sa &r
alltsa utsagan logiskt sann.
Déremot ar inte omviandningen

(5.1) (Vo(x) — Vap(r)) — Va(o(z) — d(z))

en logisk sanning for alla formler ¢ och . For att se detta kan vi
lata ¢ och 1 vara de enstélliga predikaten A(x) respektive B(z). Om
M = {0,1} och vi tolkar A(z) som {0} och B(x) som ) s& kommer
formeln (5.1) inte att vara sann. O

UPPGIFT 5.3. Visa att
(5.2) IyWNVrp — VaIye
ar logiskt sann for varje formel ¢.

Hur kan man da i allminhet avgora om en given formel ar logiskt
sann eller inte? Det finns ingen algoritm som i fallet med satslogik dar
man kan anvinda en sanningstabell. Man kan t.o.m. bevisa att det inte
kan finnas nagon sadan algoritm. Vad man kan gora &ar att forsoka hitta
ett bevis. Allt som foljer med satslogik ar forstas sant. Om man t ex
redan vet att ¢ och ¢ — 1 ar logiskt sanna, sa foljer att ¢ ar logiskt
sann. Vidare dr formeln ¢ en logisk konsekvens av Va¢ (och tvirtom).
Man kan ocksa ldtt 6vertyga sig om att om man i en formel ¢ byter alla
forekomster av variabeln x mot variabeln y, dir y inte alls férekommer
i ¢, och kallar den nya formeln v, sa ar ¢ en logisk konsekvens av ¢
(och vice versa).

EXEMPEL 5.12. Vi vill visa att Vz3yA(z,y) < Vy3dzA(y,z). Man
kan forstas inse detta direkt, eftersom bada leden “sdger samma sak”.
Om man vill utnyttja regeln ovan sa kan man resonera sa har: Lat oss
bérja med Vz3dyA(x,y). Ur denna kan vi dra slutsatsen Vr3zA(z, z)
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och denna implicerar i sin tur Yw3zA(w, z) som ger Yy3zA(y, z) som
ger Vydz A(y, z). Pa samma sétt at andra hallet. O

Vidare ar det klart att formeln V¢ logiskt implicerar ¢ som erhal-
lits genom att ersitta varje fri forekomst av x i ¢ med individkonstanten
a. For fullstandighetens skull ger vi féljande mer allménna variant av
det sistndmnda:

ANMARKNING 5.13. Man séger att en term ¢ &r fri for variabeln x
i formeln ¢ om ingen fri férekomst av x i ¢ paverkas av nagon kvantifi-
kator med avseende pa nagon variabel som ingar i t. Antag att ¢ ar fri
for = 1 ¢, och lat ¢ vara den formel man far da man byter ut alla fria
féorekomster av x i ¢ mot . Man kan da overtyga sig om att ¢ &r en
logisk konsekvens av Vo, T ex ar y fri for z i A(x,y) A VyVaeB(z,y),
men déremot inte i JyA(z,y). Speciellt ar alltsa t fri for 2 om ¢ inte
innehaller nagra variabler alls, t ex om ¢ dr en individkonstant a. Vi-
dare dr t fri for x i ¢ om t &r en variabel y som inte alls férekommer
i ¢. I bada dessa fall ar alltsa ¢ en logisk konsekvens av ¢, dar ¢ ar
den formel man far fran ¢ genom att byta ut alla fria férekomster av
x mot t. U

UPPGIFT 5.4. Visa pastaendet i anmérkning 5.13. Visa ocksa med
exempel att pastaendet inte behover vara sant om man gor avkall pa
villkoret att ¢ ska vara fri for x.

UPPGIFT 5.5. Antag att t ar fri for z i ¢ och antag att 1) uppkommer
fran ¢ som ovan. Visa att dz¢ ar en logisk konsekvens av ).

Nagra exempel pa predikatlogiska teorier. Vi ska nu titta pa
nagra exempel pa teorier som kan formuleras i predikatlogik. Man bér
understryka att detta inte &r mojligt for alla matematiska teorier. Som
vi ska se i ndsta avsnitt finns det exempelvis ingen predikatlogisk teori
vars modeller ar precis alla @ndliga grupper. Peanos axiomatisering av
de naturliga talen kan inte heller uttryckas i predikatlogik.

EXEMPEL 5.14 (Teorin for méngder med tva element). Vi later
denna teori ha som enda axiom

JrIYyVz(-(z=y)AN(z =2V z=1y)).

Modellerna till denna teori dr precis de mangder som har exakt tva
element. U

EXEMPEL 5.15 (En teori som saknar modeller). Betrakta teorin
med det enda axiomet

VaVy(=(z = y)).
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Eftersom = svarar mot likhetsrelationen i varje tolkning sa finner vi
att denna teori saknar modell. 0

Det &r latt att beskriva gruppteori med predikatlogik, jmf. exem-
pel 4.6.

EXEMPEL 5.16 (Gruppteori). Lat alfabetet (utéver de logiska sym-
bolerna, = och variabler) besta av en individkonstant e samt en funk-
tionssymbol f(z,y) (som vi skriver zy). Som axiom har vi

(zy)z = 2(y2),
re =2x N er=ux
Vedy(zy =e A yz =e).

En modell till denna teori kallas en grupp. O
Vi vet redan fran avsnitt 4 att formeln
Jy(zy =y) —z=e

Ar en sats i gruppteori. Aven for sa hir enkla satser dr det dock ritt
knepigt att genomfora beviset med symboler. Den som vill kan forsoka

att skriva ned ett sadant bevis med utgangspunkt fran beviset i avsnitt
4.

Det ar latt att se att inte bara gruppteori utan dven de andra vanliga
algebraiska strukturerna, som teorin for ringar, kroppar, linjira rum,
moduler etc, kan formuleras i predikatlogik.

Det vi talar om i detta avsnitt ar forsta ordningens predikatlogik.
Den utméirks av att man tillater kvantifiering 6ver elementen i en mo-
dell men inte 6ver delméngder till modellen. Om detta dr mdjligt talar
man om andra ordningens predikatlogik.

Det ar darfor inte mdjligt att uttrycka Peanos axiom med predikat-
logik. Problemet &r axiom P5 (induktionsaxiomet) (jmf exempel 4.3)
som kvantifierar 6ver mingder; observera att det kan ldsas som “For
varje delmidngd X géller att ...". Istdllet far man halla till godo med
den svagare formuleringen (a;) nedan. Den uttalar sig bara om sada-
na delméngder av en modell som kan beskrivas med en predikatlogisk
formel.

EXEMPEL 5.17 (Teorin T'). Utover de vanliga symbolerna innehaller
alfabetet en individkonstant 0 samt tre funktionssymboler S(z) (som
vi ocksa skriver z’), f(z,y) (som vi oftast skriver z + y) och g(z,y)
(som vi skriver som xy eller x - y). Vi har f6ljande axiom

(a1) a' #0

(a2) =y —z=y
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r+0=2x

r+y =(@+y)

ry =x-y+uw

(as)
(a4)
(as) z-0=0
(as)
(a7)

(¢(0) AVz(d(z) — ¢(2))) — Vad(z),
dir ¢(x) dr en formel med fri variabel x.

Noga taget dr alltsa (a;) inte ett axiom utan odndligt manga, ndm-
ligen ett for varje formel ¢(z). Man kénner igen (a7) som en beskrivning
av induktionsprincipen, dvs om ett pastaende géller fér 0, och det vi-
dare ir sa att det géller for 2’ om det géller for x, sa foljer att det géller
for alla z. Standardmodellen for denna teori adr de naturliga talen N,
dar 0 tolkas som 0, + som + och - som -, och ' som efterféljarfunktio-

nen, dvs '’ = x 4+ 1. Vi ska strax se att denna teori dven har andra
modeller. 0

Nagra andra viktiga exempel pa predikatlogiska teorier som vi kom-
mer att stota pa i kommande kapitel ar Axiomatisk mdngdteor: och
Absolut geometri.

Kompakthetssatsen. Foljande resultat som vi formulerar utan
bevis dr grundliggande i vad som kallas modellteori, och har flera in-
tressanta konsekvenser.

SATS 5.18 (Kompakthetssatsen). Antag att ® dr en mangd av (pre-
dikatlogiska) formler. Om varje andlig delmingd av ® har en modell,
sa finns det en modell for hela ®.

Med hjélp av denna sats kan man visa att teorin for dndliga grupper
inte gar att formulera i predikatlogik.

PROPOSITION 5.19. Det finns ingen predikatlogisk teori vars mo-
deller dr precis alla dndliga grupper.

Med samma bevis far man att det inte finns nagon predikatlogisk
teori vars modeller dr alla dndliga méngder, eller alla dndliga ringar
etc.

BEVIS. Antag att ® har varje dndlig grupp som modell. Lagg till de
nya individkonstanterna ay, as, as, . . . samt de nya formlerna (axiomen)
ay # as, a; # as, as # as,.... Eftersom det finns godtyckligt stora
andliga grupper, si har varje dndlig delmingd av ® U {a; # as, a3 #
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as, as # as,...; en modell. Enligt kompakthetssatsen finns alltsa en
modell G for hela formelméangden ® U {ay # aa, a1 # a3, as # az...}.
Eftersom G speciellt dr en modell for formelmangden {a, # as, a3 #
as, as # as ...} sa foljer att G inte ar dndlig. Eftersom G &r en modell
till ® har vi visat att ® har dven odndliga modeller. U

EXEMPEL 5.20. Betrakta igen teorin 7' i exempel 5.17. Man kan
fraga sig om det foljer fran axiomen att varje y i varje modell &r nagot
av elementen 0, 0/, 0”7, 0", 0¥, .. .? Svaret &r nej, se 6vning 5.6, och
héri ligger lite av predikatlogikens svaghet. I vart vanliga sprak kan vi
ju ldtt uttrycka att “varje = dr 0™ for nagot heltal m” vilket siger
samma sak som axiom P5 i exempel 4.3 men denna typ av axiom gar
inte att formulera i predikatlogik. t

UPPGIFT 5.6. Visa att det finns en modell till teorin i exempel 5.17
dar alla formlerna a # 0, a # 0/, a # 0", etc &r sanna.

En modell av detta slag brukar kallas en icke-standardmodell.

Formella hiirledningar. For att formalisera bevisforing (i predi-
katlogik) s& infor man ett system av harledningsregler. En hirlednings-
regel ar en princip enligt vilken man far en formel ur &dndligt manga
andra givna formler. Den ska vara sadan att den den erhallna formeln
ar en logisk konsekvens av de andra formlerna. Ett exempel pa ett sa-
dant system av hirledningsregler dr foljande:

1. Fran formlerna ¢, . . ., ¢ far man dra slutsatsen ¢, om ¢ ar en satslo-
gisk konsekvens av ¢, ..., ¢x.

2. Fran ¢ far man dra slutsatsen Vzo.

3. Antag att ¢ dr en formel och ¢ &r en term som é&r fri fér x i ¢ (jmf
anmérkning 5.13 ovan) och att ¢ &r den formel man far om varje fore-
komst av x ersétts med t. Da far man dra slutsatsen Vax¢ — 1. Speciellt
kan man ta t = x. Om ¢ saknar fria forekomster av = sa far man dra

slutsatsen V(¢ — ) — (¢ — Va).

Vi ska inte hdr fordjupa oss i hur det kommer sig att just detta ar
ett “tillrackligt” system av hérledningsregler, utan hanvisar till en bok
om predikatlogik.

En formell harledning (eller ett formellt bevis) i predikatlogik av
en sats ¢ i en predikatlogisk teori W, dr en dndlig rad av formler
1, G2, . . ., Om, dér varje formel antingen ar ett axiom, dvs en formel ur
U, eller foljer ur de foregaende ¢; genom nagon av hirledningsreglerna,
och dir ¢ = ¢,,. Om det finns en hirledning av ¢ fran axiomen W sa
skriver vi

UF .
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Notera att om W F ¢ sa ar ¢ en logisk konsekvens av ¥, eller annorlunda
uttryckt, ¢ ar en sats i teorin W. Detta f6ljer av att man med induktion
inser att var och en av formlerna i en hérledning av ¢ fran W dr en sats
i teorin W.

Att dven omviandningen dr sann, dr innehallet i féljande grundlig-
gande resultat som bevisades av Gédel 1930.

SATS 5.21 (Godels fullstdndighetssats). Om © dr en teori och ¢ dr

en logisk konsekvens av @, dvs en sats © ®, sa finns en hdrledning av ¢
fran @, dvs ® F ¢.

Satsen sager alltsa att varje sant pastaende i en predikatlogisk te-
ori kan hérledas (bevisas). Det bor dock understrykas att beviset av
fullstandighetssatsen &r ett rent existensbevis, dvs det anger inte alls
nagon metod for hur man kan hitta en hirledning av en given sats,
eller metod att avgora om en given formel &r en sats i teorin ®. Dock
har fullstindighetssatsen manga viktiga konsekvenser; t ex medfor den
omedelbart kompakthetssatsen.

BEVIS AV KOMPAKTHETSSATSEN FRAN FULLSTANDIGHETSSATSEN.
Om & saknar modell sa ar ¢ A —¢ sann i varje modell till &, sa ¢ A—¢p ér
en logisk konsekvens av . Enligt fullstindighetssatsen finns darfor en
harledning av formeln ¢ A —¢ fran &, dvs & - ¢ A =¢. Men en hérled-
ning involverar bara ett dndligt antal av formlerna i ® och dérfér finns
en dndlig delméngd @ av ® sadan att ' F ¢ A —¢. Detta strider dock
mot antagandet att @’ har en modell, eftersom ¢ A —¢ &r en motsigelse
och darfor inte kan vara sann i nagon modell. Alltsa foljer att ® maste
ha nagon modell. O

UPPGIFT 5.7. Visa att fullstindighetssatsen kan omformuleras pa
féljande vis:

SATS 5.22. Om @ dr en satsmdngd ur vilken man inte kan hdirleda
en motsdgelse, sa har ® en modell.

En satsmingd & kallas konsistent om det inte gar att hérleda en
motsdgelse ur ®. Det féljer att ® &r konsistent om och endast om &
har en modell.

UPPGIFT 5.8. Visa dettal



6. YTTERLIGARE OVNINGAR, TILL KAPITEL 1 37

6. Ytterligare 6vningar till kapitel 1

UPPGIFT 6.1. Fundera pa vad som skiljer utsagorna “Susan har fem
bokstéaver” och “Susanne har fem bokstéver”.

UPPGIFT 6.2. Vilken eller vilka av foljande formler &r logiskt sanna?
Ange till varje icke-sann utsaga en tolkning i vilken den &r falsk.

(4) VaTyA(z,y) — IyWzA(z, y)

(i) Ty A(z,y) — Yy A(z,y)

(i7) VyJeA(z, y) — IWeA(z, y)

(i) JaVyA(z,y) — Ve3wA(z, 2)

(v) JaVyA(z,y) — V23wA(z, 1)

(vi) JuVyA(z,y) — JaVyA(y, o)

(vid) VyJeA(z, y) — VyIeAy, )

(viii) Va(A(z) — B(z)) — (VoA(z) — YaB(z))
(i) (VzA(z) — Ve B(z)) — Va(A(z) — B(x))
(x) Va(A(z) vV B(z)) — (VeA(z) V Ve B(x)
(i) (VzA(z) VVaB(z)) — Va(A(z) V B(z))
(i) Va(A(z) A B(z)) — (VoA(z) AV B(z))
(wiii) (VzA(z) AVzB(z)) — Va(A(z) A B(z))

UPPGIFT 6.3. Visa att det for varje m > 0 finns en satslogisk utsaga
¢, innehallande m satsvariabler Aq,..., A,, sadan att ¢ ar sann om
och endast om ett jamnt antal av A; 4r sanna.

UPPGIFT 6.4. Visa att det till varje satslogisk utsaga finns en ekvi-
valent utsaga som bara bestar av konnektiverna — och V samt satsva-
riabler.

UPPGIFT 6.5. Antag att man till varje kombination av sannings-
viarden pa satsvariablerna Aq,..., A,, har angett antingen S eller F.
Visa att det finns en sats ¢ som dr sann precis for de kombinationer av
sanningsviarden pa Ay, ..., A,, for vilka man har angett S.



38 1. NAGOT OM LOGIK

UPPGIFT 6.6. Vilken eller vilka (om nagon) av foljande utsagor
uttrycker att det finns precis tva element s& att A(z) géller?

(1)  Frey(A) NA(y) ANez £y AVz(A(z) = (z =2V z=1y)))
(17) JrIYVz(A() NAly) Ne £y N (Az) = (z =2V z=1)))

(131) JrIy(A(x) NA(y) Ne Ay AVz(z=axVz=yV -A(2)))

UPPGIFT 6.7. Ange en predikatlogisk formel vars modeller &r alla
méngder med minst tva element.

UPPGIFT 6.8. Ange en predikatlogisk formel vars modeller &r alla
méngder med hogst tva element.

UPPGIFT 6.9. Ange en predikatlogisk formel vars modeller ar precis
alla mangder med exakt tre element.

UPPGIFT 6.10. Ange en predikatlogisk formel vars modeller ar alla
méngder med tva eller tre element.

UPPGIFT 6.11. Lat f vara en funktion pa R. Avgor vilken eller vilka
av foljande utsagor uttrycker negationen av att f(z) — 1 da = — 0.

e (i) Det finns B # 1 och € > 0 sadana att det till varje 6 > 0
finns = sa att |f(x) — B| < e men |z| > 0.

e (ii) Det finns € > 0 sadant att det till varje § > 0 géller att
|f(x) — 1] > € om |z] <.

e (iii) Det finns B sadant att f(z) — B da z — 0 och B # 1.

e (iv) Till varje € > 0 finns 6 > 0 och x sadant att |f(x) —1] > €
men |z| < 0.

UPPGIFT 6.12. Lat f vara en funktion pa R. Vilken eller vilka av
foljande utsagor uttrycker precis definitionen av att f &r kontinuerlig
pa R?

e (i) Till varje € > O finns ett 6 > 0 sa att det till varje x och y
giller att |f(z) — f(y)| < eom |z —y| <.

e (ii) Till varje = och varje € > 0 finns ett 6 > 0 sa att det for
varje y géller att |f(z) — f(y)| < e om |z —y| < 6.

e (iii) Till varje € > 0 och varje z finns ett 6 > 0 sa att det for
varje y géller att |f(z) — f(y)| < e om |z —y| <.

e (iv) Till varje = och y och varje ¢ > 0 finns § > 0 sa att
£(2) = F)] < e om |z —y| <.

UPPGIFT 6.13. Lat f vara en funktion pa R. Vilken eller vilka av
féljande utsagor uttrycker negationen av att f ar kontinuerlig pa R?
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e (i) Det finns € > 0 och y sadant att det till varje 6 > 0 finns
sa att |f(z) — f(y)| < e men |z —y| > 4.

e (ii) Det finns € > 0 sadant att det till varje 6 > 0 finns f och
z,y € R sadana att |[x —y| < d och |f(z) — f(y)| > e.

e (iii) For varje y finns € > 0 och = sadana att |z —y| < ¢ for
alla 6 > 0 och |f(z) — f(y)] > e

e (iv) Det finns € > 0 och y sadant att det till varje § > 0 finns
x s att |f(z) — f(y)| > € men |z —y| < 4.

UPPGIFT 6.14. Visa direkt med definitionen att f(x) = 2? dr kon-
tinuerlig. Visa direkt med definitionen att f(z) = x? inte fr likformigt
kontinuerlig.

UPPGIFT 6.15. Lat a,, vara en reell talfoljd. Vilken eller vilka av
foljande utsagor uttrycker precis negationen av att a,, — 0 da n — oo?

e (i) Det finns ett ¢ > 0 sadant att det till varje N géller att
la,| > € for alla n sadana att n > N.

e (ii) Det finns ett ¢ > 0 sadant att det till varje N finns ett
n > N sadant att |a,| > €.

e (iii) Det finns ett € > 0 och ett N sadant att att |a,| > € om
n > N.

e (iv) Till varje N finns ett € > 0 sa att |a,| > € for all n sadana
att n > N.

UPPGIFT 6.16. Lat f vara en funktion. Vilket eller vilka av foljande
pastaenden dr negationen av att f(a,) — 0 for alla foljder a, sadana
att ¢, — 0da n — oo?

e (i) Det finns € > 0 och N s.a. |f(a,)| > € for alla n > N och
varje foljd a, s.a. a, — 0 da n — oo.

e (ii) Det finns en foljd a, och ett tal N s.a. |f(a,)| > € for alla
e>0ommn>N.

e (iii) Det finns en foljd a, och € > 0 s.a. a,, — 0 da n — oo och
sa att det for varje N finns n > N s.a. |f(a,)| > €.

e (iv) Det finns en {6ljd @, och € > 0 s.a. det f6r varje N finns
n > N s.a. |f(a,)| > € och s.a. det for varje € > 0 finns ett M
s.a. |a,| <€ ommn > M.

UPPGIFT 6.17. Vilken eller vilka av foljande utsagor dr negationen
av att funktionen f(x) ar begriansad pa R 7 (Att f dr begridnsad betyder
att det finns M sadant att |f(z)| < M for alla z.)

e (i) Till varje w > 0 finns reella tal y och z sadana att f(z) > w
och f(y) < —w.

e (ii) Det finns ett w > 0 sadant att det for alla x géller att
f(z) > weller f(z) < —w.
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e (iii) Till varje w > 0 finns x € R sadant att f(zx) > w eller

f(z) < —w.

e (iv) For varjew > 0 och x € Rsa ar f(z) > weller f(x) < —w.

UPPGIFT 6.18. En méngd M av kontinuerliga funktioner pa (0, 1)
ar ekvikontinuerlig, om det till varje e > 0 finns ett 6 > 0 s.a. |f(x) —
fy)| < eom |x —y|] < doch f € M. Vilken eller vilka av foljande
utsagor uttrycker negationen av att M &r ekvikontinuerlig?

e (i) Det finns f € M och € > 0 sadana att det till varje § > 0
finns z,y € (0,1) sa att | f(z) — f(y)| < € men |z —y| > 0.

e (ii) Det finns € > 0 sadant att det till varje 6 > 0 finns f € M
och z,y € (0,1) sadana att |x —y| < d och |f(x) — f(y)| > €.

e (iii) For varje f € M finns € > 0 och z,y € (0,1) sidana att
|z —y| < 0 for alla 0 > 0 och |f(z) — f(y)| > e

e (iv) Det finns € > 0 sadant att det till varje § > 0 finns f € M
och z,y € (0,1) sadana att |f(z) — f(y)| > € men |z — y| < 4.

Nagra kommentarer

Grundliggande framstéllningar av logik finner man i [DD| eller
|[EM]. Hér finns noggranna definitioner och och bevis av de resultat,
som vi bara har berort ytligt i detta kapitel.

Hérledningsregler och formella hirledningar med s.k. naturlig de-
duktion kan man ldsa om i [DD|. Detta har stor betydelse inom data-
logi.

I [DD] finns dven en framstillning av grundliggande modellteori.



KAPITEL 2

Mangdteori

I det hér kapitlet ska vi diskutera mangdbegreppet i matematik och
beskriva hur det s.k. mdngduniversum ar uppbyggt. Vi gar forst igenom
Zermelo-Fraenkels axiomatisering av méngdteori. Vi ska dven se hur
man kan definiera naturliga tal (och i sin forlangning heltal, rationella
och reella tal, funktioner etc, kort sagt all matematik man stoter pa i
tidigare kurser) utgaende fran mangdteori. Vi ska &ven definiera vad det
innebér att tva méngder har samma antal element, samma kardinalitet,
och visa att olika odndliga méingder kan ha olika kardinalitet.

1. Zermelo-Fraenkels axiom for mingdteorin

Méngdteorin introducerades av Cantor pa 1880-talet. Till en bor-
jan mottes den av stor misstro och motstand men betraktas idag som
grundliggande for all matematik, och sa gott som all existerande mate-
matik kan i princip formuleras inom méngdteorin. Mangdteorin handlar
forstas om méngder. Vad dr da en mingd? Foljande forsok till defini-
tion kanske inte gor en sa mycket klokare: En mangd ar en samling av
(matematiska) objekt betraktade som en enhet. Detta leder ju genast
till fragan vad ett objekt dr. Ar t ex N, mingden av alla naturliga tal,
ett objekt i sig? En podng med méngdteori &r just att dven odndliga
méngder ska kunna betraktas som objekt i sig, och att dessa ska kunna
vara element i nya mangder. Vi ska se senare att ett reellt tal naturli-
gen definieras som en viss oandlig mingd, och naturligtvis vill vi kunna
tala om méangder av reella tal.

I méngdteorin gjorde man det férsta systematiska studiet av (hur
man kan handskas med) odndliga méngder. Eftersom en del av denna
verksamhet stred mot somligas sunda fornuft férsokte man att forma-
lisera det hela och ange ett antal axiom och/eller regler som bestdmde
och begrinsade hur man skulle fa handskas med méangder. Detta visade
sig inte vara alldeles latt. I de forsta forsoken att bilda en formaliserad
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teori upptickte man motsagelser. Dessa berodde 16st talat pa att man
“bildade” nya mangder alltfér ohdmmat; man tillat sig att bilda alla
méngder av typen {z; P(z)}, dar P(z) ar ett villkor, t ex en predikat-
logisk formel. Den mest kinda motségelsen dr Russels paradox.

EXEMPEL 1.1 (Russels paradox). Lat M vara mingden av alla
méngder som inte dr ett element i sig sjdlv. Man ser genast da att
M € M om M ¢ M men &ven att M ¢ M om M € M. Alltsa far man
en motsigelse. (l

UPPGIFT 1.1. Ett mer populirt séitt att formulera samma “para-
dox” ar: “Barberaren i Sevilla rakar precis de invanare som inte rakar sig
sjilva. Vem rakas da barberaren av?” Ar detta verkligen en paradox?
Forsok att forklara!

For att undvika detta fick man vara lite mer forsiktig med hur
man bildar nya mangder. Vi ska nu ga igenom en uppsittning axiom
for mangdteori ur vilken man, savitt man vet, inte kan harleda nagra
motsigelser. Det visar sig enklast att bara tala om méngder, sa att varje
element i en méngd sjilv dr en mangd, istillet for att ha nagot slags
urelement. Axiomen beskriver en intuitiv idé om hur mangduniversum
ar uppbyggt med utgangspunkt fran den tomma méangden och ett antal
méngdbildningsprinciper.

ANMARKNING 1.2. Pa grund av den skepsis som méngdteorin mot-
tes av i borjan, satte man upp som mal att bevisa att den aldrig skulle
kunna leda till nagra motsagelser. Handskandet med oandliga méang-
der skulle alltsa legitimeras genom att visa att det aldrig kunde leda
till nagot felaktigt om “riktig” dvs “andlig matematik”. Detta mal fick
overges pa 30-talet, da Godel bevisade att det inte gar att bevisa mot-
sagelsefrihet for méngdteorin (utan att ga utanfor mangdteorin sjilv).
En vanlig standpunkt bland matematiker nu fér tiden ar att méngdu-
niversum existerar oberoende av oss sjilva och vara axiom. Da ar varje
pastaende om méangduniversum sant eller falskt och om bara axiomen
for méngdteori dr sanna pastaenden om detta mangduniversum sa fol-
jer det att mangdteorin dr motsigelsefri eftersom mangduniversum da
ar en modell. En helt annan sak ar vilka satser om méangduniversum
som gar att bevisa fran de givna axiomen (eller nagon delméngd av
dem); se anmérkning 6.8. O

Vad vi presenterar hir ar en predikatlogisk teori, som brukar kallas
Zermelo—Fraenkels axiomatisering av méingdteorin ZF, som beskrivs
av axiomen ZFI t.o.m. ZFVIII nedan. Uttver de logiska symbolerna
och = har vi ett tvastélligt predikat €. For att det ska bli nagorlunda
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hanterbart sa formulerar vi dock de flesta axiomen pa svenska, och
lamnar som 6vning att fundera ut hur de kan formuleras i predikatlogik.
Vi kommer ocksa att inféra nya predikatsymboler, som man kan se som
forkortade skrivsiitt, t ex = ¢ y for —(z € y). Att x € y géller utldser
vi som att “x tillhdor y” eller “x ar ett element i y”.

ZF 1 (extensionalitetsaxiomet) Om tva méngder innehaller samma
element sa ar de lika.

Uttryckt med symboler dr detta
VyVz(Ve(z €y -z € 2) — y = 2).

Axiomet uttrycker det for var intuition sjilvklara att en méngd Ar
entydigt bestdmd av sina element.

Om a och b dr mingder sadana att varje element i b ocksa ar ett
element i a siger man att b dr en delmdangd till a. Vi skriver detta b C a;
obs att detta dven inbegriper fallet att b = a. Néista axiom uttrycker
mojligheten att bilda delmangder.

ZF II (delmingdsaxiomet) Givet ett villkor (en formel med en fri
variabel) och en méngd a sa existerar den méngd vars element &r de
element i a som uppfyller villkoret.

Givet en mingd a och formel ¢ sa ar alltsa

b={z €a; ¢}

en mangd. I praktiken uttrycker man ofta villkoret pa svenska men
man maste da forvissa sig om att det atminstone i princip ar mojligt
att formulera det predikatlogiskt, jmf exemplet nedan. (Noga taget ar
inte ZF 1I ett axiom utan en odndlig méngd axiom; ett fér varje utsaga
¢ med en fri variabel z.)

I nésta avsnitt infor vi ett axiom, replacementaxiomet, som &r en
forstarkning av delméngdsaxiomet.

EXEMPEL 1.3. Vi ska senare se att alla de naturliga talen tillsam-
mans utgor en mangd N. Enligt delméangdsaxiomet ar da dven till ex-
empel alla jimna kvadrater en méngd for de ar “ alla heltal = sadana
att det finns ett heltal y sddant att y> = 27 eller mer formellt

M={zeN; (Jy e N)(y* =2)}.
0

EXEMPEL 1.4. Betrakta nu “alla naturliga tal som kan uttryckas
med farre dn 90 bokstéver pa svenska”. Skenbart &r detta en méngd
precis som i forra exemplet, men vi ska se att sa inte ar fallet. Antag
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darfor att det finns en mangd a som bestar av precis de tal som kan
uttryckas med farre dn 90 bokstiver pa svenska. Eftersom det bara
finns dndligt manga kombinationer av 90 bokstéver sa maste a vara
andlig, och alltsa maste den innehalla ett stérsta element. Betrakta nu
talet m som &r “ett plus det storsta naturliga tal som kan uttryckas pa
svenska med firre dn nittio bokstdver”. Man ser att 4 ena sidan m € a
fast & andra sidan att m ¢ a. O

UPPGIFT 1.2. Forsok forsta vari “felet” bestar!

Om a betecknar en godtycklig méngd sa kan vi definiera den tomma
méngden som

(1.1) 0={z€a; x+#uzx}.

Eftersom denna méngd saknar element foljer det fran ZF I att den
inte beror pa valet av a. Noga taget kraver detta att man vet att det
finns atminstone nagon mangd. man kan sékerstilla detta genom att
inféra en godtycklig individkonstant. Alternativt kan vi ldgga till en
individkonstant ) till vart alfabet och ett axiom i stil med Vaz(x ¢ 0).
[ sa fall inser man latt att (1.1) blir en sats i teorin.

Vi kan anvinda idén i Russels paradox till att visa att att det inte
finns nagon universell mingd; dvs en i vilken alla méngder &r element.
Lat m vara en godtycklig méngd och lat a = {z € m; = ¢ x}. Da
ar a en mingd enligt delméngdsaxiomet och vi pastar att a ¢ m. Om
ndmligen a € m sa har vi att a € a medfor a ¢ a och att a ¢ a medfor
a € a, vilket dr en motsdgelse. Alltsa innehaller inte m alla méngder.

ZF III (paraxiomet) Givet mingder a och b. Da existerar den méngd
{a, b} vars element &r a och b; dvs

VyVzIuVe(r Eu—x=yVa =z)

Lat a vara en icketom méngd (av méngder). Om b &r ett element i
a sa ar
{reb Vylyca—zey)l

en mangd enligt delmédngdsaxiomet. Denna kallas snittet av mdngderna
i a. Alltsa bestar snittet av precis de element x som ar element i var
och en av de y som &r element i a. Speciellt géller alltsa att snittet inte
beror pa valet av b. Vi betecknar snittet

My

yea
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(ibland anvdnds &ven beteckningen Na). Om a bara har tva element,
sig a = {b, c}, sa skriver vi snittet som

bNe.

Om b och ¢ &r tva méngder vilka som helst s& &r {b, c} en méngd enligt
paraxiomet och alltsd &r snittet av b och ¢ en méngd. Detta foljer
dven utan paraxiomet eftersom aNb = {z € b; = € a}. Tva méangder ar
disjunkta om de har tomt snitt. Vi infor beteckningen a\ b for mangden
{r €a; v ¢b}.

ANMARKNING 1.5. Om i en given situation alla mangder man ar-
betar med &r delméngder till nagon fix grundméngd M, sa kallas M \ a
for komplementet av a (med avseende pa M) och betecknas Ca eller a.
Notera dock att begreppet “komplement av en méngd ” saknar mening
om man inte specificerar en grundméngd. 0

ZF IV (unionsaxiomet) Givet en mingd a (av méngder). Da exi-
sterar den méngd vars element dr precis de mangder = sadana att det
finns ett y € a sadant att z € y. Den kallas unionen av mangderna i a
och vi betecknar den

Uy

yea
(ibland anvénds beteckningen Ua), eller b U ¢ om a bara bestar av de
tva elementen b och c.

EXEMPEL 1.6. Om a = {{b,c},{c,d},{b}} sa &r unionen {b,c,d}.
U

UPPGIFT 1.3. Visa att om a och b ar godtyckliga méngder sa dr

o\ Jy=[)0b\v).

yea yca

Vi kan nu definiera de naturliga talen i mangdteorin. Lat 0 definieras
som den tomma méngden (). Vi later sedan 1 = {0} = {0}, 2 = {0,1}
dvs 2 = {0,{0}} etc. Allmént &r da

n=n—1U{n—-1}={0,1,2,...,n —1}.
Speciellt ser vi att n dr en mingd med n element.

ZF V (oidndlighetsaxiomet) Det finns en méngd som har precis de
naturliga talen 0,1, 2, ... som element.

Vi betecknar denna mingd med N, mingden av de naturliga talen.
Speciellt medfor det hir axiomet att det finns oéndliga méngder (se
nedan for exakt definition).
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ZF VI (potensmingdsaxiomet) Givet en mingd a sa existerar den
méngd vars element dr alla delméngder till a. Denna méngd betecknas
P(a).

EXEMPEL 1.7. Om a har tva element, sig a = {b, ¢}, sa ar

P(a) = {{b,c},{b}.{c}, 0}.
[

Nu kommer ett axiom som bl a sékerstéller att ingen méingd ar ett
element i sig sjélv.

ZF VII (regularitetsaxiomet) Varje icketom méingd a innehaller ett
element b sddant att a Nb = 0.

Man tanker sig att mangduniversum &ar uppbyggt i steg i enlighet
med ZF II till ZF VI. T {6rsta steget har man bara den tomma méang-
den. I nésta steg kan man bilda méngden av den tomma méangden etc.
I varje steg sedan kan man bilda mangder vars element dr redan tidi-
gare bildade méngder. Enligt det hér synséttet dr regularitetsaxiomet
rimligen sant eftersom om b dr ett element i @ som har bildats vid ett
sa tidigt steg som maojligt sa ar elementen i b fran nagot dnnu tidigare
steg och kan darfor inte vara element i a.

EXEMPEL 1.8. Om a = {{0}, {{0},0}} sa duger det forsta elemen-
tet som b, dvs aN {0} = 0, men inte det andra eftersom a N {{0},0} =

{03} # 0. 0

PROPOSITION 1.9. Det finns ingen mangd som dr ett element 1 sig
sjélv, dvs ¢ ¢ c for alla mdngder c.

BEVIS. Tag en godtycklig méngd ¢ och betrakta méngden a = {c}.
Enligt regularitetsaxiomet finns b € a sadant att b Na = (). Men ef-
tersom a bara har ett element s& ar b = ¢ och alltsa ¢ N {c} = 0, dvs
céc. O

UPPGIFT 1.4. Visa att det inte finns mingder a och ¢ sadana att
acceca.

Vi kan nu visa att de naturliga talen N sa som de &r definierade
ovan, uppfyller Peanos axiom, jmf avsnitt 4 i kapitel 1. De tva forsta
axiomen, P1 och P2, &r uppenbara. Eftersom n’ = n U {n} sa &r den
icketom och alltsa skild fran () = 0, vilket visar P3. Om n’ = m’ sa
ar mU{m} = n U {n}, och speciellt har vi da att m € n U {n} och
n € mU{m}. Om nu m = n dr vi klara; om inte sa har vi att m € n och
att n € m, dvs n € m € n, och detta strider mot regularitetsaxiomet,
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se ovning 1.4. Alltsa giller P4. Axiom P5, slutligen, foljer direkt av
odndlighetsaxiomet.

2. Relation och funktion

Vi ska nu definiera begreppet ordnat par av tva mangder. Givet
mangder a och b, sitt

(a,b) = {{a},{a,b}}

som ju dr en mangd enligt paraxiomet. Det viisentliga har dr inte den
exakta definitionen utan att ordnade par har féljande karakteristiska
egenskap:

PROPOSITION 2.1. Om a,b,c,d dr mangder sd dar (a,b) = (¢,d) om
och endast om a = ¢ och b= d.

BEVIS. Om a = ¢ och b = d &r det sjilvklart att (a,b) = (¢, d),
sa vi har att visa omvindningen. Vi antar alltsa att (a,b) = (c,d),
dvs {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Antag forst dessutom att a # b. Da
ar {a} # {a,b} och alltsa har méngden {{a},{a,b}} tva element; ett
av dem bestar i sin tur av ett element och det andra bestar av tva
element. Darfor har dven {{c},{c,d}} tva element och alltsd méaste
¢ # d, ty annars skulle {c,d} = {c} och darfor {{c},{c,d}} vara lika
med {{c}} och alltsa bara ha ett element. Nu foljer det att {a} = {c}
och {a,b} = {c,d}, vilket ger att a = c och b = d. Om a = b maste vi
ha att ¢ = d, sa antagandet blir att {{a}} = {{c}} vilket medfor att
att a = ¢ och foljaktligen b = d. O

Givet tva méngder A och B kan vi nu definiera den kartesiska pro-
dukten

A x B ={(a,b); a€ Aochbe B}.

Vid forsta anblicken kan detta tyckas lite dventyrligt eftersom vi inte
har skrivit vad den &r en delméngd av (jmf delméngdsaxiomet). Man
kan dock ganska litt overtyga sig om att den blir en delméingd till
P(P(A U B)). Eftersom a,b € AU B sa har vi att {a} och {a,b}
ar element i P(A U B), och darfor ar {{a}, {a,b}} en delméngd till
P(AUB) och alltsa ett element i P(P(AUB)), dvs (a,b) € P(P(AUB)).

Lat X och Y vara tva mangder. En relation R mellan X och Y &r
en delméingd till produktméngden X x Y. Det betyder att for varje val
avx € X och y € Y sa giller antingen att (z,y) € R (detta skrivs ofta
som zRy eller R(x,y)) eller att (z,y) ¢ R.
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EXEMPEL 2.2. Om a ar en méngd sa ar € en relation mellan a och
dess potensmingd P(a). Formellt alltsa

R={(x,y) € ax P(a); x € y}.
]

EXEMPEL 2.3. Lat X vara méangden av alla ménniskor och lat Y
vara méngden av alla férnamn. Vi kan da definiera en relation R sadan
att xRy om och endast om z heter y. [ allménhet kommer det att svara
mer an ett y till varje z och mer dn ett x till varje y. U

ANMARKNING 2.4. Noga taget ar vil inte en méngd av ménniskor
en mingd i médngduniversum, men den som bekymras av detta kan ju i
sa fall lata varje méinniska svara mot ett unikt naturligt tal; géller det
svenskar kan man med fordel ta personnumret. P4 sa sitt svarar den
mangd av manniskor man betraktar mot en mangd i mangduniversum.
Pa liknande sidtt kan man identifiera mangden av alla namn med en
mangd i mangduniversum. U

Om X =Y séger man att R dr en (tvdstallig) relation pa X.
EXEMPEL 2.5. Vi har relationen “y ar kvadraten pa x” pa N. Alltsa
R={(z,y) e NxN; 2% = y}.
U

Ett specialfall av en relation fran X till Y 4r en funktion. En relation
f fran X till Y ar en funktion om till varje x € X finns ett entydigt
y € Y sadant att (x,y) € f. Att f &r en funktion fran X till YV
skrivs ofta f: X — Y och att (z,y) € f skrivs ofta(st) vy = f(z)
eller z — y. I stéllet for “funktion” anvands termerna “avbildning” eller
“transformation”.

Om f: X — Y och M C X sa kan man definiera en funktion
fla: M — Y, kallad restriktionen av f till delméingden M och som
definieras genom att f|y(x) = f(x) for € M.

EXEMPEL 2.6. Lat X vara méangden av alla ménniskor och lat Y
vara mingden av alla férnamn. Om vi da séger att x fy om och endast
om y ar tilltalsnamnet pa z, sa ar f en funktion. O

EXEMPEL 2.7. Om X &r en méngd sa finns det en funktion Iy : X —

X, identitetsavbildningen pa X, som definieras genom att Ix(z) = x
for alla z € X. 0

En funktion f: X — Y &r injektiv (en injektion) om f(x) = f(a')
medfor att © = 2. Den &r surjektiv (en surjektion) om det till varje
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y € Y finns nagot © € X sadant att y = f(z). Om den &r bade injektiv
och surjektiv kallas den bijektiv (en bijektion).

EXEMPEL 2.8. Definiera en funktion f: N — N genom att f(z) =

(r — 4)? + 5. D4 ér inte f vare sig injektiv eller surjektiv. Daremot &r
f|a injektivom A = {x € N; x > 4}. O

Om f: X — Y och g: Y — Z sa kan man bilda sammansdttningen
go f: X — Z, som definieras genom att g o f(x) = g(f(z)).

UPPGIFT 2.1. Antag att g o f &r injektiv. Visa att f maste vara
injektiv. Maste dven g vara injektiv? Antag att go f ar surjektiv. Foljer
det da att f eller g ar surjektiv?

Om f: X — Y ar en bijektion sa finns det en entydigt bestdmd
funktion f~1: Y — X sadan att fo f~' = Ix och f~'o f = Iy. Man
sager att f ar inverterbar och att f=! ar inversen till f.

UPPGIFT 2.2. Visa att en bijektiv funktion &r inverterbar, och om-
vant, att f ar bijektiv om f ar inverterbar.

For en godtycklig funktion f: A — B och E C B infor vi beteck-
ningen
fHUE)={ze A f(z) € E}.
Om F C A sétter vi
f(F)={be B; b= f(x) for nagot x € F'}.

EXEMPEL 2.9. Lat R beteckna de reella talen. En formell definition
kommer i kapitel 3. Lat vidare f(z) = 2% Sitt AT = {z € R; = > 2},
A-={zeR o< -2}, Bt={yecR, y>4}och B-={yeR; y<
—4}. D4 ar f(AT) = BT och f(A™) = BT. Vidare ar f~}(BT) =
ATUA™ och f71(B7) = 0. O

EXEMPEL 2.10. Vi ska visa att om f: X — Y och A, B C X sa ar
(1) f(AUB) = f(A)Uf(B) och f(ANB)C f(A)Nf(B).
Néamligen; y € f(AU B) omm y = f(z) for nagot = € AU B. Detta
giller omm y = f(x) for x € A eller x € B vilket géller omm y € f(A)
eller y € f(B) dvs y € f(A) U f(B). Detta visar likheten i (2.1).

Inklusionen kan visas pa liknande séitt eller genom foljande: Ef-
tersom ANB C Asa f(ANB) C f(A), och pa samma sétt f(ANB) C
f(B),sa f(ANB) C f(A)N f(B). Inklusionen i (2.1) kan vara strikt;
t ex dr, med beteckningarna fran exempel 2.9, f(AT N A7) = () men
f(AT)N f(A7) = Bt £0. O

UPPGIFT 2.3. Antag att f: X — Y och A, B C Y. Visaatt f~1(AN
B) = fTH(A)NfH(B) och fTH(AUB) = fTH(A)U fH(DB).
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UPPGIFT 2.4. Visa att F' C f~!'(f(F)) men att likhet inte behover
gilla. Vad kan man séiga om forhallandet mellan E och f(f~1(E))?

EXEMPEL 2.11. Givet A och B si finns det en funktion

ma: AX B — A,
kallad projektionen av AX B pa A, som ar definierad genom att ma(a,b) =
a. Pa samma sétt definieras ng: A X B — B. ]

ANMARKNING 2.12. Det skulle vara mer konsekvent att skriva m4({a, b))
istallet for m4(a,b). Man brukar dock vélja det enklare skrivsittet ef-
tersom det dnda dr klart att det ror sig om det ordnade paret (a,b). O

Om A och B ir tva mingder och B # () sa definierar man B4 som
méngden av alla funktioner fran A till B. Foér en motivering av denna
beteckning, se 6vning 3.6.

EXEMPEL 2.13. Lat A vara en icketom méngd. Det finns en naturlig
bijektion mellan 24, dvs mingden av funktioner fran A till 2 = {0, 1},
och potensméngden P(A). Man tar helt enkelt och identifierar funktio-
nen f: A — {0,1} med delméngden {z € A; f(xz) =1} av A, eller mer
formellt uttryckt, vi definierar en avbildning ®4: 24 — P(A) genom
att sitta ®4(f) = {x € A; f(z) = 1}. Man kollar 14tt att &4 &r sur-
jektiv och injektiv. Om ®4(f) = P4(g) sa maste f(x) = g(x) for alla
x sa f och g dr samma funktion, och alltsa dr ®4 &r injektiv. Om B ar
en godtycklig delméngd till A sa &r B = ®4(f), ddr f(z) ar funktionen
som dr 1 fér x € B och 0 for x € A\ B. Alltsa ar &4 surjektiv. O

Antag att A, B och C &r tre méngder. Det finns en naturlig bijektion
mellan (A x B) x C och A x (B x ('), definierad genom att ((a,b), c) —
(a, (b,c)). Ofta skriver man darfor helt enkelt bara A x B x C.

ANMARKNING 2.14. Antag att A dr en méingd (av méngder). Man
kan definiera produkten av méngderna i A, Il c4y, som méngden av
alla funktioner f: A — Uyeay sddana att f(a) € a for alla a € A. Att
denna méngd &r icketom &r en (om)formulering av urvalsaxiomet, se
vidare avsnitt 6. U

Om vi har en bijektion g: B — A och sétter a, = ¢(b) sa ar A
méngden av alla a, sadana att b € B. Vi kan darfor skriva Ilycpay
istallet for II,cay och t ex Uycpay istéllet for Uycay. Man sager att B
ar en indermdngd.

EXEMPEL 2.15. Antag att vi har A = {Ag, A1 }. Vi anvéinder allt-
sa 2 = {0,1} som indexméingd hér. Vi ska visa att definitionen i an-
mérkning 2.14 av I1;c0A; r ekvivalent med den tidigare definitionen av
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A x Ay; dvs att det finns en (naturlig) bijektion W: Ay x Ay — I;e0A;.
Enkelt uttryckt sa identifierar vi helt enkelt (ag, a;) € Ag x A; med den
funktion fran 2 = {0, 1} vars funktionsvérde ar ag i punkten 0 och a; i
punkten 1. Om f &r en funktion pa 2 vars virde i punkten 0 ligger i Ag
och vars virde i punkten 1 ligger i A; sa svarar den da mot elementet
(f(O), f(l)) S AO X Al. Alltsa ‘IJ(CL(), CL1>(0) = Qo och \I/(CL(), CL1>(1) = ay,
och omvint U=(f) = (f(0), f(1)) om f € [T e04;. O

DEFINITION 2.16. En (tvastéllig) relation xRy pa en méngd X
kallas en ekvivalensrelation om foljande galler:
(r) aRa for alla a.
(s) aRb medfor bRa.
(t) aRboch bRe medfor aRe.

En relation som uppfyller (r) kallas refleriv, om den uppfyller (s)
kallas den symmetrisk och om den uppfyller (t) kallas den transitiv.

UPPGIFT 2.5. Lat X vara méangden av alla ménniskor och lat xRy
betyda ¢ z &ar (hel)syskon till y”. Avgér om R &r reflexiv, symmetrisk
och/eller transitiv. Hur blir det om man dndrar “(hel)syskon” till “hel-
eller halvsyskon” 7

UPPGIFT 2.6. Lat X vara méngden av alla elever i en given skolklass
och lat xRy vara relationen “z ar kir i y”. Diskutera rimligheten i att
R ar symmetrisk, reflexiv eller transitiv.

Om R ar en ekvivalensrelation sa skriver man ofta ~ istallet for R.

En partition av en méingd X &r en mangd av parvis disjunkta del-
méngder vars union &r hela X.

PROPOSITION 2.17. Om ~ dr en ekvivalensrelation pa X sa finns
en unik partition av X sadan att a,b € X ligger © samma delmdngd om
och endast om a ~ b.

Maéngderna i partitionen kallas ekvivalensklasser, och a och b ligger
alltsa i samma ekvivalensklass om och endast om a ~ b.

Omvint, om vi har en partition av X given, sa svarar den mot
ekvivalensrelationen ~, dar a ~ b om och endast om a och b hor till
samma méangd i den givna partitionen. Det finns alltsa en bijektion
mellan méngden av alla partitioner av X och mangden av alla ekviva-
lensrelationer, jmf 6vning 2.7.

BEVIS. For varje a € X bildar vi méngden X, = {z € X; = ~ a}.
Till att borja med &r varje X, icketom eftersom ~ &r reflexiv. Antag
att X,NX, # (. DA finns nagot 2z sddant att z ~ a och z ~ b. Eftersom
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~ &r symmetrisk sa har vi att a ~ z. Enligt transitiviteten ar da a ~ b.
Om w € X, sd w ~ a, men eftersom a ~ b sa har vi darfor att w ~ b,
dvs w € X,. Alltsa X, C X,. P4 samma sitt ser man att X, C X,.
Vi har alltsa visat att X, och X, antingen ar disjunkta eller identiska.
Eftersom varje a ligger i en av dessa mangder, ndmligen X,, innebér
detta att {X,}eex dr en mingd av parvis disjunkta delméngder till X
vars union ar hela X, dvs en partition av X. O

EXEMPEL 2.18. Lat X vara méngden av alla elever i nagon fix
grundskola, och sig att x ~ y om och endast om x och y gar i samma
arskurs. Da dr ~ en ekvivalensrelation pa X och ekvivalensklasserna
ar precis de olika arskurserna. O

UPPGIFT 2.7. Visa att mangden av ekvivalensrelationer pa en mangd
X dr en mangd. Mer noggrant uttryckt: Visa att det, givet en méangd
X, finns en mingd Y vars element ar precis alla ekvivalensrelationer
pa X.

Vi avslutar detta avsnitt med att infora det sista axiomet i teorin
ZF. Antag att X och Y &r méngder. En relation ¢(x,y) mellan X och
Y ségs vara funktionell om ¢(z,y) = ¢(x,y’) medfor att y = v/

ZF VIII (replacementaxiomet) Antag att ¢ &r en funktionell rela-
tion mellan mangderna X och Y. Da finns en delméngd Z till Y som
bestar av precis de z € Z sadana att det finns z € X sa att ¢(z, 2).

Enkelt uttryckt sa dr innebar detta att bilden av en funktionell
relation dr en méngd.

UPPGIFT 2.8. Visa att replacementaxiomet medfér delméngdsaxi-
omet.

3. Ekvipotens

Vi ska nu definiera vad det betyder att tva méangder har lika manga
element. Hur avgor vi i vardagslag huruvida tva méangder vi stoter
pa har lika manga element? Det vanligaste svaret ar forstas att vi helt
enkelt riknar var och en av dem och sedan jamfor. Att rdkna en (dndlig)
méngd betyder precis att hitta en bijektion till nagot naturligt tal
n. Dock finns det ibland mdjlighet att faststéilla att tva mingder har
samma antal element utan att rdkna dem; genom att direkt finna en
bijektion mellan dem.
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EXEMPEL 3.1. Lat A vara mingden av alla gifta mén i Sverige och
B mingden av alla gifta kvinnor (dnkemén och &nkor undantagna). Da
kan vi omedelbart avgora att det finns en bijektion mellan A och B och
foljaktligen kan vi dra slutsatsen att de har lika manga element, utan
att for den skull kdnns till antalet. U

DEFINITION 3.2. Vi siger att tva méngder A och B ar ekvipotenta
(att de har samma kardinalitet eller att de ar likmdktiga) om det finns
en bijektion mellan A och B.

Om A och B &r ekvipotenta skriver vi A ~ B.

EXEMPEL 3.3. Vi ska visa att att A x B¢ dr ekvipotent med
(A x B)“ genom att ange en bijektion W: A x B¢ — (A x B)°.
Observera att A” x B¢ bestar av alla (f, g) dir f: C — Aoch g: C —
B. Varje sadan definierar en funktion ¥(f,g): C' — A x B genom att
U(f,g9)(c) = (f(c),g9(c)) (som ju ar ett element i A x B). Om (f, g) #
(f',¢') sa finns ¢ € C sadant att f(c) # f'(c) eller g(c) # ¢'(c). Alltsa
it (£(0),9(0)) # (f(c),g'(c)) vilket medfor att U(f,q) # W(f',g),
och dérfor dr W injektiv. Om h: C — A x B sa dr h = V(f,g) déir
f=maohoch g=mpgoh och salunda &r ® surjektiv. Alltsa har vi en
bijektion U: A x B¢ — (A x B)¢ och alltsa ir A° x B¢ och (A x B)¢
ekvipotenta. O

UPPGIFT 3.1. Visa att (AP)¢ #r ekvipotent med AP*C.

UPPGIFT 3.2. Antag att B och C i#r disjunkta. Visa att AP x A®
ar ekvipotent med ABYC.

UPPGIFT 3.3. Antag att A ~ B. Visa att 24 ~ 25,

En méangd A &r dndlig om det finns en bijektion fran A till n for
nagot n € N. Om A inte ar dndlig kallas den odndlig. Exempelvis dr N
odndlig.

Det &r vilkint att om man riknar en dndlig méngd pa tva olika sétt
sa far man samma resultat. Man kan alltsa tala om antalet element i
mangden. Formellt innebdr detta

PROPOSITION 3.4. Om A dr en mdngd sadan att A ~n och A ~m
s arn =m.

BEvis. Om A ~ n och A ~ m sa finns en bijektion ¢: n — m. Vi
pastar nu att om ¢: n — m ar en bijektion sa &r n = m. Det récker att
visa att detta &r sant for n = 0 samt att det ar sant for n’ givet att man
vet att det dr sant for n. Detta kallas (svag) induktion. Om n =0 = ()
ar det klart att d&ven m = 0. Antag nu att pastaendet &r sant fér n och
antag att ¢: n’ — m ar en bijektion. D& dr m # () och alltsd &r m = ¢/
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for nagot £. Kom ihag att n’ = n U {n} sa n ar ett element i n’. Antag
att ¢(n) = k € (. Lat ¢ vara den bijektion pa ¢ sadan att ¢ — k,
k +— (¢ och alla andra element i ¢’ halls fixa. Da kommer ¢ o ¢: n' — ¢’
att vara en bijektion sadan att n +— /(. Fdljaktligen ar restriktionen
av ¥ o ¢ till n en bijektion n — ¢ och enligt induktionsantagandet &r
darfor n = £. Det foljer nu att n’ = ¢ = m. O

UPPGIFT 3.4. Visa att en dndlig méngd inte kan vara ekvipotent
med en dkta delméngd till sig sjélv.

UPPGIFT 3.5. Visa att varje delméngd till en &ndlig méngd &r dnd-
lig.

UPPGIFT 3.6. Lat A och B vara dndliga mingder och beteckna
antalet element med |A| respektive | B|. Visa att B4 har |B|l4l element.

EXEMPEL 3.5. Antag att A ~ B och A’ ~ B’ och att ANA’ = () och
BN B = (. Da foljer att AUA’ ~ BUB’. Om namligen f: A — B och
f'+ A" — B’ ér bijektioner sa far man en bijektion F': AUA" — BUB’
om man sétter F(z) = f(z) for x € A och F(x) = f'(z) for x € A
Rita en figur! O

I praktiken nér man ska visa att tva mangder ar ekvipotenta &ar det
i allménhet inte sa ldtt att direkt hitta en bijektion mellan sina bada
méngder. Da har man ofta nytta av foljande sats.

SATS 3.6 (Schroder—Bernsteins sats). Antag att A och B dr tvd
mangder och att det finns injektioner f: A — B och g: B — A. Da dr
A och B ekvipotenta.

Bevis. Vi ska dela upp A i tre disjunkta mangder Ay, A; och A.
Tag a € A. Om a ligger i bilden av g sa finns entydigt b; € B sadant
att g(b;) = a. Om nu b; ligger i bilden av f sa finns entydigt a; € A
sadant att f(ay) = b;. Eventuellt ligger nu detta a; i bilden av g och
da finns entydigt by € B sadant att g(by) = a;. Om nu detta by ligger
i bilden av f sa finns entydigt a; € A sadant att f(ay) = by etc. Vi
kallar alla dessa a; och b; féregangare till a. Givet ett a € A finns nu
tre mojligheter. Eventuellt tar detta slut efter ett jimnt antal steg,
dvs man hamnar pa ett element a; som inte ligger i bilden av g. En
annan mojlighet ar att det hela tar slut efter ett udda antal steg. Sista
mojligheten dr att att man kan hitta odndligt manga foregangare. De
a € A for vilka det forsta alternativet giller bildar mangden Ag, ndsta
grupp ar A; och de med odndligt manga foregangare bildar A,.

Pa samma sétt delar man nu upp B i tre disjunkta delméingder B,
By och By. Enligt exempel 3.5 ricker det nu att visa att Ay ~ By,
Ay ~ By och A ~ B.
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Vi pastar nu att f|a,: Ag — Bj ar en bijektion. Om némligen
a € Ap sa kan man ga bakat som ovan ett jaimnt antal steg innan det
blir stopp, men da kan man ju ga bakat ett steg till fran f(a), dvs
totalt ett udda antal steg, sa f(a) € By. Alltsa avbildar f|4, méngden
Ap in i By. Vidare ar f|4, injektiv eftersom redan f dr det. Man finner
latt pa samma sétt att varje b € Bj ligger i bilden sa f|a,: Ao — By
ar surjektiv. Alltsa a&r Ay ~ Bj, och pa samma sétt visas att A; ~
By. Slutligen finner man pa liknande sitt att f|4. : Ae — B r en
bijektion och beviset dr dirmed klart. O

Ett annat sétt att formulera Schroder—Bernsteins sats ar “om A ar
ekvipotent med en delmingd till B och B &r ekvipotent med en del-
méngd till A s& d&r A och B ekvipotenta”. Daremot har vi inte (dnnu)
bevisat att det for varje par av méngder A och B ar sa att A dr ekvi-
potent med en delméingd till A eller tvirtom. Detta dr svarare &n man
kanske omedelbart tror och bygger pa urvalsaxiomet UA, se avsnitt 6.

Det &r ldtt att se att M inte dr ekvipotent med P(M) om M &r en
andlig mingd, jmf 6vning 3.6 och exempel 2.13. Det &r ocksa latt att
se att N inte dr ekvipotent med P(N). Betrakta ndmligen en godtycklig
funktion ¢: N — P(N) och sétt Ay = (k). Da har vi en uppriknelig
foljd Ag, Ay, Ao, ... av delméngder till N. Lat nu A vara den delméngd
till N som innehaller 0 omm 0 ¢ Ay, 1 omm 1 ¢ A;, etc. Da kommer
méngden A att vara skild fran var och en av méngderna A;, sa ¢ ar
inte surjektiv och foljaktligen inte bijektiv. Med samma argument kan
vi visa foljande allminna resultat.

SATS 3.7. Antag att M dr en mdngd. Da dr inte M ekvipotent med
P(M).

BEvVIS. For en godtycklig funktion ¢: M — P(M), sitt

A={r e M; v ¢ ¢(x)}.

Da &r inte A = ¢(a) for nagot a € M eftersom i sa fall a € A medfor
a ¢ 1(a) = A och vice versa. Alltsa finns ingen surjektion fran M till
P(M) och dérfor finns ingen bijektion mellan till M och P(M). O

EXEMPEL 3.8. Antag att f: A — B ar injektiv. Vi pastar att det
da finns en surjektion g: B — A. Att f ar injektiv betyder ndmligen
att f: A — B’ &r bijektiv, dir B’ = f(A). Tag ett a € A, och definiera
g som [~ p& B’ och 1at g(x) = a for v € B\ B’. Da blir g: B — A
surjektiv.

I beviset av Sats 3.7 fann vi att det inte finns nagon surjektion
f: M — P(M). Alltsa foljer det att det inte kan finnas nagon injektion
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P(M) — M, dvs P(M) é&r inte ekvipotent med nagon delméngd till
M. U

UPPGIFT 3.7. Visa direkt att det inte finns nagon injektion
f: P(M) — M genom att betrakta A = {f(B); f(B) ¢ B}.

4. Ordningsrelationer och tal

I detta avsnitt definierar vi begreppet ordningsrelation och pamin-
ner om nagra grundliggande egenskaper hos tal. Vi har redan sett att
de naturliga talen N sa som vi har definierat dem uppfyller Peanos
axiom. Utifran dessa axiom kan man definiera vanlig aritmetik, dvs
addition och multiplikation, och utvidga till heltalen Z, de rationellla
talen Q samt de reella talen R och de komplexa talen C. Vidare har
man ordningsrelationer pa N, Z, Q och R. (Noga taget har vi redan
utnyttjat ordningsrelationerna pa N och R i nagra exempel i foregaen-
de avsnitt.) Definitioner av dessa talsystem, deras ordningsrelationer
samt grundldggande satser finner man i kapitel 3. Den som vill f6lja
en helt logisk linje i framstéillningen bor ldsa om ordningsrelationer i
detta avsnitt och sedan hoppa till kapitel 3, ldsa detta i sin helhet och
sedan fortsidtta med avsnitt 5 i detta kapitel.

DEFINITION 4.1. En relation R pa en mangd M ar en ordningsre-
lation om den uppfyller
(r) aRa
(a) aRb och bRa medfor att a = b.
(t) aRb och bRe medfor att aRe

Man kénner igen egenskaperna (r) och (t) fran definitionen av ek-
vivalensrelation; egenskapen (a) kallas antisymmetri.

Vi betecknar oftast en ordningsrelation med < och vi skriver x < y
om x < y och x # y. En ordningsrelation < pa en méngd M &r total
om for varje par z,y € X, antingen x < y eller y < z. Man uttrycker
aven detta som att M &r en totalt ordnad mangd. En mangd M med
en ordningsrelation som (man inte vet) ar total kallas partiellt ordnad.
En delméngd X till en partiellt ordnad méangd M blir sjilv partiellt
ordnad genom att ta restriktionen av ordningsrelationen pa M till X.

UPPGIFT 4.1. Kontrollera att restriktionen av en ordningsrelation
till en delméngd ar en ordningsrelation.
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EXEMPEL 4.2. Pa potensmangden P(M) till en méngd M &r C en
ordningsrelation. Om M har fler &n ett element sa &r ordningsrelationen
inte total. U

EXEMPEL 4.3. Om < ir en ordningsrelation pa en mangd M sa ar
dven omvandningen > en ordningsrelation pa M. 0

I kapitel 3 infér vi en total ordningsrelation pa de naturliga talen
N, utgaende fran Peanos axiom, siadan att m < n om och endast om
n erhalls fran m genom att applicera efterfoljarfunktionen ett andligt
antal ganger. Vi infér &ven totala ordningsrelationer pa Q och pa R.
F'or de senare giller att om r < s sa finns ¢ sddant att r < ¢ < s. Detta
ar ddremot inte sant for (ordningsrelationen pa) N.

EXEMPEL 4.4. P4 R? kan vi definiera en ordningsrelation R genom
att siga att (z,y)R(2',y') omm = < 2’ och y < y'. Denna &r inte
total. n

Lat M vara en totalt ordnad mangd. Man séger att m € M é&r
ett minsta element om m < z for alla x € M. Om M har ett minsta
element sa dr det entydigt pa grund av (a) i definitionen av ordnings-
relation.

DEFINITION 4.5. Man séger att en ordningsrelation < pa M &r en
valordning om varje icketom delméngd X av M har ett minsta element.

Det foljer genast att en vilordnad mangd M &r totalt ordnad, ty
om z,y € M sa har {z,y} ett minsta element, dvs z < y eller y < x.

EXEMPEL 4.6. Varje totalt ordnad dndlig méangd ar vilordnad. For
att se detta ricker det att visa att varje totalt ordnad &ndlig méngd
A har ett minsta element. Tag ett godtyckligt element ay € A. Om
inte detta dr ett minsta element sa finns nagot mindre sig a;. Om
inte detta ar ett minsta sa finns nagot mindre element a, etc. Efter
andligt manga steg kommer vi att hitta det minsta. Det foljer att om
A &r en totalt ordnad &ndlig méngd sa ar A = {by,b1,...,by} dér
bo < by <...< by, O

EXEMPEL 4.7. De reella talen R ar en totalt ordnad méngd som
inte dr viilordnad; exempelvis har det 6ppna intervallet (0, 1) inte nagot

minsta element eftersom det for varje x > 0 finns r sadant att 0 < r <
x. U

Man sager att den starka induktionsprincipen géaller for en méngd
M om for varje delmingd X giller: Om for varje m € M géller att
m € X givet att z € X for alla x < m, sa foljer det att X = M.
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Eftersom en enstéllig relation pa en méngd i princip inte &r nagot
annat dn en delméngd och vice versa, sa kan man formulera den starka
induktionspricipen pa foljande sitt:

Antag att ¢(x) dr en enstéllig relation pa M sadan att ¢(m) géller
givet att ¢(x) géller for alla © < m. Da géller ¢(z) for alla z € M.

PROPOSITION 4.8. Antag att M dr vilordnad. Da gdller den starka
induktionsprincipen for M.

BEVIS. Antag att X har angiven egenskap. Om M\ X inte ar tom sa
har den ett minsta element m eftersom M &r vilordnad. Detta betyder
dock att x € X for alla < m men att m ¢ X, vilket &r en motségelse.
Alltsa &r M \ X tom, dvs X = M. O

Omvant ar det latt att se att om M &r en totalt ordnad méangd
sadan att den starka induktionsprincipen géaller sa ar M véilordnad.
Tag namligen Z C M och antag att Z saknar ett minsta element.
Detta betyder att m € M\ Z om z € M \ Z for alla © < m. Om den
starka induktionsprincipen nu géller sa foljer det att M \ Z = M dvs
Z = . Det foljer att M ar vilordnad.

I kapitel 3 visar vi att det naturliga talen N ar vidlordnade och att
alltsd den starka induktionsprincipen ar giltig.

5. Uppriakneliga mangder

DEFINITION 5.1. En mangd X som ar ekvipotent med N, de na-
turliga talen, kallas uppriknelig (countable pa engelska).

Om X &ar uppriknelig har vi alltsa en bijektion f: N ~ X sa X
utgors precis av elementen f(0), f(1), f(2),..., dvs man kan “rikna
upp” elementen i X. Ofta skriver man z; istéllet for f(j) sa att X =

{Jio,xl,IQ, .. }

EXEMPEL 5.2. Per definition &r N uppriknelig men dven Z, méang-
den av heltal, ar det eftersom vi t ex har upprikningen

0,1,-1,2,-2,3,...
av Z,dvs f: N~7Z dar f(0) =0, f(1) =1, f(2) = —1,.... O
Vidare &r N x N dr uppraknelig eftersom vi kan ta
(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2),(3,0),(2,1),(1,2),(0,3), (4,0),. ...

Man kan ocksa visa att N x N &dr uppréaknelig genom att anvinda
Schroder—Bernsteins sats. Eftersom varje positivt naturligt tal har en
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entydig primtalsfaktorisering sa ar f((n,m)) = 2"3™ en injektion N x
N — N. En injektion g: N — N x N ges t ex av g(n) = (n,0).

Antag nu att A och B ar uppriakneliga mangder. Da har vi alltsa bi-
jektioner f: N — Aoch g: N — B. Om visétter Fi(n, k) = (f(n), g(k))
far vi en bijektion F': N x N — A x B. Om nu G ar en bijektion
G: N — N x Nsa blir F oG en bijektion N — A x B, och alltsa foljer
att A x B &r uppriknelig. Vi kan skriva detta argument pa foljande
vis: Eftersom N ~ A och N ~ B sa foljer att N x N ~ A x B. Eftersom
vidare N ~ N x N sa far vi att N~ A x B, jmf 6vning ?7.

UPPGIFT 5.1. Visa direkt att om A och B &r upprikneliga sa ar
A x B uppriknelig.

EXEMPEL 5.3. Méngden av de rationella talen, QQ, &r uppriknelig.
For att se detta, observera forst att varje rationellt tal kan skrivas
entydigt som a/b for heltal a och b om vi kréver att man har forkortat
sa langt som mojligt, b > 0, och att 0 = 0/1. Alltsa far vi en injektiv
avbildning Q@ — Z x N genom att a/b — (a,b) € Z x N. Eftersom vi har
Z x N ~ N, och sammanséttningen av en bijektion och en injektion blir
en injektion, sa far vi en injektion Q — N. Trivialt har vi en injektion
N — Q, sa det foljer av Schroder—Bernsteins sats att Q ~ N. U

UPPGIFT 5.2. Forsok att hitta en direkt upprikning av Q.

EXEMPEL 5.4. Vi ska nu visa att varje delmédngd X till N ar &ndlig
eller uppraknelig. Vi utnyttjar att N dr vilordnad. Om inte X &r tom
sa finns ett minsta element z5. Om nu inte X \ {x¢} dr tom sa finns ett
minsta element x; i denna méngd . Om nu inte X \ {zg, x;} ar tom sa
finns ett minsta element x5 etc. Antingen dyker den tomma méngden
upp efter ett dndligt antal steg och da ar ju X = {xo, ...,z } och alltsa
andlig. Om inte sa far vi en odndlig vixande f6ljd xg < 7 < 29 < .. ..
Vi pastar nu att i sa fall X = {xg, z1,...}. Om inte sa finns ett minsta
element m i X \ {zg,x1,...}. Men eftersom xg,z;.. d&r viixande och
odndlig maste da x > m for nagot k. Detta strider mot att x; var det
minsta i X \ {zo,..., 251} 1 vilken ju m &r ett element. O

LEMMA 5.5. En mdngd B dar dndlig eller uppriknelig om och endast
om det finns en surjektion f: N — B.

BEvVis. Om f: N — B #&r surjektiv, sa ar N, = {z € N; f(z) =
b} icketom for varje b € B. Definiera g: B — N genom att g(b) =
min N,. Da ar g injektiv, sa B ar ekvipotent med en delméngd till N
och alltsa dndlig eller uppriknelig enligt exempel 5.4. Omvéint, om B
ar uppréknelig sa finns per definition en bijektion f: N — B. Om B
ar andlig, sdg B = {bo,...,bn}, s sitt f(k) = by for k < m och t ex
f(k) =bo f6r k > m. Da blir f: N — B surjektiv. O
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PROPOSITION 5.6. Antag att var och en av Ao, Ai,... dr dndlig
eller uppriknelig. Da dr unionen UgenAg dndlig eller uppriknelig.

BEvis. Eftersom varje A, dr dndlig eller uppriknelig sa finns en-
ligt lemma 5.5 surjektioner g5: N — A, k = 0,1,2,.... Definiera nu
en avbildning F': N X N — UgenAg, genom att F(n, k) = fy(n). Da
blir F' surjektiv, och eftersom N ~ N x N sa finns det en surjektion
N — UgenAg. Enligt lemma 5.5 igen ar darfor UpenAg dndlig eller
uppréaknelig. 0

EXEMPEL 5.7. Vi ska nu visa att NN ~ 2N, Observera forst att vi
har en naturlig injektion 2% — NY genom att funktionen f: N — 2
betraktas som en funktion f: N — N. For den omvéinda injektionen
noterar vi att varje funktion f: N — N &r en delméngd till N x N, sa
vi far en injektion NN — 28N ~ 9N imf Gvning 3.3. Det foljer nu fran
Schroder—Bernsteins sats att NN ~ 2N, O

UPPGIFT 5.3. Antag att m > 2. Visa att 2 ~ m™.
SATS 5.8. Mingden R av de reella talen dr ekvipotent med 2N.

Vi ska bara utnyttja ett par enkla egenskaper hos reella tal. Till
att borja med dr R ekvipotent med intervallet (0,1) eftersom vi har
bijektionen f: R — (0,1) dér f(z) = 1(Z + arctanz). Vidare ska vi
utnyttja att varje tal z € (0, 1) svarar mot en oéndlig decimalutveckling
0.dodrdy . .., dir varje d; € {0,1,...,9}, och det inte finns nagot N
sadant att d; =9 for alla 7 > N.

BEVIS. Vi har en injektion fran (0, 1) till 10N, genom att 0.d;ds . . .
avbildas pa f: N — 10, definierad genom f(k) = di. Den &r néstan
bijektiv; man missar de f: N — 10 som ar sadana att f(k) = 9 for
alla k storre dn nagot N. Eftersom 10N ~ 2N enligt uppgift 5.3 sa
far vi i alla fall en injektion (0,1) — 2N. (Man kan hitta en sadan
injektion direkt genom att utnyttja en binidr decimalutveckling.) Vi
hittar litt en injektion 2N — (0,1) genom att lata g: N — 2 avbildas
pa 0.9(0)g(1)g(2) ... om g inte &r identiskt noll och lata nollfunktionen
t ex avbildas pa talet 0.2. Det foljer nu fran Schroder—Bernsteins sats
att (0,1) ~ 2%, och alltsd R ~ 2N, O

UPPGIFT 5.4. Visa att 2 x 2N ~ 2N,
UPPGIFT 5.5. Visa att R ~ R2,

Eftersom R ~ 2Y @Q ~ N och 2" inte dr ekvipotent med N, sa
foljer det att R inte dr ekvipotent med Q. Eftersom Q C R sa inne-
bér detta att det finns “fler” reella tal &n vad det finns rationella (eller
heltal). Man kan da fraga sig om varje delméngd av R dr ekvipotent
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med antingen Q eller R. Pastaendet att sa ar fallet dr den s.k. kon-
tinuumhypotesen, om vilken man vet att den &r oavhéngig axiomen i
méngdteorin inklusive urvalsaxiomet UA (se avsnitt 6), dvs den gar
inte att bevisa eller motbevisa, se anmérkning 6.8.

6. Urvalsaxiomet

Om man har en dndlig mingd a av disjunkta méangder ar det l4tt
att bilda en ny méingd b som bestar av precis ett element ur var och
en av dem. T ex kan man utan vidare (7) bilda ett elevrad pa en skola
bestaende av en representant fran varje skolklass. Om déremot a ar
odandlig sa krivs det ytterligare ett axiom f6r att valet ska kunna bli
utfort i alla méngderna.

UA (urvalsaxiomet) Lat a vara en mingd av disjunkta icketomma
méngder. Da finns en mingd b som bestar av precis ett element ur var
och en av mangderna i a.

Detta axiom ser kanske oskyldigt ut, men har manga viktiga kon-
sekvenser, varav en del dr mycket anvindbara, t ex for kardinaltals-
aritmetik, i funktionalanalys m m, medan andra konsekvenser strider
mot en del ménniskors intuition, sasom t ex Banach—Tarskis paradox,
se anmarkning 6.7. Somliga matematiker anser darfor att UA i mojli-
gaste man bor undvikas, och man férsoker ofta att bevisa sa mycket
som mojligt inom en matematisk teori utan att anvinda UA.

EXEMPEL 6.1. Antag att vi har en partition av X. Enligt UA finns
da en mangd med precis ett element ur var och en av ekvivalensklas-
serna. n

PROPOSITION 6.2. Antag att f: A — B dr surjektiv. Da finns en
ingektion g: B — A sddan att fog=Ig.

Alltsa: Om f: A — B ar surjektiv sa dr B ekvipotent med en
delméngd till A.

BEvVIS. Antag f: A — B ir surjektiv. Om A, = f~1(b) = {a; f(a) =
b} sa dr {A,; b € B} en mingd av icketomma disjunkta méngder. En-
ligt UA finns en mingd E som bestar av precis ett element g(b) ur var

och en av dem. Detta definierar en injektion g: B — A och sjilvklart
ar fog=Ip. U

UPPGIFT 6.1. Visa att UA foljer fran proposition 6.2.
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Vi har alltsa att proposition 6.2 dr ekvivalent med UA. Det finns
manga andra vanliga satser som foljer fran UA och som visar sig vara
ekvivalenta, sasom Tychonoffs produktsats, vialordningsatsen och Zorns
lemma. De tva sistndmnda ska vi titta lite ndrmare pa i ndsta avsnitt.

EXEMPEL 6.3. Vi pastar att varje odndlig mingd M har en upp-
riknelig delméngd.

Eftersom M &r odndlig dr den icketom. Déarfor kan vi ta ett element
ag. Eftersom M &r odndlig dr M \ {ao} icketom. Tag ett element a; ur
denna méngd. Igen eftersom M &r odndlig sa ar M \ {ao, a;} icketom
sa vi kan ta ett element ay etc. Vi far pa detta sitt en uppriaknelig
delméngd A = {ag, a1, a9, ...}.

Det ar virt att notera att man har bara anvinder det s.k. upprék-
neliga urvalsaxiomet, se anmérkning 6.9. 0

PROPOSITION 6.4. En mangd dr oindlig om och endast om den dr
ekvipotent med en dkta delmdngd av sig sjdilv.

UPPGIFT 6.2. Visa proposition 6.4.

EXEMPEL 6.5. Vi ska nu utnyttja UA till att visa att man dela upp
enhetscirkeln 7' = {z € C; |z| = 1} i upprakneligt manga kongruenta
(dvs den ena kan erhallas fran den andra genom en rotation) parvis
disjunkta delméngder.

Fixera ett irrationellt tal r, och definiera fér varje m € Z avbild-
ningen 0™: T — T som ges av 0(z) = ™2™z, dvs si att 6™ innebir
“vridning vinkeln mr2x”. Vi har att 6™ o 0" = ™", och speciellt ar
alltsa 0™ inverterbar med inversen 6.

For z,w € T sdger vi att z ~ w om det finns m € Z sa att
w = 0™(z). Man kollar latt att ~ &r en ekvivalensrelation. Eftersom
6° &r identitetsavbildningen sa giller 2 ~ z. Om w = 6™(z) s ér
z = 07"™(w), dvs z ~ w medfor att w ~ z. Beviset for transitiviteten
lamnar vi som 6vning. Salunda ger ~ en uppdelning av 7' i disjunkta
ekvivalensklasser. Enligt UA finns nu en méngd A som bestar av precis
ett element fran var och en av dessa ekvivalensklasser. Det ar klart att
mingderna A, = 0%(A), k = 0,1,—1,2,—2,... dr kongruenta, och vi
pastar vidare att de dr parvis disjunkta och att deras union &r hela T'.

Vi visar forst att om Ay NA,, # 0 sa ar A, = A,,. Om AN A, # 0
sa finns 2,w € A sadana att 0%(z) = 0™(w). Men da dr w = 5™ (2)
och alltsa z ~ w. Eftersom A bara innehaller ett enda element ur varje
ekvivalensklass foljer att z = w. Men da &r alltsa exp((k —m)r2mi)z =
z, vilket medfor att exp((k — m)r2mi) = 1 (eftersom z # 0) och alltsa
(k — m)r2m = n2n for nagot heltal n. Eftersom r &r irrationellt foljer
dérfor att &k —m = 0 och alltsa att A, = A,,.
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Vi visar nu att unionen av alla Ay ar hela T'. Varje punkt z ligger i
nagon ekvivalensklass och ar alltsa ekvivalent med nagon punkt a € A.
Detta betyder att z = 0™ (a) for nagot m och alltsa z € A,,. O

ANMARKNING 6.6. Den som har ldst en kurs i integrationsteori
inser att dessa delméingder A inte kan vara mdatbara (detta betyder
att man inte i nagon naturlig mening kan tillskriva dem en lingd, eller
ett s.k. matt). Eftersom de ar kongruenta maste de alla ha samma méatt
¢, och eftersom det far plats odndligt manga disjunkta sadana mangder
pé cirkeln, som ju har dndlig lingd 27, s& maste i si fall ¢ = 0. A andra
sidan finns bara upprikneligt manga Ay, och om var och en har matt
noll sa maste enligt integrationsteorin deras union ocksa ha matt noll,
vilket strider mot att unionen &r hela cirkeln. U

ANMARKNING 6.7. Genom att tillimpa ett besliktat (men avse-
vart mer raffinerat) resonemang pa den slutna enhetsbollen {(z,y, z) €
R3; 2%+ y* + 22 < 1} i R® kan man visa att den gar att dela upp
i andligt manga (5 stycken!) delar som man efter lampliga kongru-
enstransformationer (stela forflyttningar i rummet) kan sétta ihop till

tva enhetsbollar. Detta brukar kallas Banach—Tarskis paradox. For ett
bevis se [OH]. O

ANMARKNING 6.8. Man har bevisat att UA &r oberoende av de
ovriga axiomen i ZF, dvs vare sig UA eller dess negation ar en logisk
konsekvens av de andra axiomen, givet att teorin ZF sjalv ar motségel-
sefri. Inte desto mindre kan man ju fraga sig om UA &r sant eller inte.
Om man anser att mingduniversum existerar, s maste ju rimligen UA
vara ett sant eller ett falskt pastaende om detta méngduniversum. Ef-
tersom UA medfor resultat som strider mot somligas intuition, sa kan
man detta som intikt for att UA &r falskt, och en del matematiker anser
ocksa att UA helt enkelt inte dr sant. En vanligare uppfattning ir nog
att UA ar sann och att vissa konsekvenser ter sig markliga mer antyder
att var intuition om odndliga mangder dr svag. En hel del matematiker
intar den mer pragmatiska standpunkten att utan att tillskriva UA ett
bestamt sanningsvirde, t ex pa grund av att man inte anser att méng-
duniversum existerar i nagon djupare mening, kan man anda tillata sig
att anvinda det vid behov eftersom man i alla fall aldrig kan bevisa
nagon motsagelse.

Man har ocksa bevisat att kontinuumhypotesen KH &r oberoende
av ZF samt UA. Den vanligaste uppfattningen om KH ar nog att vi
inte har tillracklig forstaelse fér att kunna bedéma dess sanningsvérde.
Man har darfor, utan storre framgang, forsokt hitta andra pastaenden
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som man tror dr sanna och som skulle medféra antingen kontinuumhy-
potesen eller dess negation. Till skillnad fran UA aberopas darfor inte
KH (eller dess negation) i vanlig matematisk bevisféring. O

ANMARKNING 6.9. Vi har hér talat om det allmdnna UA. Om man
bara behover gora ett upprikneligt antal val sa ricker det med det
s.k. upprikneliga urvalsaxiomet UUA. Man kan visa att UUA &r strikt
svagare an UA, dvs att UA inte foljer fran ZF och UUA, men att UUA
likval ar oberoende av ZF.

Det ar vért att notera att man behéver UUA, men inte UA, for att
visa pastaendena i exempel 6.3 och 6vning 6.2.

Néar man anvinder UA i vanliga matematiska sammanhang sa nam-
ner man det ofta, men UUA anvénds i allménhet utan kommentar. Har
ar ett enkelt exempel fran elementér analys. En punkt p ar en hopnings-
punkt till en mingd E av reella tal, om varje omgivning till p innehaller
nagot element ur E. Man siger att p dr en sekventiell hopningspunkt
om det finns en f6ljd a; 1 F som konvergerar mot a. Det ar klart att var-
je sekventiell hopningspunkt &r en hopningspunkt, menfor att bevisa
omvindningen maste man anlita UUA.

Om man formulerar Bolzano-Weierstrass sats som att varje begran-
sad méangd av reella tal har en sekventiell hopningspunkt behéver man
darfor UUA. Dédremot kan man visa att varje begréansad talféljd a har
en konvergent delféljd utan UUA. Detta beror pa att man da redan
har en vélordning av {a;} vilken gor alla nodvindiga val for oss. For
en vidare diskussion av detta, se t ex [GM]. O

7. Transfinit induktion

SATs 7.1 (Vilordningssatsen). Varje mdngd kan vilordnas, dvs pé
varje mangd kan man hitta en ordningsrelation som dr en vdlordning.

Vilordningssatsen &r ekvivalent med UA, dvs man kan bevisa den
fran UA och omvént foljer UA fran vilordningssatsen. Beviset av vil-
ordningssatsen dr ganska involverat sa vi hoppar over det. Daremot
ar det latt att fa tillbaka UA fran vilordningssatsen. Tag ndamligen en
méngd M = {aq}aca. Vi kan anta att alla a, dr disjunkta, ersitt an-
nars varje a, med t ex a,, = {(z,a); © € a,}. Lat nu X vara unionen
av alla a,. Enligt vilordningssatsen kan vi vilordna X. Varje a, ar nu
en delméngd till X och har alltsi ett minsta element f(«). Bilden av
denna funktion f &r nu den sokta méangden.
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Ett avsnitt X’ till en valordnad mangd X ar en delméngd sadan att
omz € X' ocha' <zsdaz eX.

UPPGIFT 7.1. Visa att X’ ar ett avsnitt till X om och endast om
antingen X' = X eller X’ = {z € X; = < a} for nagot a € X.

UPPGIFT 7.2. Antag att A dr en mingd av vilordnade méngder sa
att givet tva mangder ur A, den ena ir ett avsnitt av den andra. Visa
att UA har en total ordningsrelation vars restriktion till varje méngd a
i A ar den ursprungliga ordningen pa a. Visa att ordningen pa UA ar
en valordning.

ANMARKNING 7.2. Det gar att visa att varje vilordnad méangd &r
isomorf (se nedan) med ett bestdmt ordinaltal. Ordinaltalen dr bildade
pa foljande vis. Till att borja med tar man 0 < 1 <2 <3 < ...,dvs de
naturliga talen. Kom ihag att n = n—1U{n—1}. Man bildar nu unionen
av alla dessa naturliga talen och kallar den w (istéllet for N i detta
sammanhang), jmf 6vning 7.2. Sedan kan man bilda w +1 = w U {w}
etc, och vi far

0<1l<2<3<.. <w<w+1l<
<WwH2< ... <w<22WH+1<2w+2<... <3w<

<3w+l<...<..<W<iP+1<...

dar varje ordinaltal dr unionen av de foregaende, och varje ordinaltal
pa detta sittet dr en vilordnad méngd, jmf 6vning 7.2 igen. Allmént
definierar man ett ordinaltal till att vara en vilordnad méngd o sadan
att det for varje x € « géller att x = {y € a; y < x}. Man kan visa
att det for varje par av ordinaltal géller att det ena dr en delméngd till
det andra, jmf Sats 7.8. O

Som bekant &r induktionsbevis en vanlig metod nér man vill visa ett
pastaende giller for alla naturliga tal N. Som vi har sett i avsnitt 4 sa
ar (den starka) induktionsprincipen for N bara en omformulering av att
N dr vilordnad, och eftersom varje méngd kan vilordnas ar det darfor
rimligt att tinka sig att man kan utvidga tekniken med induktionsbevis
till 6verupprikneliga mangder. Detta brukar kallas transfinit induktion.

EXEMPEL 7.3. Lat oss anvinda transfinit induktion for att visa att
varje vektorrum har en bas. En delméngd B till ett vektorrum X &r
en bas om dels B &r linedrt oberoende, dels varje x € X gar att skriva
som en (#ndlig) linedrkombination av element ur B.

For att fa en idé om hur beviset ska ga till, 1at oss forst anta att
vi bara har upprikneligt manga (eller rent av dndligt manga) vektorer
Vg, V1, . .. givna. Vi onskar da hitta en linedrt oberoende delméngd B
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av dessa sadan att varje v; dr en (4ndlig) linedrkombination av element
ur B.

Vi betraktar nu till att borja med den férsta vektorn vg. Om den ar
linedrt oberoende (vilket den dr savida den inte rakar vara nollvektorn)
lagger vi den i midngden B som ska bli var bas. Sedan tittar vi pa nésta
vektor, dvs den minsta i V'\ {vg}. Om den &r lineért oberoende med vy
sa ldgger vi in den i B annars kastar vi den. Detta forfarande upprepas
sa att givet att vi redan har testat alla alla v, upp till och med k =n
pa detta sitt, sa betraktar vi v,y;. Om den &r linedrt oberoende av
dem man hittills har lagt in i B sa lagger man in aven v, 1 B, annars
kastar man den och betraktar istillet v, o etc.

UPPGIFT 7.3. Visa att midngden B sa konstruerad blir linedrt obe-
roende och att varje v; ligger i dess lineara holje.

Vi ska nu gora om detta argument for hela vektorrummet V' med
transfinit induktion. Vi borjar med att vilordna V. Lat sedan () vara
mangden av alla delméngder A C V sadana att A ar linedrt oberoende
och att varje v € V som ar mindre &n eller lika med nagot a € A
spanns av AN {a’; o’ < v}. Detta betyder intuitivt att varje A i @ &r
en mingd av den typen man har erhallit som i det dndliga fallet genom
att successivt ha kollat alla v upp till en viss storlek.

Vi pastar nu att om A, A" € Q sd ir A C A eller A’ C A. Om de
inte ar lika sa finns ett minsta ag som ligger i ena men inte i andra, sig
agp € A\ A'. Detta betyder att AN {v; v < ap} = A N{v; v < ap}.
Om nu det finns nagot element v € A’ sadant att ag < v sa ligger
ap i linedra holjet av A’ N {v; v < ap}, men alltsa i linefira holjet av
A'N{v; v <ap} = AN{v; v < ap} vilket strider mot att ap € A. Alltsa
kan inte ett sadant v € A’ finnas och alltsa dr A’ = AN {v; v < ap}.

Lat nu B = UQ dvs B ar unionen av alla A i (). Vi pastar nu att
B € Q. Till att borja med &r det sjialvklart att B &r linedrt oberoende;
detta beror pa att varje dndlig delméngd ur B ligger i en och samma
A. Vore de lineért beroende sa vore de det redan i A vilket strider mot
att A dr en lineart oberoende méingd. Antag nu att ' ir mindre 4n
nagot element i B. Da ar det aven mindre dn nagot element i nagot
A € @ och alltsa spénns v av AN {v; v <V} € BN{v; v < o'}
Alltsa B € Q.

Det aterstar att visa att varje v € V ligger i linedra holjet av B.
Antag motsatsen; och 1at vy vara det minsta som inte ligger i holjet. Till
att borja med maste da vy vara storre an varje element i B. Betrakta
nu A = BU{v}. Till att borja med &r den lineédrt oberoende. Om v’
ar mindre dn eller lika med nagot element i A s& &r antingen v = vg i
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vilket fall sjialvklart o' spanns av AN{v; v < v'}. Om ¢’ 4r mindre eller
lika med nagot element i B géller samma sak eftersom B € (). Slutligen
géller samma sak om ¢’ &r storre dn alla element i B men mindre dn
vp eftersom ju da o' spdnns av B pga definitionen av vg. Alltsa finner
vi att A € @ vilket motsédger definitionen av B. Beviset ar klart! [

Trots den synnerligen enkla idén i beviset ar sjalva genomférandet
en smula trassligt. Nar man genomfor transfinit induktion brukar man
darfor istéllet anvinda en med vilordningssatsen besliktad sats som ar
kidnd som Zorns lemma.

Antag att X dr en (partiellt) ordnad méingd. En delmingd X' till
X har en majorant m om x < m for alla x € X'. En majorant kan,
men behdover inte, ligga i X'. Man siger att m ar ett maximalt element
i X om det inte finns nagot x i X sadant att m < z. Notera att inte
nodvandigtvis x < m for alla € X. Notera att dven om X bara ar
partiellt ordnad sa kan mycket vél en delméngd X' till X vara totalt
ordnad. Betrakta t ex delméingden {(z,z); = € R} till R? i exempel 4.4.

SATS 7.4 (Zorns lemma). Antag att X dr en partiellt ordnad mangd
sadan alt varje totalt ordnad delmdngd har en majorant. Da har X ett
mazimalt element.

Som tidigare ndmnts sa kan Zorns lemma bevisas fran UA och om-
vant kan man fa tillbaka UA fran Zorns lemma. Emellertid hoppar vi
over dessa bevis. Istillet ska vi tillimpa Zorns lemma och ge ett nytt
bevis for att varje vektorrum har en bas.

EXEMPEL 7.5. Lat X besta av alla linedrt oberoende delméngder
till vektorrummet V. For A, B € X sétter vi A < B om och endast
om A C B. Da ar < en partiell ordning pa X. Antag nu att X’ ar
en totalt ordnad delméngd till X (dvs X’ bestar av en massa lineért
oberoende delméngder till V' saddana att for varje par av dem sa &r den
ena en delméngd till den andra). Vi pastar nu att X’ har en majorant.
Tag nidmligen unionen M av alla mingderna i X'. Da dr M forstas
en delméngd till V men den ar ocksa linedrt oberoende; detta beror
pa att varje andlig delméingd till M redan maste ligga i en fix méngd
A € X' just pa grund av att X’ &r totalt ordnad. Alltsa dr denna
andliga delméngd lineédrt oberoende och alltsa ar M det.

Forutsidttningarna i Zorns lemma ar alltsd uppfyllda och vi har
darfor ett maximalt element B € X, dvs en lineédrt oberoende mingd B
sadan att det inte finns nagon annan lineért oberoende mingd B’ O B.
Men da ar ju klart att B &r en bas for om t ex v inte 1ag i det linedra
holjet av B sa skulle ju B’ = B U {v} vara en sadan. O
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EXEMPEL 7.6. Notera att man inte bara behéver ha reella vek-
torrum; man kan lika gidrna ha vektorrum over t ex ). Da ar R ett
vektorrum over Q och alltsa finns en bas. O

En bijektion mellan tva ordnade méangder sigs vara en isomorfi (och
méngderna sigs vara isomorfa) om den bevarar ordningsrelationen, dvs
om f(z) < f(y) om och endast om x < y.

Som en ytterligare illustration av transfinit induktion kan vi visa

LEMMA 7.7. Om A och B dr vilordnade mdangder sa finns hogst en
isomorfi fran A till ndgot avsnitt By till B.

Bevis. Lat fi: A — B; och fy: A — B, vara tva sadana isomorfi-
er. Om inte fi(z) = fao(x) for alla € A sa kan vi ta ag som det minsta
elementet i méngden

{z €A filz) # fo(2)}.
D& ar
iz € A; < ap}) = fo{xr € A; x < ap}) = B
Eftersom aq &r det minsta elementet i A\ {z € A; x < ap} och f;
bevarar ordning sa dr fj(ag) det minsta elementet i By \ B’. Men By &r
ett avsnitt av B och B’ C By, och dérfor &r fi(ag) det minsta elementet

i B\ B'. Pa samma sétt dr da fa(ag) det minsta elementet i B \ B/,
dvs fi(ag) = fa(ap), vilket motséger definitionen av ay. O

Med liknande teknik kan man visa

SATS 7.8. Av tva vdlordnade mdngder dr atminstone den ena iso-
morf med ett avsnitt till den andra.

For ett bevis, se t ex [JK].

SATS 7.9. Av tva mdngder dr atminstone den ena ekvipotent med
en delmdngd av den andra.

Bevis. Vilordna forst bada mingderna. Sedan foljer pastaendet
genast fran Sats 7.8. 0

Om tva méngder A och B &r ekvipotenta kan vi skriva detta |A| =
|B|]. Om A &r ekvipotent med en delméngd till B och B inte &r ekvipo-
tent med en delméngd till A skriver vi detta |A| < |B|. Fran Sats 7.9
och Schréder—Bernsteins sats finner vi da att for tva godtycklig méng-
der A och B giller precis en av foljande; |A| = |B|, |A| < |B] eller
|B| < |A].

Fran Zorns lemma foljer dven, se t ex [JK],
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SATS 7.10. Om A dr odndlig sa dr A x A ~ A.

8. Ytterligare 6vningar till kapitel 2

UpPPGIFT 8.1. Uttryck mangdaxiomen [V, V, VII och UA med
predikatlogiska formler (axiom VI dr lite svarare).

UPPGIFT 8.2. Antag att a &r en mangd. Visa att det finns en méngd
b sadan att elementen i b ar precis alla partitioner av a.

UPPGIFT 8.3. Lat A vara en uppriaknelig mangd. Visa att méngden
av alla dndliga delmangder till A dr uppriknelig.

UPPGIFT 8.4. Antag att A &r en &ndlig méngd och f en funktion
f: A — A. Visa att det finns en icketom delmidngd B C A sadan att
7(B) = B.

UPPGIFT 8.5. Lat A = B = Noch lat f(x) = 2z och g(z) = 3z. Da
ar forutsdttningarna i Schroder—Bernsteins sats uppfyllda och beviset
ger en metod att konstruera en bijektion mellan A och B (dvs fran N
till sig sjdlv) utgaende fran f och g. Beskriv vad den blir!

UPPGIFT 8.6. Gor samma sak med A = N, B = NxN, f(z) = (z,0)
och g(x,y) = 2*3V.

UPPGIFT 8.7. Visa att om A &r uppréknelig och B &r dndlig eller
uppriknelig sa ar A U B uppriknelig.

UPPGIFT 8.8. Om B &r odndlig och A &r uppriknelig (eller &ndlig)
sa dr A U B ekvipotent med B.

UPPGIFT 8.9. Visa att R ~ R™.
UPPGIFT 8.10. Visa att R ~ RN,

UPPGIFT 8.11. Visa att C, miangden av komplexa tal, ar ekvipotent
med R.

UPPGIFT 8.12. Visa att méngden av algebraiska tal A (dvs méng-
den av alla komplexa tal som &r rotter till nagon polynomekvation med
rationella koefficienter) ar uppriknelig.

UPPGIFT 8.13. Visa att méngden av alla transcendenta tal, R\ A,
inte dr uppraknelig.

UPPGIFT 8.14. Ar {X C N; 2X N X ~ N} uppriknelig?
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UPPGIFT 8.15. Ar mingden av alla bijektioner fran N till N upp-
raknelig?

UPPGIFT 8.16. Lat M vara en mangd med minst tva element. Visa
att det finns en bijektion f: M — M sadan att f(x) # x for alla
xe M.

UPPGIFT 8.17. Antag att A # () och att 24 ~ A% Vad kan sigas
om A?

UPPGIFT 8.18. Antag att By, By, ... ir en f6ljd av dndliga méngder
sadana att By D By D .... Visa att om varje By, ar icketom sa dr snittet
N$°B; icketomt. Visa med exempel att detta inte behover vara sant om
méngderna inte dr dndliga.

UPPGIFT 8.19. Antag att vi har en foljd av &ndliga icketomma
mangder Ay, Ajp,... och avbildningar fr: Axy1 — Ag. Visa att det
finns en foljd av element ag, aq,... sddana att ag € Ay, a3 € A; etc
sadana att fi(ary1) = a for alla & > 0.

UPPGIFT 8.20. Betrakta méngden av alla satslogiska satser som
endast innehaller satsvariablerna Ay, ..., A,,_1. Sdtt ¢ ~ 1) omm ¢ <
1 ar en tautologi och visa att ~ dr en ekvivalensrelation. Visa att det
finns 22" olika ekvivalensklasser.

UPPGIFT 8.21. Visa att det halvoppna intervallet [0,1) &r ekvi-
potent med det oppna intervallet (0,1) genom att hitta en explicit
bijektion.

UPPGIFT 8.22. Lat < vara restriktionen av ordningsrelationen i
exempel 4.4 pa R% till M = {(z,y) e R* 0< =z, 0<vy, v+y < 1}.
Avgdr om M har ett storsta och/eller minsta element, och om M har
nagot maximalt och /eller minimalt element.

UPPGIFT 8.23. Lat M vara delméingden till R? fran forra uppgiften.
Vilka element i R? 4r majoranter till M?

Nagra kommentarer

En grundliggande framstillning av méngdteori finns i [EM] och
|JK]|. Den senare stricker sig lingre och innehaller dven bevis for att
UA och KH &r konsistenta med vriga miangdaxiomen (givet att dessa

ar konsistenta). I [GM] finns en omfattande diskussion om olika former
av UA.



KAPITEL 3

Talsystem

I forra kapitlet visade vi hur man kan definiera de naturliga talen
i mangdteori. Vi ska nu ga igenom grundliggande aritmetik fér de
naturliga talen. Vidare ska visa hur man kan utvidga de naturliga talen
till heltalen Z, de rationella talen Q samt de reella och komplexa talen
R respektive C.

1. De naturliga talen

I avsnitt 1 i forra kapitlet sag vi att de naturliga talen N, sasom vi
definierade dem dér, uppftyller Peanos axiom om vi later n’ vara nU{n}.
Eftersom det dr dessa axiom vi utgar fran i detta kapitel sa skriver vi
upp dem igen.

P1 0 ar ett naturligt tal.

P2 Till varje naturligt tal n finns en entydigt bestamd efterfoljare n'.
P3 n' #0 for alla n

P4 Om n' =m/ sa &r n = m.

P5 Antag att X C N. Om 0 € X och om n’ € X nérhelst n € X sa ar
X =N.

Elementen i en modell till dessa axiom kallar vi (naturliga) tal.
Axiom P5 ger méjlighet att utfora induktionsbevis. Om ¢(n) &r en
utsaga for varje naturligt tal n sddan att ¢(0) &r sann och ¢(n) medfor
o(n') sa dr mingden {n € N; ¢(n) sann} lika med hela N enligt P5,
dvs ¢(n) giller for alla n € N.

PROPOSITION 1.1. For alla tal n gdller att n' # n, och varje tal n
utom O dr efterfolyare till ett bestamt tal.

BEVIS. Vi anvinder induktion och later ¢(n) sta for n’ # n. Enligt
P3 &r 0" # 0. Antag n’ # n. Da ar (n')" # n' enligt P4. Alltsa ar beviset
av forsta pastaendet klart.

Entydigheten i det andra pastaendet foljer genast av P4 och exi-
stensen dr en omedelbar konsekvens av P5. U

71
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Vi kan nu definiera + och - rekursivt genom

m+0=m
m+n'=(m+n)
m-0=0

m-n'=(m-n)+m

Istéllet for m - n skriver vi ofta mn. De naturliga talen med denna
definition av + och - dr en modell till den predikatlogiska teori 7' som
ar beskriven i exempel 5.17 i kapitel 1.

Med induktion bevisar man de vanliga rdknelagarna
m+n=n+m, mn =nm kommutativitet
(k+m)+n=Fk+ (m+n), (km)n = k(mn) associativitet
k(m+n)=km+kn  distributivitet
Som exempel bevisar vi kommutativiteten for addition.

BEVIS AV KOMMUTATIVITETEN FOR ADDITION. Vi visar att m +
n =n + m genom induktion 6ver m. Tag forst m = 0. Da ar ju

(1.1) O+n=n+0

sann om n = 0. Antag att vi kan (1.1) for fixt n. Da &r 0 +n' =
(04+n) =(n+0) =n"=n"+0, och alltsa foljer det att (1.1) géller
for alla n. Antag nu att vi har visat

(1.2) m-+n=n+m

for ett givet m och alla n. Vi vill da se att (1.2) dven géller for m’ och
alla n. Vi vet redan att m’ +0 = 0 + m/. Antag att vi ocksa vet att
m' +n =n+m' for nagot visst n. Da har vi att

m/+n/:(m/+n)/:(n+m/)/:(n+m)//:(m+n>/l:
_ (m+n/)/ _ (n/+m)/ _ n'+m'.
Detta visar att m’ +n =n + m/ for alla n. Alltsa ar induktionen 6ver

m klar, och diarmed beviset. U

Man kan notera att detta bevis liksom alla liknande grundliggande
verifikationer fungerar lika bra i predikatlogik, dvs man utnyttjar bara
det predikatlogiska axiomet (a7) i teorin 7' som ersétter det allmédnna
induktionsaxiomet P5.

UPPGIFT 1.1. Visa nagon av de ovriga riknelagarna t ex associa-
tiviteten for addition.
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UPPGIFT 1.2. Visa att om n + k = m + k for nagra naturliga tal
n,m,k, sa ar n = m.

Det betyder att ekvationen n+x = m har entydig l16sning om den ar
16sbar. Vi vill nu inféra en den vanliga ordningsrelationen pa N genom
att sdga att n < m om och endast om n + x = m ar losbar. Vi har da
nagra saker att kontrollera.

UPPGIFT 1.3. Visa att for givna tal n och m sa ar n 4+ x = m eller
m + z = n losbar.

Om bada dessa ekvationer ar l6sbara, sig n+k = m och m+/{ = n,
sa dr enligt associativiteten och kommutativiteten n+m-+k+¢ = n+m.
Alltsa ar k + ¢ = 0 och vilket medfor att ¢ = 0 och alltsa ar m = n.
Om bada ekvationerna n + = m och m 4+ x = k ar losbara sa foljer
det latt att d&ven n + x = k &r losbar. Sammantaget innebar detta att
< dr en total ordningsrelation pa N.

Med hjalp av ordningsrelationen kan vi formulera den starka induk-
tionsprincipen, jmf avsnitt 4.

SATS 1.2. Antag att ¢(k) dr en relation pd N sadan att ¢p(n') galler
om ¢(k) galler for alla k < n. Da gdller ¢(n) for alla n.

BEVIS. Definiera en ny relation ¢ (k) sadan att ¢ (k) omm ¢(¢) for
alla ¢ < k. Da géller till att borja med (0) trivialt eftersom det inte
finns nagot ¢ < 0. Antag nu att ¢(k) giller, dvs att ¢(¢) géller for alla
¢ < k. Da géller enligt antagandet i satsen dven ¢(k) och alltsa (k).
Med den enkla induktionsprincipen foljer nu att (k) géller for alla k
och detta betyder att dven ¢(k) géller for alla k. O

Enligt resonemanget i avsnitt 4 i kapitel 2 foljer det att N ar vél-
ordnad.

UPPGIFT 1.4. Visa direkt att N &r vilordnad, utgaende fran (den
svaga) induktionsprincipen.

Som vi ndmnt tidigare sa finns, sa nir som pa isomorfi, endast en
modell till Peanos axiom, dvs om M; och M, bada dr modeller sa finns
en bijektion ¢: M; — M, sadan att ¢(0) = 0 (snarare tolkningen av
symbolen 0) och ¢(z') = (¢(x)). Om némligen ¢ definieras pa detta
sitt, sa foljer av P5 att den darmed &r definierad for alla x € M, och
av samma skil foljer att ¢ ar surjektiv. Injektiviteten ar klar eftersom
(tolkningarna av) 0,0',0”, ... alla ar olika. Om vi tittar pa modellerna
till den predikatlogiska teorin 7" som beskrivs i exempel 5.17 i kapitel 1
sa ar saken annorlunda.
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EXEMPEL 1.3. Tag en ny individkonstant a och bilda den nya teorin
TU{a#0,a#0,a#0",a#0",...}. Varje andlig delmiingd av denna
formelméngd har en modell, ndmligen N, och enligt kompakthetssatsen,
se kapitel 1.5, sa har 7" en modell M. Men denna &r alltsa en modell
till 7', och dessutom sadan att det finns ett element (tolkningen av) a
som inte ar innehallet i méngden {0,0’,0”,...}. Alltsa dr inte denna
modell isomorf med N. En modell av detta slag brukar kallas en icke-

standardmodell till T. O

Godel visade 1931 att det finns en formel ¢ i teorin 7" (dvs som
ar uppbygegd bara med alfabetet for T') som varken kan bevisas eller
motbevisas i teorin T. Denna formel innebér alltsa ett pastaende om
naturliga tal for vilken det inte finns ett bevis (utifran axiomen i T').
Konstruktionen av denna formel ¢ &r mycket raffinerad. Till att borja
med sa tilldelar man varje predikatlogisk formel ett naturligt tal, dess
Godeltal; vidare tilldelar man varje predikatlogisk hérledning (bevis)
ett tal, s att existensen av ett (predikatlogiskt) bevis for en viss for-
mel ¢ svarar mot existensen av ett naturligt tal n sadant att ett visst
pastaende W(n) ar sant. Slutligen lyckades Godel konstruera en sluten
formel ¢ som séger “det finns inte nagot (predikatlogiskt) bevis av mig”.
Denna formel ¢ ar ett pastaende i teorin T som varken kan bevisas eller
motbevisas i 7. Om det finns ett bevis i T" sa leder detta till motsigelse
eftersom den da siger att det inte finns ett sadant bevis. Omvént, om
det finns ett bevis for —¢ 1 T' sa ar det alltsa sant att det finns ett be-
vis for ¢ vilket dr omdjligt savida inte 7' dr inkonsistent. Notera dock
att det pastaende om naturliga tal som ¢ svarar mot ar sant, dvs att
¢ ar sann i tolkningen N av teorin 7. Detta beror pa att om ¢ vore
falsk sa skulle det finnas ett bevis for ¢ vilket ju leder till motségelse.
Existensen av denna formel ¢ kallas Gddels ofullstindighetssats och &r
ett av de absolut mest remarkabla resultaten inom logiken.

Vad hénder da om man utvidgar teorin 7' genom att ldgga till for-
meln ¢ eller dess negation som ett nytt axiom? Godels konstruktion ger
da en ny formel som inte kan bevisas eller motbevisas osv. Man kan
forstas lagga till som axiom en mazimal konsistent mangd av formler;
dvs en méngd av formler som &r konsistent och sadan att det inte gar
att lagga till en enda ytterligare formel utan att mangden blir inkonsi-
stent. Man kan som axiom t ex ta alla formler som dr sanna pastaenden
om de naturliga talen. Da foljer det att varje formel eller dess negation
kan héirledas, men man har inte vunnit nagot eftersom det inte langre
finns nagon mdojlighet att mekaniskt avgéra om en given formel ar ett
axiom eller inte, och foljaktligen finns inte lingre nagon mdjlighet att
avgora vad som ar en héirledning.
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Ett formellt system innebér att man har en uppsattning hérled-
ningsregler sadana att man pa nagot mekaniskt sitt kan avgora vad
som dr en héarledning. Man kan anvinda (Godels konstruktion i var-
je formellt system som innehaller tillrackligt mycket aritmetik, for att
konstruera utsagor som dr oavgorbara inom systemet. Exempelvis kan
man ta en godtycklig forsta ordningens teori som innehaller 7', ddr man
har nagot sétt att avgora vilka utsagor som &r axiom. Man kan ocksa
ta en andra ordningens teori som innehaller 7', t ex Peanos axiom och
en uppsittning formella hiarledningsregler.

Det foljer av ofullstdndighetssatsen bl a att man inte kan bevisa
motséagelsefriheten hos teorin T utan att redan fran borjan anta att N
ar motséigelsefri. For ndrmare diskussion hanvisar vi till en bok i logik,
t ex [EM].

ANMARKNING 1.4. Godels fullstandighetssats (sats 5.21 i kapitel 1)
siager att alla logiska konsekvenser av axiomen i en forsta ordningens
teori kan hérledas. Ofullstindighetssatsen medfor alltsa att det finns
formler i teorin 7" som inte &r logiska konsekvenser av axiomen; dvs ax-
iomsystemet ar ofullstindigt. For den andra ordningens teorin som ges
av Peanos axiom vet vi att alla modeller dr isomorfa och att foljakt-
ligen varje pastaende eller dess negation dr en logisk konsekvens av
axiomen. Givet att man har bestdmt nagot mekaniskt harledningssy-
stem, sa visar ofullstindighetsatsen att det finns logiska konsekvenser
av axiomen som inte kan héirledas med det givna hirledningssystemet.
I detta fall ar det alltsa inte axiomen utan harledningsreglerna som ar
ofullstandiga. O

UPPGIFT 1.5. Visa att det omedelbart foljer fran Godels ofullstan-
dighetssats (och sats 5.22 i kapitel 1) att det finns icke-standardmodeller
till 7.

2. Heltal

DEFINITION 2.1. En méngd med tva operationer + och - och tva
element 0 och 1 &r en kommutativ ring med etta om foljande ar uppfyllt:

(2.1) r+y=y+x, xy=uyx

(2.2) (r+y)+tz=a+(y+2), (vy)z=2(y?)
(2.3) r(y+z) =ay+az

(2.4) lrx=2, 0+4+2x=unx,

och dessutom ekvationen a + x = 3 alltid &r 16sbar.
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Vi har alltsd en (predikatlogisk) teori vars modeller kallas kom-
mutativa ringar (med etta). Losningen till o +x = [ 4r entydig och
betecknas 3 — a. Antag nimligen att

(2.5) at+r=a+a.

Tag z sadant att a + z = 0. Genom att addera z pa bada sidorna av
(2.5) sa foljer att x = 2.

Notera att N uppfyller (2.1) till (2.4) men att ekvationen a +z = b
inte alltid &r 16sbar. Vi ska nu visa att man kan utvidga N till en ring,
heltalsringen Z. Det skenbart enklaste sittet ar att ldgga till element
—1,—2, ... och stipulera rikneregler av typ (—m)+n =z om m+x =n
ar losbar och (—m) +n = —z om n 4+ x = m &r lésbar etc. Detta dr
fullt mojligt men eftersom man vill att réknereglerna (2.1) till (2.4)
fortfarande ska gélla sa leder detta till en massa olika fall som maste
kollas igenom. Vi ska dérfor presentera en elegantare konstruktion av
Z, som dessutom kan anvindas i andra sammanhang. Idén ar att man
istallet betraktar alla formella differenser a — b dar a och b dr naturliga
tal och identifierar tva olika sadana uttryck a —b och c—d omm a+d =
b+ c. Formellt infér man pa N x N relationen ~ genom att

{(a,b) ~ (c,d) omm a+d=>b+ec.
PROPOSITION 2.2. ~ ar en ekvivalensrelation.

BeEvis. Vi lamnar reflexiviteten och symmetrin som 6vning och vi-
sar bara transitiviteten. Antag att (a,b) ~ (¢,d), dvs a +d = b+ ¢
ochc+ f=d+e Det foljerdaatt a+d+c+f =b+c+d+e
vilket pga associativiteten och kommutativiteten ar detsamma som att
a+f+g=b+e+g,diar g =c+d. Men da foljer att a+ f =b+e
dvs (a,b) ~ (e, f). O

Vi later nu Z vara méingden av ekvivalensklasser, och later [a, 0]
beteckna den ekvivalensklass som innehaller (a,b). Alltsa &r [a,b] =
[c,d] omm a+ d = b+ c. Speciellt &r [a,b] = [a+ ¢,b+ ¢ for alla c. Vi
definierar operationen + pa Z genom att sitta

[a,b] + [c,d] = [a+ ¢,b+ d].

For att denna definition ska ha mening maste vi kontrollera att den
inte beror pa valet av representanter (a,b) och (c,d) for respektive
ekvivalensklasser, dvs vi maste kontrollera att om (a,b) ~ (ay,b;) och
(c,d) ~ (c1,dy) sa ér (a4 c¢,b+d) ~ (a1 + ¢1,b1 + dy). Men detta i sin
tur betyder att vi antar att a + by = b+ a; och ¢+ dy = d + ¢; och
fran detta vill visa att a + c+ by +d; = b+ d + a; + ¢, vilket dock ar
sjalvklart.
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Vi infor sedan operationen - pa Z genom
la,b] - [c,d] = [ac + bd, ad + bc].

Igen maste man verifiera att detta inte beror pa valet av representanter,
men det ldmnar vi som 6vning. Nésta steg ar att kontrollera att rikne-
lagarna (2.1) till (2.4) géller fér Z. Detta gors ocksa helt rutinméssigt,
och som exempel verifierar vi distributiviteten:

e, f1(la, b] + [¢,d]) = [e, flla+ ¢, b+ d] =
le(a+c)+ f(b+d),e(b+d)+ fla+c)] =
lea + fb, fa + eb] + [ec + fd,ed + fc] = [e, f][a, b] + [e, f][c, d].

Vi noterar nu att z = [a+d, b+c| &r en 16sning till ekvationen [c, d]+x =
[a, b], och att alltsa Z ar en kommutativ ring med etta.

Det aterstar att se att N naturligt kan inbdddas i Z, dvs att N
kan uppfattas som en delméangd till Z sadan att operationerna + och -

stimmer Gverens. Mer formellt betyder detta att det finns en injektiv
avbildning ¥: N — 7Z sadan att

(2.6) ¥(0)=0, ¥(1)=1,
bla+b) =(a) +9(b),  P(ab) = P(a)ib(b).

Man tar helt enkelt och later det naturliga talet a avbildas pa [a, 0] och
kontrollerar att (2.6) géller. Nar detta vl dr gjort kan vi uppfatta N
som en delstruktur till Z, eller om vi sa vill, Z som en utvidgning av
N.

Slutligen kan vi inféra en total ordningsrelation pa Z genom att
sidga att a < f omm (8 — « &ar ett naturligt tal. Vi ldmnar som &vning
att kolla att det alltid géller att o — (8 eller 3 — « &r ett naturligt tal,
och att bada géller omm a = j3.

3. Rationella tal

DEFINITION 3.1. En ring med etta ar en kropp om ekvationen ax =
b alltid ar losbar for a # 0.

Ringen Z har den extra egenskapen att vara ett integritetsomrade.
Detta innebir att af = 0 omm « eller 5 ar noll. Man siger ocksa
att Z saknar nolldelare. Varje integritetsomrade R kan utvidgas till en
kropp Q(R) genom att man betraktar alla utryck av typen «/f3 dar
(3 = 0 och identifierar tva sadana utryck o/ och o/’ omm af’ = G’
Formellt infor man en ekvivalensrelation pa R x R\ {0} genom att
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(o, B) ~ (a/, ") omm af’ = [/, och later Q(R) vara mangden av
ekvivalensklasser. Pa liknande sédtt som i forra avsnittet kan man sedan
infora operationerna + och - genom att sétta

[, B] + [, 6] = [ad + B, B9], [, B][7, 6] = [ary, B].

Man har igen att kontrollera att hogerleden inte beror pa valet av
representanter och att raknereglerna (2.1) till (2.4) géller, och att det
blir en kropp som har R som en inbidddad delring, genom att o € R
avbildas pa klassen [«, 1]. Vilamnar allt detta som 6vning eller hénvisar
till nagon bok i grundliggande algebra. I fallet att man utgar fran Z
sa kallas den resulterande kroppen for QQ, de rationella talen.

Varje rationellt tal a gar alltsa att skriva som « = a/b dér a och
b ar heltal, och vi sidger att « > 0 omm a och b har samma tecken.
Man kollar l4tt att detta inte beror pa representationen och att < ar
en total ordning pa Q sadan att den fér den inbdddade delringen Z
stimmer 6verens med ordningsrelationen pa Z. Vidare kollar man l4tt
att

(3.1) 0 <aoch0<bmedfor att 0 <a+0boch 0<ab.

En kropp med en total ordningsrelation som uppfyller (3.1) kallas en
ordnad kropp, och alltsa ar Q alltsa en ordnad kropp.

4. Reella tal

I forra avsnittet fann vi att Q ar en ordnad kropp. En brist i Q ar
att inte varje uppat begrinsad méingd har ett supremum. Vi paminner
om att ett tal som &r storre eller lika med alla talen i en mingd M
av tal kallas en majorant till M. Om det finns en minsta majorant till
M sa kallas denna supremum av M. Det dr ldtt att se att mangden
{z € Q; z? < 2} inte har ndgon minsta rationell majorant.

UPPGIFT 4.1. Kontrollera detta genom att visa att om r vore en
minsta rationell majorant till denna mingd, sa skulle r? = 2.

SATS 4.1. Det finns en ordnad kropp R som innehdller Q som ord-
nad delkropp, sadan att féljande dr uppfyllt:
(i) Omz,y €R ochx <y sd finnsr € Q sidant att © <r < y.
(ii))  Det finns inget storsta eller minsta element i R.
(i1i)  Varje icketom uppat begransad delmdingd till R har en minsta
majorant, dvs ett supremum.
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Notera att Q sjalv uppfyller de tva forsta villkoren i sats 4.1 men
inte villkor (iii). Detta villkor &r vad som i manga analysbocker kallas
supremumaziomet eller supremumegenskapen.

Man kan konstruera utvidgningen pa flera olika sitt men det visar
sig att alla &r isomorfa, se sats 4.15. Ett vanligt sitt dr att anvinda s.k.
Dedekindsnitt, se beviset av sats 4.15, men hér ska vi istéllet anvinda
Cauchyfoljder. Dels dr detta naturligt eftersom det stdmmer 6verens
med att vi ofta ser pa reella tal som odndliga decimalutvecklingar, dels
ar det en typ av konstruktion som anvinds i manga andra sammanhang
i matematik.

DEFINITION 4.2. En foljd (ax) = (ao,a1,...) av rationella tal &r
en rationell Cauchyfoljd (vi skriver da (ay) € RC) om det till varje
(rationellt) e > O finns ett (naturligt tal) N sadant att |ay —a;| < € om
j k> N.

EXEMPEL 4.3. Lat ag = 3, a1 = 3,1, as = 3,14, a3 = 3, 141 etc. Da
ar (ar) € RC for om j k> N sa ir |ax — aj] < 107V, P4 samma sitt
ser man att varje decimalutveckling ar ett element i RC. U

EXEMPEL 4.4. Antag att (aj) dr en rationell talfoljd och att ar, — a
da k — oo for nagot a € Q. Detta betyder definitionsméssigt att det
till varje (rationellt) € > 0 finns ett N sadant att |ay—a| < eom k > N.

Men da foljer att |ay — a;| < |ax — a| + |a — aj| < e +€ = 2¢ om
J,k > N. Detta visar att (ag) en Cauchyfoljd. O

Vi séger att en rationell foljd (ax) &r en nollféljd om a;, — 0 da
k — oo. Speciellt ar alltsa nollféljder i RC'.

EXEMPEL 4.5. Om a; = 1/k sa dr (ax) en nollfoljd. O

ANMARKNING 4.6. Fran analysen vet vi att en (rationell) f6ljd (ay)
har ett (reellt) gransvirde om och endast om den dr en Cauchyfsljd.

Var konstruktion gar ut pa att definiera reella tal som grénsvirden av
foljder 1 RC.

LEMMA 4.7. (i) Om (ar) € RC sd dr (a) begrinsad, dvs det finns
ett tal M sadant att |ax| < M for alla k.
(it) Om (ax) € RC, (by) € RC och o € Q sd ar (cay), (ar + bx) och
(iii)  Om en av (ax) och (by) dr en nollfoljd si ar (arby) en nollfsljd,
och om bada dr nollféljder sd ar (ax + by) en nollfsljd.

BEvIs. (i): Om (a;) € RC sa finns ett N sadant att |a; — a;| <

e =1omk,j > N. Men da ar |ag| < |an| + 1 for alla k& > N. Sétt
m = max(|ag|, |ai],. .., |an]). D& &r |ag| < m + 1 for alla k.
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(ii): Antag att (ax) och (by) ar i RC. Givet € > 0 finns darfor Ny
sadant att |ax—a;| < €/2 om j, k > Ny och Ny sadant att |by,—b;| < €/2
om j, k > Ny. Alltsa har vi att

|(ak + bi) = (a; + b)) < fax — aj| + |br — bj| <€/2+€/2 =€
om j, k > N = max(Nj, Ny). Detta visar att (ax+by) dr en Cauchyfsljd.
Enligt (i) sa finns ett tal M sadant att |agx| < M och |by| < M for

alla k. Till € > 0 finns nu (precis som i forra argumentet) ett N sadant
att |ax — a;j| < €/2M och |by — b;| < €/2M om j, k> N. Men da ar

\akbk — ajbj] = \akbk — akbj + akbj — ajbj] <
<ag||bx — b;] + |ar, — a;]|b;| < Me/2M + Me/2M = €

om j,k > N, vilket visar att (axby) ar en Cauchyfoljd. Det aterstaende
pastaendet i (ii) visas pa liknade sétt. Del (iii) lamnas som 6vning. [

UPPGIFT 4.2. Bevisa resten av (ii) samt del (iii) av lemmat.

Enligt Lemma 4.7 sa dr (ax —bg) i RC om (ag) och (by) dr i RC, och
vi infor en relation ~ pa RC genom att (ay) ~ (bx) om och endast om
(ax, — bg) &r en nollféljd. Man kollar 14tt att ~ &r en ekvivalensrelation.
Symmetrin och reflexiviteten dr (n#stan) triviala. Om (a, — bg) och
(bx — cx) ar nollfdljder, sa ar (ax —c) = (ap — by) + (b, — cx) en nollfljd
enligt lemmat, vilket visar att ~ ar reflexiv.

Vi later nu R, de reella talen, vara mingden av ekvivalensklasser i
RC'. Ekvivalensklassen for (ax) € RC betecknar vi med [ag]. Vi defini-
erar + och - pa R genom

lar] + [bk] = [ar + bk, [ax][bk] = [arbk].

Vi maste visa att operationerna dr vildefinierade. Antag darfor att
(ap,) ~ (ag) och (b)) ~ (b). Vi maste da visa att

(4.1) (ag + bg) ~ (a, +b,) och (agby) ~ (a,b}).

Vi ndjer oss med att verifiera den andra likheten i (4.1) och limnar den
forsta som Gvning. Vi vill visa att (axbr—ajb},) &r en nollfsljd. Men detta
foljer genast av lemmat eftersom agby, —a).bj, = ax(br — b)) + (ar, — aj,)bj.

Antag nu att a € Q. Féljden (a) = (a,a,a,...) r da uppenbarligen
i RC och definierar alltsa ett element [a] i R. Om a,b € Q och a # b
sa dr (a — b) inte en nollfvljd och alltsa &r [a] # [b]. Speciellt har vi
element [0] och [1] i R. Observera att (aj) dr en nollf6ljd om och endast
om [ag] = [0]. Det dr klart att riknereglerna (2.1) till (2.4) &r uppfyllda
for R. Detta foljer omedelbart av definitionen av 4 och - samt av att de
géller for Q. Ekvationen [ay| 4+ x = [by] har 16sningen = = [by —ay], sa R
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ar en kommutativ ring med nollelement [0]. Eftersom [a + b] = [a] + [b]
och [ab] = [a][b] sa ar avbildningen Q — R en injektiv (ring)homorfism,
en inbdddning, dvs vi kan betrakta Q som en delring till R.

PROPOSITION 4.8. Fkvationen [axlx = [by] har losning i R om

[ax] # 0.

Alltsa d&r R en kropp som har Q som delkropp. For beviset av
Proposition 4.8 behdver vi foljande enkla lemma.

LEMMA 4.9. Antag att (ay) € RC inte dr en nollféljd. Dd finns ett
positivt rationellt tal q och ett naturligt tal N sddana att |ax| > q for
alla k> N.

BEVIS. Att (ax) inte &r en nollfdljd betyder att det finns ett tal
e > 0 sadant att det till varje M finns £k > M sadant att |ax| > e
Eftersom (ay) 4r en Cauchyf6ljd sa finns ett N sadant att |a;—ay| < €/2
for j,k > N. For ett godtyckligt 7 > N har vi alltsa att

laj| = |ak + aj — ax| > |ag| — |aj — ax] > € —€/2 =¢/2.
Alltsa foljer lemmat om man tar ¢ = €/2. 0

BEVIS AV PROPOSITION 4.8. Enligt lemmat finns ¢ och NV sadana
att |ag] > ¢ om k > N. Definiera nu en ny talféljd aj, genom att
sitta ap = ¢ for k < N och a) = a; for k > N. Da ar (a,) ~ (ax)
eftersom aj, — ay dr noll f6r alla k > N. Definiera nu (¢x) genom att
sitta ¢, = 1/a,. Vi pastar att (¢;) € RC. Tag ett € > 0. Eftersom aj,
ér en Cauchyfoljd sa finns M siadant att |a} — a)| < ¢*eom k,j > M.
Vi kan anta att M > N. Men for k, 7 > M har vi da att

o — el = || < L
vilket alltsa visar att (cx) € RC. Nu ar [ag][ck] = [a})[ck] = [arcr] = [1]
och alltsa l6ser x = [cxbg] ekvationen. O

Vi ska nu inféra en ordningsrelation pa R. Antag att (ax) € RC. Vi
siger att (ax) > 0 om det finns ett rationellt tal ¢ > 0 och ett naturligt
tal N sadana att ap > ¢ for alla k > N. Vi séger att (ax) < 0 om
(—ak) > 0.

UPPGIFT 4.3. Visa att om (ai) > 0 och (a},) ~ (ax) sa (a)) > 0.

») > 0. Enligt

Om o € R sa séger vi att @ > 0 om a = [a;] och (a
t (a) for a.

ovning 4.3 ar detta oberoende av valet av representan

PROPOSITION 4.10. For (a;) € RC gdller exakt en av (ay) ~ (0),
(ax) > 0 eller (a) < 0.
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BEVIS. Det ar klart att de ar uteslutande. Antag att (ay) inte ar en
nollfoljd. Enligt Lemma 4.9 finns da ¢ > 0 och N sadana att |ay| > ¢ for
k > N. Eftersom (aj) € RC sa finns M > N sadant att |ay — a;] < ¢
for j > M. Om ay > g sa maste darfor a; > ¢ for alla j > M och om
am < —q sa ar a; < —q for alla j > M. O

For varje a € R giller alltsa precis ett av o < 0, a = 0 eller a > 0.
DEFINITION 4.11. Om «, § € R sa séger viatt a < fom f—a > 0.

Det foljer att < &r en total ordning(srelation) pa R.

Notera att om « dr rationellt, dvs o = [a,qa,...] dir a € Q, s& &r
a > 0 om och endast om a > 0, sa for rationella tal stimmer var nya
relation < 6verens med den vanliga. Man kollar ocksa latt att o+ > 0
och af >0 om «a, > 0.

UPPGIFT 4.4. Gor dettal
Alltsa har vi att

PROPOSITION 4.12. De reella talen R dr en ordnad kropp med Q
som ordnad delkropp.

Vi kan nu inféra konvergensbegreppet for reella tal. Om a och oy,
ar en foljd av reella tal sa siger vi att ay, — « (da k — 00) om det till
varje (rationellt) e > 0 finns ett naturligt tal N sidant att |o —ay| < €
for alla &k > N.

Fran inledningen kommer vi ihag att sjdlva idén i konstruktionen
var att se till att varje (a;) € RC skulle fa ett griansvirde genom att
definiera detta tal som klassen [ay] av alla ekvivalenta foljder. Nista
proposition siager att vi har lyckats i detta uppsat.

PROPOSITION 4.13. Tag en (ax) € RC. Om oy = [ag, ag,...] och
a = [ag, ay, as, . ..| sd gdller att oy, — «.

Enkelt uttryckt innebér detta att varje rationell Cauchyfoljd (ay),
betraktad som en foljd av reella tal, har ett reellt grinsviarde, namligen
det reella tal « som foljden (ay) representerar.

BEVIS. Givet ett rationellt e > 0, tag N sadant att |a; — ai| < €
for j,k > N. Tag ett fixt n > N och definiera talfoljden (b;) genom
b, = a, — a + 2e.
Lat B = [bg,b1,...|. Eftersom by > € for k£ > N sa ar 8 > 0. Men
B = a,, —a+2¢, (hir betecknar alltsa e motsvarande reella tal om man

ska vara petig) sa a,, — a + 2¢ > 0 dvs a — «a,, < 2¢. Pa liknande sétt
visar man att a,, — o < 2¢. Alltsa har vi att

la, — | <2¢ om n>N.
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Eftersom e var godtyckligt betyder detta a,, — a. U

I fortsdattningen skiljer vi inte pa rationella tal och motsvarande tal
i R, utan vi skriver istéillet a,, — «.

For att slutgiltigt kunna bevisa sats 4.1 behover vi ett litet lemma
till.

LEMMA 4.14. Om a € R och 0 < a < 1/m for alla m € N sd dr
a=0.

BEVIS. Antag att o > 0 och att a = [ag, a1, . ..]. Da finns rationellt
q > 0 och N sadana att ay > ¢ for alla k& > N. Eftersom 1/m —a > 0
(och 1/m — « representeras av foljden (1/m — ay)) sa finns ¢’ > 0 och
N’ sadant att 1/m — ay > ¢ > 0 for alla k > N’. Om k > max(N, N’)
sa ar alltsa
g<a,<1/m—q <1/m,
dvs ¢ < 1/m vilket dr en motsigelse om m &r stort. O

BEVIS AV SATS 4.1. Det aterstar att visa att R uppfyller (i), (i)
och (ii7). Antag att = och y &r reella tal, < y och att det inte finns
nagot rationellt tal mellan dem. Fixera ett m &€ N. Lat c vara det
storsta heltalet som &r mindre &n eller lika med x och lat 5 vara det
storsta heltalet sadant att ¢ + j/m < z. Enligt antagandet har vi da
att c+j/m <z <y<c+(G+1)/m Alltsd dr 0 <y —z < 1/m.
Eftersom m &ar godtyckligt sa foljer det av Lemma 4.14 att z = y. Om
x < y sa finns alltsa nagot rationellt tal mellan dem. Detta visar (7).

Eftersom varje Cauchyfoljd &r begrinsad, sa finns till varje reellt
tal ett heltal som &r storre (och nagot annat som &r mindre). Alltsa
foljer (i4).

Antag nu att M C R ar uppat begransad. Lat fér varje n a, vara
det storsta tal av typen p2~", dér p ar ett heltal, sadant att a, inte
ar en majorant till M. (Ett sadant storsta tal finns eftersom M Ar
uppat begrinsad.) Da ar a,, + 27" en majorant till M. Observera nu
att a, < a,y1, for antingen ar a,, 1 = a, eller sa ar a,,1 = a, 492~ (n+1),
Alltsa har vi att

p < prg < o< A < a, + 277

Den sista olikheten beror pa att a,.,, inte &r en majorant, medan
an + 27" &r det. Alltsa &r |a; —ax| < 27" om j,k > n sa (ax) € RC.
Enligt Proposition 4.13 finns a € R sadant att ax — «. Men &ven
a, + 27" — «. Eftersom varje a,, + 27" dr en majorant sa ar dven « en
majorant. Eftersom a andra sidan ingen a,, dr en majorant, och a, — «
sa kan det inte heller finnas nagon mindre majorant dn «. Alltsa har
M en minsta majorant. 0
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De egenskaper vi har visat om var utvidgning R av QQ bestdmmer
utvidgningen sa nir som pa isomorfi.

SATS 4.15. Antag att H dr en ordnad kropp som innehaller Q som
ordnad delkropp och som uppfyller (i), (i) och (iii). D finns en ord-
ningsbevarande kroppsisomorfi &: R — H.

BEVISSKISS. En delméngd M till Q kallas ett snitt, eller ett Dede-
kindsnitt, om
e (1) M#£Qoch M #10
e (2) a € M och b < a medfor att b € M
e (3) M har inget storsta element.

Man inser latt att for varje reellt tal a sa &r méngden M = {r € Q; r <
a} ett snitt. Beviset gar ut pa att visa att om R &r en ordnad kropp som
innehaller Q och sadan att (i), (ii) och (iii) géller, sa finns en bijektion
mellan elementen i R och méngden av snitt av Q. Pa detta sitt far
man en bijektion mellan R och R. Vi hoppar 6ver detaljernal! U

Vi avslutar detta avsnitt med ett par kiinda resultat om reella tal.

SATS 4.16. Antag alt (a,) dr en reell Cauchyféljd. Da finns ett reellt
tal a sadant att a,, — a da n — oo.

Definitionerna av Cauchyfoljd och konvergens ar bokstavligen de-
samma som for rationella foljder.

Bevis. Till varje a, finns ett rationellt tal a), sadant att |a, —al,| <
1/n. Eftersom (a,) ar en Cauchyfoljd och a, — a,, — 0 sa foljer det
att dven (al) ar en Cauchyfoljd. (Givet € > 0 sa finns N sadant att
lay—a;| < €/3om j, k> N.Men det finns dven N’ sadant att |ay—a}| <
¢/3 om k > N'. Alltsa ir |aj, — aj| < e om j, k > max(N, N').) Enligt
proposition 4.13 finns déarfor a € R sddant att a), — a. Men da foljer
att aven a, — a. O

SATS 4.17 (Bolzano-Weierstrass sats). Antag att (a,) dr en begrdn-
sad reell talféljd. Da finns en delféljd (b;), déir by = ay;, som dr kon-
vergent.

BEvViS. Antag att alla ay, ligger i intervallet Iy med lingd C'. Dela nu
detta i tva lika stora delintervall. Atminstone i ett av dessa delintervall
maste det finnas odndligt manga av talen a;. Kalla detta I; och dela det
i tva lika stora delintervall. T ett av dessa, kalla det I, finns ofndligt
manga a, etc. Tag till varje j ett tal b; = ay, i [;. Det foljer att
b; —b;| <279C om i > j, s& b; ar en Cauchyfoljd och alltsa konvergent
enligt sats 4.16. O
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UPPGIFT 4.5. Visa att det for varje ickenegativt reellt tal r finns
ett entydigt ickenegativt reellt tal s = \/r sidant att s> = r. Ledning:
Betrakta {z > 0; 2% <r}.

UPPGIFT 4.6. Antag att a; > 0 och att ay — a. Visa att \/ay —

Ja.

5. Komplexa tal

Pa R? = R x R infor vi operationerna + och - genom att siitta
(a,b)+ (b, ¢) = (a+c,b+d) och (a,b)(c,d) = (ac—bd, ad+bc). Man visar
latt att detta blir en kropp med R som en delkropp om vi identifierar
r € R med (r,0) € R% Vi kallar R? med dessa operationer for C, de
kompleza talen. Om man infér beteckningen ¢ f6r (0, 1) sa finner man
att i> = —1. Varje komplext tal z kan skrivas entydigt som z = a + ib
dér a och b ar reella tal. Dessa kallas real- respektive tmagindrdelen av
2. Om z = a + b sa kallas z = a — b for konjugatet till z. Till ett
komplext tal z = a + ib definierar vi dess absolutbelopp |z| som det
ickenegativa reella tal (jimfor 6vning 4.5) sadant att |2|> = 2z = a®+b%.
Vi lamnar som 6vning att verifiera triangelolikheten

|2 4+ w] < [z + |w].

Ur denna foljer dven att |w|—|z| < |z—w|. Vi paminner ocksa om polar
framstillning av komplexa tal. Med beteckningen e = cos + isin 6
kan varje komplext tal skrivas som z = re®, dir r = |z| och @ &r
bestdmt sa nér som pa en heltalsmultipel av 27. Konsultera i nédfall
nagon elementir bok i algebra.

Vi definierar konvergens for en féljd av komplexa tal z; pa det
uppenbara séttet. Om z; = a; +ib; s&4 2; — 2 = a + b omm a; — a
och b; — b. Detta &r forstas detsamma som att |z; — z| — 0 eftersom
|zj—z|* = (a; —a)*+ (b; —b)?. Notera ocksé att om z; — z 84 |z;| — |2|
och om dessutom w; — w sa z; + w; — 2z + w och zjw; — zw. Detta
bevisas precis som for rationella eller reella talféljder.

Vi ska avrunda detta kapitel med att bevisa algebrans fundamental-
sats. Btt uttryck p(z2) = ag+a12 +az2® + - - +a,2", dir a;, € C, kallas
ett komplext polynom. Notera att om z; — z s foljer att p(z;) — p(z).
Detta foljer genast av att summor och produkter bevarar konvergens.
Vidare |p(z;)] — [p(2)].

SATS 5.1 (Algebrans fundamentalsats). Antag att p(z) ar ett kom-
plext polynom av grad > 1. Da finns ndagot z sdadant att p(z) = 0.
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SATS 5.2 (Bolzano-Weierstrass sats). Antag att z, dr en foljd av
kompleza tal i en begrinsad mdngd. Da finns en delféljd z, som dr
konvergent.

BEVIS. Antag z, = ag + ibg. Att z;, ar begrinsad medfor att bade
ay och by ar begransade reella talfoljder, och alltsa finns en delfoljd ay,
som &r konvergent enligt sats 4.17. Men b, dr en begrinsad f6ljd sa
det finns en delféljd by, som &r konvergent. Eftersom en delféljd till
en konvergent foljd ar konvergent, sa foljer att w, = ak;, + iby;, &r en
konvergent delfoljd till z. O

BEVIS AV SATS 5.1. Notera att {|p(z)|; 2 € C} &ar en nedat be-
gransad méngd av reella tal, sa § = inf{|p(2)|; 2z € C} existerar och
£ >0.0mp(z) = a,2" +a, 12" 1+ ... sidr

p(2)] = lanll2]" = lan-ll2""" =+ = Jao| >

n 1
> |4 (|an\—(g\an1\+- Hn\aor))

Om a,, # 0 sa finns dirfor ett R sadant att [p(z)| > 206 om |z]
Enligt definitionen av [ sa finns det en foljd z; sadan att |f(z)
d& k — oo. Eftersom |z;| < R for alla (stora) k, sa finns enligt sats 5.2
en konvergent delf6ljd w; = 2, — a. Men da har vi att [p(w;)| — [p(a)]
och eftersom |p(w;)| dr en delf6ljd till |p(zx)| sa foljer att |p(w;)| — B,
och alltsa |p(a)| = 5

Om 3 = 0 sa &r vi klara. Lat oss darfor anta att § > 0. Genom att
ersitta p(z) med ¢(z) = (1/6)p(z + a) kan vi anta att 5 =1 och a = 0.
Alltsa ar

| > R
| —

m—41 4. m—&-k:‘

p(2) =1+ an2™ + ami12 A Apr?

Genom att byta ut z mot az for lampligt « (jamfor Gvning 6.3), kan
vi anta att a,, = —1, dvs

1

p(z) =1—=2"4 ap12 Uik 2

For sma positiva reella x har vi nu med triangelolikheten att

Ip(z)| <1—2™+ |am+1|xm+1 oot |am+n|xm+n =

=1-2"(1— |amr]z — -+ = @min]z™™)

)

och detta ar strikt mindre dn 1 for sma positiva x, eftersom uttrycket i
parentesen da ar strikt positivt. Detta visar att det finns x sadana att
Ip(z)| < 1 = [ vilket strider mot definitionen av 3. Alltsa maste 5 =0
och vi &r klara. U
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6. Ytterligare 6vningar till kapitel 3

UPPGIFT 6.1. Visa att om a,, ar en vixande uppat begransad foljd
av reella tal sa ar den konvergent.

UPPGIFT 6.2. Antag att man vet att kroppen Q finns. Fundera pa
hur man kan férklara for sdg en hogstadieelev att

py’ _pp
aq aqq
UPPGIFT 6.3. Visa att det till givet w € C finns z € C sadant att
2™ =w.

UPPGIFT 6.4. Antag att f(x) &r en reellvird kontinuerlig funktion
pa det slutna intervallet [0, 1] och att f(0) = —1 och f(1) = 1. Visa
att det finns ett & € [0, 1] sadant att f(&) = 0.

Nagra kommentarer

I |[EM] finns en grundlig framstéllning av Godels konstruktion av
oavgorbara utsagor och hur detta medfor att man inte kan bevisa att
teorin 1" ir konsistent. Konstruktionen av de reella talen med hjilp av
Dedekindsnitt finns beskriven i [OH].






KAPITEL 4

Geometri

Sedan mycket linge har man ként till och utnyttjat geometri. Ex-
empelvis kiinde redan babylonierna mer dn 1600 ar f Kr till Pythagoras
sats pa empiriska grunder. Den deduktiva metoden, dvs att utgaende
fran vissa forhoppningsvis sjilvklara pastaenden, postulat eller axiom,
genom logisk argumentation dra nya slutledningar, borjade utvecklas
under 600-talet f Kr av grekiska matematiker. Det definitiva genom-
brottet kom néir Euklides omkring 300 f Kr fullbordade sitt epokgo-
rande arbete Elementa, som innehaller 465 satser om geometri, talteori
och algebra, alla hirledda ur nagra fa axiom.

Euklides inforde ett axiomsystem for geometri som i modernt sprak-
bruk brukar kallas absolut geometri, vilket vi beteckar A, samt det s.k.
parallellaxiomet PA. I den vanliga modellen for A, ndmligen geometri
i planet, &r PA ocksa sann. Under mer dn tva tusen ar forsokte man
utan framgang bevisa PA fran de 6vriga axiomen, dnda tills man pa
1800-talet visade att PA &r oberoende av de évriga, genom att hitta
modeller till A dar PA ar falskt, s.k. ickeeuklidiska modeller. For att
konstruera en sadan modell maste man anldgga ett helt axiomatiskt
synsétt, och frigéra sig fran den intuitiva idén om vad grundbegreppen
punkt och linje i A ska betyda; de behover inte tolkas som punkter och
linjer i “vanlig” mening, utan bara pa ett sadant sitt att axiomen i A
ar uppfyllda.

1. Axiom for absolut geometri

I beskrivningen av teorin fér absolut geometri, A, anvinder vi mo-
dernt sprakbruk, med begrepp som reella tal, avbildningar, grupp etc.
Den som ér intresserad av en framstéllning som mer direkt ansluter sig
till Euklides egen kan t ex lisa i [LAL].

Begreppen i teorin A &r:

e En mingd av element kallade punkter.
e En mingd av element kallade linjer.

89
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e Relationen € mellan méngden av punkter och méngden av
linjer. Vi siger att punkten p ligger pd linjen ¢ eller att ¢ gar
genom p om p € L.

e Pa méngden av punkter pa en linje har vi tva totala ordnings-
relationer, varav den ena ir den motsatta till den andra,

e En méngd av bijektiva avbildningar K av méngden av punk-
ter pa sig sjilv, kallade kongruensavbildningar eller kongru-
enstransformationer.

Dessa ska uppfylla foljande axiom:

A1l For tva olika punkter finns en och endast en linje genom punk-
terna.

Linjen genom punkterna a och b kallar vi linjen ab. Det foljer att
tva olika linjer kan ha hogst en skdrningspunkt. Tva linjer som inte skar
varandra sags vara parallella.

A2 Maingden av punkter pa en linje dr, med endera ordningsrelatio-
nen, ordningsisomorf med den ordnade méingden R av reella tal.

Det foljer att varje linje gar genom oéndligt manga punkter. Antag
att a € . Pa grund av A2 kan vi tala om att tva punkter pa ¢ ligger
pa samma sida om a. Méangden av alla punkter som ligger pa en och
samma sida om a (inklusive a sjélv) kallas en strdle fran (eller med
utgangspunkt i) a. De tva stralarna fran a som ligger i samma linje
kallas motsatta. Den av dem som innehaller b € ¢ kallas stralen ab.

Av tre olika punkter pa en linje sa ligger alltid en av dem mellan
de tva andra. Mangden av punkter pa linjen ab som ligger mellan a
och b (inklusive a och b sjdlva) kallas stridckan ab, och a och b kallas
striackans dndpunkter.

A3 Mingden av de punkter som inte ligger pa linjen ¢ kan indelas
i tva icketomma mangder kallade sidorna av £. Tva punkter utanfor ¢
ligger pa samma sida av £ om och endast om strackan mellan dem inte

skar /.

Det foljer att relationen “ligga pa samma sida som” ar en ekviva-
lensrelation. Antag att tva olika linjer ¢ och ¢ skir varandra i a, och
antag att p och ¢ dr tva punkter pa ¢ som bada ar skilda fran a. Da
ligger p och ¢ pa samma strale fran a om och endast om de ligger pa
samma sida om ¢'.

A4 Mangden av kongruenstransformationer K bildar en grupp under
sammansittning; speciellt har varje ¢ € IC sin invers i K. En ¢ € K
avbildar linjer pa linjer och bevarar (eller omkastar) ordningsrelationen
pa linjer. Givet tre punkter a, b, c som inte alla ligger pa samma linje,
och tre andra punkter a/,b', ¢ som inte heller ligger pa samma linje,
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sa finns det en och endast en ¢ € K sadan att ¢(a) = o/, stralen ab
avbildas pa stralen a'b’ samt sidan (som bestdms av) ¢ av linjen ab
avbildas pa sidan ¢’ av linjen a'b’.

Man sdger att tva punktméngder ar kongruenta om det finns nagon
¢ € K som tar den ena mingden pa den andra. Eftersom C ar en grupp
sa ar kongruens en ekvivalensrelation.

Vi ska nu definiera begreppet vinkel. Fixera en punkt a och betrakta
tva stralar ab och ac fran a. Lat vinkeln Abac vara mingden av alla
stralar fran a som skir strackan bc. Alltsa dr Abac samma som Acab.
Vi pastar att denna méngd bara beror pa stralarna ab och ac och inte
pa valet av punkter b och ¢ pa dessa. Lat ad vara en strale fran a som
skir strickan be 1, sig, punkten p. Det ricker att visa att om 0’ ar en
annan punkt pa stralen ab sa skir stralen ad dven strackan b'c. Lat
¢ vara linjen ad. Eftersom denna skir linjen ab i a sa f6ljer det, jmf
kommentaren efter A3 ovan, att b och b’ ligger pa samma sida om /.
Eftersom striackan bc skir ¢ sa ligger b och ¢ pa olika sidor om ¢ och
foljaktligen ligger &ven O och ¢ pa olika sidor om ¢, och déarfor skér
striackan O'c linjen £ i en punkt p’. Vi vill nu se att p’ ligger pa stralen
ad. Men p ligger pa samma sida om linjen ab som ¢, vilken i sin tur
ligger pa samma sida som p’. Alltsa ligger p och p’ pa samma sida om
linjen ab och darfor pa samma strale fran a.

¢ d

Stralarna ab och ac kallas vinkelbenen till vinkeln Abac.

Méangden av stralar fran a som ligger utanfér en vinkel Abac (in-
klusive vinkelbenen) som ovan kallas ockséa en vinkel vid a.

Av praktiska skl ska vi ldgga till ytterligare ett axiom. Det kan
bevisas fran de Gvriga, men dr & andra sidan litt att verifiera direkt i
de modeller till teorin A som vi ska studera.

A5 Ingen stricka dr kongruent med en dkta delstricka till sig sjélv,
och ingen vinkel dr kongruent med en dkta delvinkel till sig sjilv.

Vi kan nu definiera ytterligare nagra begrepp.
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Spegling i linje. Antag att c inte ligger pa linjen ab. Da finns exakt
en ¢ € K som tar a pa sig sjilv, stralen ab pa sig sjilv och som avbildar
¢ pa en punkt ¢’ pa andra sidan av linjen ab. Pa grund av A5 maste ¢ ta
b pa sig sjalv, och eftersom b dr en godtycklig punkt (# a) pa stralen sa
maste ¢ halla varje punkt pa stralen fix. Eftersom den motsatta stralen
ocksa avbildas pa sig sjalv foljer pa samma satt att varje punkt pa den
halls fix, dvs varje punkt pa linjen ab halls fix av ¢. Denna ¢ kallas
spegling i linjen ab.

Mittpunkt av stricka. Betrakta strickan ab och vilj en punkt c
som inte ligger pa linjen ab. Tag den entydiga ¢ € K sadan att a — b,
stralen ab gar pa stralen ba och ¢ avbildas pa en punkt ¢ pa andra
sidan om linjen ab. Enligt A5 kommer da b att avbildas pa a. Darfor
avbildar ¢ o ¢ punkten a pa sig sjilv, strickan ab pa strickan ab och
¢ pa samma sida, och darfor &r ¢ o ¢ identitetsavbildningen pa grund
av entydigheten i A4. Lat p vara skirningen mellan strickan c¢’ och
linjen ab. Eftersom ¢ = ¢ o ¢(c) foljer det att ¢(c’) = ¢, och foljaktligen
avbildas strickan cc pa sig sjilv, sa ¢(p) = p. Det foljer att ap och pb
ar kongruenta, och enligt A5 ar darfor p en entydigt bestdmd punkt pa
strickan ab som kallas mittpunkten pa striackan.

Lingd av striackor. Vi ska nu infora ett langdbegrepp for strickor
sadant att tva striackor har samma ldngd om och endast om de &r
kongruenta, och sadant att

(1.1) lac| = |ab| + |be].

om b ligger mellan a och ¢ pa linjen ac.

Fixera forst en stricka Iy och sig att den definitionsméssigt har
langd 1. Om ab ar en godtycklig striacka, kan vi efter en kongruenstrans-
formation anta att [y ar strdckan aa; pa stralen ab. Vi kan avsitta
striackan Iy fran punkten a; och fa strickan a;as pa samma strale etc.
Vi pastar att varje punkt pa stralen kommer att ligga pa nagon av
dessa strickor ayai,1. Om inte, eftersom stralen ab dr ordnad som R,
sa existerar supremum m av alla punkter pa stralen ab som ligger i
nagon av strickorna apasy1. Avsitt Iy fran m mot a och sig att vi far
strickan md. Da ligger d pa nagon stricka ay_qaj och alltsa ligger m
pa striackan apag,1, vilket dr en motsagelse.

Néar man stoppat in sa manga I, som far plats pa strickan ab, sig s
stycken, sa tar man om mdjligt och stoppar in strackan I; som ar halva
strackan Iy. Man kan fa in hogst en sadan. Sedan tar man om mojligt
och stoppar in Iy, som &r halva I3, etc. Vi definierar sedan ldngden |ab|
av striackan ab som

lab| = s + 5271 + 5272 4. ..,
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dar s dr 1 eller 0 beroende pa om striackan [ fick plats eller inte. Vi
ldmnar som Ovning att visa

UPPGIFT 1.1. Visa att varje (icketrivial) stricka har positiv langd;
att tva striackor ar kongruenta om och endast om de har samma langd,
och att (1.1) géller.

En cirkel med medelpunkt m och radie r &r mangden av alla punkter
p som har avstandet r till punkten m. En linje genom medelpunkten
till en cirkel skir cirkeln i exakt tva punkter. Strickan mellan dessa
punkter kallas en diameter till cirkeln.

UPPGIFT 1.2. Visa att varje cirkel har en entydigt bestamd radie
och medelpunkt.

Storlek pa vinklar. Om ab och ac dr motsatta stralar och ad &r
ytterligare en strale sa kallas Abad och Acad sidovinklar till varandra.
En vinkel som &r kongruent med sin sidovinkel kallas rdt. Vi pastar
att alla rata vinklar dr kongruenta. Antag motsatsen. Efter en lamplig
kongruenstransformation kan vi anta att stralarna ad; och adsy bildar
rata vinklar med linjen ab, och att d; och ds bada ligger pa samma sida
om ab. Antag exempelvis att stralen ads ligger i vinkeln Acad;. Vinkeln
Acads dr da en dkta delméngd av Acad, som &r kongruent med Abad,
vilken i sin tur dr en del av Abads. Men denna dr kongruent med cads,
sa vi far att Acad, &r kongruent med en dkta delvinkel av sig sjilv,
vilket motsidger A5.

da
di

c a b
Att det verkligen finns rdta vinklar inses genom att spegla i en linje
(. En punkt p utanfor linjen 6vergar da i en punkt ¢ pa andra sidan,
och linjen pq skér linjen ¢ i vinklar som efter spegling Gvergar i sina
sidovinklar och alltsa maste vara rata.

Tva linjer som skir varandra i rata vinklar sigs vara normaler till
varandra. Genom en given punkt p utanfor linjen ¢ finns som vi sett
ovan alltid en linje som &r normal till £. Den &r dessutom entydig. Om
namligen pa &r normal till £, dér a ligger pa ¢, sa overgar vid spegling
pa i ga som ocksa dr normal till /. Men da bildar stralarna ap och agq
bada rit vinkel mot £ och ar darfér delar av samma linje, och alltsa ar
a skirningen av pq och /.
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Betrakta vinkeln Abac vid a, eller dess komplementvinkel. Vi kan
anta att strackorna ab och ac ar lika langa. Den ¢ € K som haller a fix
och tar ab pa ac och c i en punkt pa samma sida om ac som b, maste
ta b pa c, eftersom ab och ac &r lika langa, och ¢ pa b, av samma skil
samt av A5. Mittpunkten p pa strickan bc ligger da fix och linjen ap
delar vinkeln Abac och dess komplementvinkel i tva kongruenta vinklar.
Linjen ap kallas bisektris till vinkeln bac (och dess komplementvinkel).
Som for striackor kan vi nu inféra matt pa vinklar, och vi normaliserar
sa att rita vinklar far mattet 7/2.

Om tva vinklar Aabc och Aa’b'd ar kongruenta, dvs lika stora, sa
skriver vi Aabc = Aa'b'c.

ANMARKNING 1.1. Den som stors av att vi har anvinder talet 7
utan att inom teorin ge en definition, kan tills vidare tédnka pa det som
enbart en beteckning for tva rita vinklar. Se vidare avsnitt 4. U

En vinkel som dr mindre dn en rat, kallas spetsig och en som é&r
storre kallas trubbig.

Nar tva linjer skiir varandra i en punkt p uppstar fyra vinklar. Ett
par av dessa som inte har nagot gemensamt vinkelben kallas vertikal-
vinklar. De dr lika stora eftersom de har gemensam sidovinkel.

Forst efter att ha bevisat s& mycket han kunde fran (motsvarighe-
ten till) axiomen i A, dvs Al till A4 (eller A5), s& inforde Euklides
parallellaxiomet, vilket kan formuleras pa féljande vis:

Parallellaxiomet PA  Givet en linje £ och en punkt p som inte ligger
pa ¢, sa finns det exakt en linje genom p som &ar parallell med /.

Vi later A-FPA beteckna teorin vars axiom ar Al till A5 samt PA.

2. Den euklidiska modellen for absolut geometri

Vi ska nu presentera en modell for A dir PA &r sann. Senare, i
avsnitt 4, ska vi att se att varje modell till A+PA &r isomorf med denna
modell, vilket beréttigar oss att tala om den euklidiska modellen.

Som punktmingd tar vi R*> = {x = (z1,72); 71,79 € R} och en
linje later vi vara en méngd av punkter som loser en ekvation av typ

a-xr+m=ax1+ asxy +m =0,
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dir (0,0) # (a1,a2) = a € R? och m € R. Att en punkt z ligger pd
linjen ¢ ska helt enkelt betyda att x &r ett element i punktméngden ¢ i
R2. En kongruensavbildning ¢ € K ska vara en avbildning ¢ : R? — R?
pa formen ¢(x) = Ax + b, dir A &r en ortogonal 2 X 2-matris (dvs
A'A=1), och b € R2

Vi ska nu verifiera att axiomen Al t o m A5 ar uppfyllda. Vi borjar
med att notera att linjen a;x1 + asxs +m = 0 (dér alltsd a; eller ay ar
nollskild), &r bilden av den injektiva avbildningen

(2.1) Rt tv+e,

dér v = (ag, —ay) och (a, az) - ¢ = —m. En sadan avbildning kallas en
(linjar) parametrisering av linjen. Omvént ar bilden av en avbildning
(2.1), dér v # 0, en linje.

A1l: Genom tva olika punkter a och b i R? gar linjen som ges av
t—tlb—a)+a=th+ (1 —t)a.

Vi vill se att denna &r entydig. Antag att linjen som ges av s — sv + ¢
ocksa gar genom a och b. Da dr a = sov + ¢ och b = s1v + ¢ for nagra
tal so och s; med sg # s, sa

sv+c=tlb—a)+a

om t(s1—Sg)+so = s. Men t — s = t(s1—5p)+5¢ ar en bijektion R — R,
vilket betyder att de bada parametriseringarna beskriver samma linje.
Linjen genom a och b kan &ven erhallas pa ekvationsform som

(1 —ay)(by — az) — (xg — ag)(by — a1) = 0.

A2: En linje far sin ordningsrelation (och sin omvéinda ordningsrela-
tion) genom en parametrisering (2.1). Den erhallna ordningsrelationen
beror inte pa valet av parametrisering fér som ovan ser vi att tva olika
parametriseringar svarar mot ett koordinatbyte s = at+ 3 pa R, vilket
bevarar (eller kastar om) ordningsrelationen pa R.

Om a och b &r tva olika punkter s parametriseras strickan ab av
0,1]5t—th+ (1 —t)a=a+t(b—a).
A3: Om linjen /¢ ges av ekvationen a - x + m = 0, s& uppdelas R? \ /
i de disjunkta méingderna ¢ = {r € R*; a-x+m > 0} och {~ =
{r € R* a-x +m < 0}. Tag tva punkter o och 3 utanfér ¢ och sitt
A=a-a+moch B =a-0+ m. Antag forst att A # B. Da ar
skirningen mellan linjen ¢ — ¢(3 — «) + a och ¢ den punkt som svarar
mot t = A/(A — B), och detta tal ¢ ligger i intervallet (0,1) om och
endast om A och B har olika tecken. Detta innebir att strickan af
skdr ¢ om och endast om « och f ligger pa olika sidor om /. Om A = B
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ligger forstas a och § pa samma sida om ¢ och linjen o &r parallell
med ¢, sa striackan af skir inte inte /.

A4 (och A5): Vi visar forst att K &r en grupp, dvs att varje ¢ € K
har en invers ¢! i K och att ¥ o ¢ € K om ¢ och 9 ligger i K. Om
¢(r) = Az + « och ¢ (y) = By + [3 sa ar

Yop(r) = BAr+ Ba+ = Cz + 7.
Nu ar C ortogonal, ty
C'C = (BA)'BA=A'B'BA=A'"TA=A"A=1,

sd 1 o ¢ € K. Vidare om ¢ ar given och v viljs sd att B = A’ och
B = —Ala sa blir o ¢p(z) = pop(z) =z, dvs Yo = porp = I.
Det foljer nu att K &r en grupp ty A® ar ortogonal om A ir det, enligt
lemma 2.1 nedan.

En liknande kalkyl visar att linjer avbildas pa linjer av ¢ € K och
att ordningsrelationen bevaras (eller kastas om).

UPPGIFT 2.1. Utfor denna kalkyl!
Vi tittar nu lite ndrmare pa avbildningarna i K.

LEMMA 2.1. En 2 X 2-matris A dr ortogonal om och endast om for
ndgra o, 3 med o® + 3% =1 vi har

(30
(5 2)-( 0 )

Notera att matrisen ldngst till hoger svarar mot en avbildning S
som tar ovre halvplanet pa det undre, och vice versa, samt haller x-
axeln fix. Eftersom S ska vara en avbildning i IC, foljer det att S maste

vara spegling i x;-axeln.
a c
= (54)

ar ortogonal, betyder att a® +0? = 1, ¢ +d? = 1 samt att ac+ bd = 0.
Den senare ekvationen innebér att (c,d) = t(b, —a) for nagot t. Alltsa
ar

eller

BEVIS. Att

l=c+d* =1*0*+d*) =17,
sa t = +1 och darfor (¢,d) = +(b, —a) och lemmat f6ljer. O
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Vi kan nu verifiera resten av A4 samt A5. Lat e = (1,0). Da &r
Ae = (a, ) om A ér som i lemmat. Om b = (by, by) &r en godtycklig
punkt kan vi alltsa hitta en avbildning A, som tar positiva xi-axeln
pa stralen fran origo genom b, genom att vélja (a, 3) sa att t(a, 8) =
(by,by) for ett positivt tal ¢. Eftersom A tar linjer pa linjer foljer det
att den tar 6vre halvplanet pa en given sida av linjen ¢ genom origo
och b och undre halvplanet pa andra sidan av (. Efter att vid behov
komponera med avbildningen S, jmf kommentaren efter lemmat, sa
kan vi fa 6vre halvplanet att avbildas pa onskad sida av /.

Antag nu att vi har en given punkt a, en strale ab och en sida c av
linjen ab. Om A tar positiva xi-axeln pa stralen fran origo genom b—a
sa kommer ¥ (z) = Ax + a att ta origo pa a och positiva zi-axeln pa
stralen ab. Genom att vid behov komponera med avbilningen S kan vi
fa 6vre halvplanet att avbildas pa 6nskad sida av linjen ab. Om ¢'(z)
dr en motsvarande avbildning for a', a’b’ och ¢, sa blir ¢ = 1)’ o)~}
en avbildning i K som tar a pa o, stralen ab pa stralen a’d’ och sidan
¢ pa sidan ¢. Alltsd har vi visat pa existensen av en avbildning ¢
med onskad egenskap. Det aterstar att visa entydigheten. Antag darfor
att ¢’ ocksa gor samma sak. Lat o vara en avbildning som tar a pa
origo, stralen ab pa positiva x-axeln samt sidan ¢ pa 6vre halvplanet.
DadrT =co¢ lo@ oo ! en avbildning i K som tar origo pa sig
sjalv, positiva xi-axeln pa sig sjdlv samt 6vre halvplanet pa sig sjilvt.
Eftersom T'(z) = Az + ¢ och T'(0) = 0 sa foljer att ¢ = 0. Eftersom
positiva xi-axeln gar pa sig sjalv sa foljer, jmf lemmat, att a = 1 och
B = 0. Om dessutom T tar 6vre halvplanet pa sig sjilvt sa foljer det
att T ar identitetsavbildningen 7. Alltsa dr co ¢ 1o ¢’ oo™t = I och
darfor dr ¢t o ¢/ = I, dvs ¢ = ¢. Alltsa ar entydigheten visad och
darmed &ar axiom A4 verifierat.

Det foljer fran argumenten ovan dven att forsta villkoret i A5 ar
uppfyllt. Pa liknande sitt inser man att ingen vinkel dr kongruent med
en dkta delvinkel till sig sjidlv. Genom lampliga sammanséttningar kan
man anta att ¢ tar en vinkel vid origo med positiva x-axeln som ena
vinkelbenet pa en delvinkel av denna, som ocksa har positiva x-axeln
som ena vinkelbenet. Men da tar ¢ origo pa sig sjilv, positiva x-axeln
pa sig sjalv och ovre halvplanet pa sig sjalv, sa ¢ ar identiteten.

Vi noterar att i denna modell dven parallellaxiomet ar uppfyllt; dvs
att givet en linje ¢ och en punkt p utanfor 7, sa finns det precis en linje
genom p som inte skir £. Efter en lamplig kongruenstransformation kan
vi anta att ¢ dr zq-axeln, dvs xo = 0, och att punkten p ar (0,t) for
nagot ¢ # 0. En linje dr parallell med x;-axeln om och endast om den
ges pa formen z, = s for s # 0, sa enda mojligheten ar linjen xy = t.
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Eftersom vi nu sett att R? med ovanstaende tolkningar av begrep-
pen linjer och kongruenstransformationer dr en modell till teorin A,
sa foljer fran den allménna teorin for A att (storlek pa) vinklar och
(lingd av) strackor har en mening, bara vi fixerar en enhetsstréicka.
Tag strickan fran origo till e = (1,0) som enhetsstricka. Eftersom av-
bildningarna i lemma 2.1 ar kongruensavbildningar féljer det att varje
punkt (o, 3) med a? + 3% = 1 ocksé har avstand 1 till origo. Vi kan nu
definiera cos @ och sin @ genom att sétta (cosd,sinf) = («, 3) om 6 &r
vinkeln mellan positiva x;-axeln och stralen fran origo genom («, (3);
hér ténker vi oss att —m < € < 7 och att positiva vinklar &r de for
vilka # > 0. Man kan sedan utvidga definitionen av sin @ och cos 6 till
alla reella 6 genom att kriva att de ska vara 2m-periodiska. Sétt nu

cosf) —sind
Re_( sin ¢ cos@)'

Eftersom Ry dr en kongruensavbildning sa bevarar den vinklar och det
foljer att en godtycklig strale fran origo med sig vinkel ¢ gentemot po-
sitiva xp-axeln avbildas pa en strale med vinkel ¢+ 6 gentemot positiva
x1-axeln. Alltsa innebér Ry rotation runt origo med vinkeln 6 (man kan
hér tillata negativa #). Lemma 2.1 innebér alltsa att varje ortogonal
avbildning A &r A = Ry eller A = RS for nagot 6.

En godtycklig avbildning i K kan alltsa beskrivas som att man forst

eventuellt speglar i x1-axeln, sedan roterar en viss vinkel 6 runt origo
och slutligen translaterar med f3.

Vi ldmnar som 6vning att verifiera den vanliga formeln for avstandet
mellan tva punkter.

UPPGIFT 2.2. Visa att avstandet mellan punkterna a = (ay, az) och
b= (bl, bg) ges av \/(bl — a1)2 + (bg — ag)z.

UPPGIFT 2.3. Ange den kongruenstransformation ¢ € K som tar
(0,0) pa (2,1), stralen (0,0), (0,1) pa stralen stralen (2,1), (—3,2) och
som tar 6vre halvplanet pa den sidan om linjen genom (2, 1) och (—3,2)
som innehaller (4,0).

3. Grundliaggande satser i absolut geometri
Huvudresultatet i det hir avsnittet ar foljande.

SATS 3.1. I en modell till teorin A sa gdller precis ett av filjande
fall: I det ena fallet finns till varje linje £ och punkt p utanfor ¢ exakt
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en linje 0" genom p som dr parallell med (. I detta fall dr vinkelsumman
¢ alla trianglar .

I det andra fallet finns for varje linje £ och punkt p utanfor ¢ odndligt
manga linjer genom p som dr parallella med €. I detta fall dr vinkel-
summan mindre an m 1 alla trianglar.

Om PA &r uppfyllt dr alltsa vinkelsumman 7 i alla trianglar, och
om PA inte giller sa finns alltid flera olika parallella linjer genom p,
och vinkelsumman dr mindre &n 7 i alla trianglar. Teorin A+PA kallas
euklidisk geometri. Vi ska se i avsnitt 4 att alla modeller till denna
teori ar isomorfa, dvs att det vésentligen bara finns en sadan modell.
Teorin A plus negationen av PA kallas hyperbolisk geometri. Aven for
denna teori dr alla modeller isomorfa, vilket dock ar svarare att visa.
Vi studerar en modell till denna teori i kapitel 5.

For att komma fram till sats 3.1 maste vi forst studera de grund-
laggande satserna om kongruenta trianglar.

Kongruensfallen. Tre punkter a, b, och ¢ som inte ligger pa sam-
ma linje definierar en triangel abc med dessa tre punkter som horn.

Givet en triangel abc sa sdger vi att en punkt ligger 7 triangeln om
den ligger pa den sida om var och en av linjerna ab, ac respektive bc som
bestims av den tredje punkten. Det foljer genast att om tva punkter
ligger i en triangel sa ligger dven strickan mellan dem i triangeln, se
aven Ovning 9.2.

Vinklarna vid punkterna a, b och ¢, dvs vinklarna Abac, Aabc och
Aach, kallas for triangelns (inner)vinklar. Nér det inte finns risk for
misstorstand skriver vi garna Aa, Ab och Ac istéllet. Deras sidovinklar
kallas yttervinklar till triangeln. Stréackorna ab, bc, och ca kallas triang-
elns sidor.

Nar vi siger att trianglarna abc och a’b’'¢’ dr kongruenta sd menar
vi att det finns en kongruenstransformation sddan att a — a’, b — ¥/
och ¢ — (. Darmed har vi ocksa att |ab| = |a'|, |ac| = |a'¢| och
lbc|] = |V/| samt att Aa = Ad’, Ab = AV och Ac = AC. Euklides
bevisade tre satser om kongruenta trianglar, de s.k. kongruensfallen.

SATS 3.2 (Forsta kongruensfallet). Om vi har tvd trianglar abc och
a't'd sadana att |ab| = |a'l|, |ac| = |d'd| och Na = Ad', sd dr triang-
larna kongruenta.

BEvVIS. Tag en en kongruensavbildning sadan att ab avbildas pa
a'b’ och s& att ¢ hamnar pa en punkt ¢’ pa samma sida om a'b’ som ¢'.
Eftersom Aa = Ad’ kommer da a'¢’ och a’'¢” att ligga pa samma strale
fran o'. Eftersom de &r lika langa méaste déarfor ¢ = ¢”. O
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KOROLLARIUM 3.3 (Basvinkelsatsen). I en likbent triangel dr bas-
vinklarna lika stora.

BEVIS. Antag att vi i abc har att |ab| = |ac|. Da &r enligt sats 3.2
abc kongruent med acb och alltsa &r Ac = Ab. U

SATS 3.4 (Andra kongruensfallet). Om vi har tva trianglar abc och
ad't'd sadana att |ab| = |a'V|, |ac| = |a'd| och |be| = |V, sd dr triang-
larna kongruenta.

Bevis. Flytta forst a'b'c’ sa att a’b’ sammanfaller med ab och ¢
hamnar pa en punkt ¢’ sa att denna och c ligger pa motsatta sidor om
ab. Det géller nu att se att abc och abcd” ar kongruenta. Dra strickan
cc’ och antag forst att varken a eller b ligger pa denna.

C C C
a _‘71) }Clib a }7 b
C/l C/l C/l

Da &r acc” och bec” likbenta, sa i var och en av dessa ar basvinklarna
lika stora. Genom att ta summan av dessa vinklar vid c¢ respektive
¢ (eller skillnaden, om strickan cc” inte skiir strickan ab) sa far vi
att Aacb = Aac”’b, och alltsa ar trianglarna kongruenta enligt férsta

kongruensfallet. Fallet nir a eller b ligger pa strickan c¢”’ limnas som

ovning. U

SATS 3.5 (Tredje kongruensfallet). Om abc och a't/'c’ dr tva trianglar
sidana att |ab] = |d'V|, Na = Ad' och N\b = A, sd dr trianglarna
kongruenta.

BEvis. Flytta absa att den sammanfaller med a’b’ och sa att ¢ ham-
nar pa en punkt ¢’ pa samma sida om a’d’ som ¢’. Eftersom Aa = Ad’
foljer att a’c’ och a'c” ligger pa samma strale fran a’. Pa motsvarande
sitt foljer att b'c och b'¢” ligger pa samma strale fran o'. Det foljer
att savil ¢ som ¢’ ligger pa bada linjerna a'c¢ och b'c, och alltsa &r
c/ — C//. O

KOROLLARIUM 3.6 (Basvinkelsatsens omvindning). Om tvd vinklar
i en triangel dr lika sa dr motstaende sidor lika.

UPPGIFT 3.1. Bevisa korollariet!

SATS 3.7. I en triangel dr varje yttervinkel storre dn var och en av
de motstaende innervinklarna.

Bevis. Lat triangeln vara abc och lat d ligga pa forlangningen av
ab 6ver b (dvs d dr en punkt pa stralen ab sa att b ligger pa strickan
ad). Vi vill visa att Acbd > Ac. Lat p vara mittpunkten pa strickan be.
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¢ q

a b d
Forlang ap 6ver p till en punkt ¢ sadan att |ap| = |pq|. Eftersom Aape =
Abpq (vertikalvinklar) s& dr trianglarna pca och pbg kongruenta enligt
det forsta kongruensfallet, och alltsa &r Ac = Apbg < Apbd. U

UPPGIFT 3.2. Visa att minst tva av vinklarna i en triangel maste
vara spetsiga.

PROPOSITION 3.8. En triangel kan delas upp 1 tvd ratvinkliga tri-
anglar.

BEVIS. Antag att Ab och Ac ar spetsiga i den givna triangeln abc.
Dra normalen fran a till linjen bc och kalla skidrningspunkten p. Det
galler nu att visa att p ligger mellan b och c. Eftersom vinklarna vid
b och c inte ar réta sa kan inte p sammanfalla med nagon av dessa
punkter. Om p ligger utanfor strickan be, sig pa forlingningen over c,

a a

b P c b c P
sa blir Abca yttervinkel till triangeln cpa med motstaende vinkel rit,
vilket i ljuset av sats 3.7 strider mot antagandet att Abca &r spetsig. [

SATS 3.9. [ en triangel ar vinkeln staende mot en storre sida stérre
an vinkeln staende mot en mindre sida.

BEVIS. Antag att vi i abe har att |ab| > |ac|. Da kan vi ta p pa ab
sadan att |ap| = |ac|. Dra nu pc. Da har vi att
a

p

C

Aach > Nacp = Aape > Nabe, dar likheten beror pa att acp ar likbent,
och sista olikheten féljer av sats 3.7. Alltsa ar Aacb > Aabc. O
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SATS 3.10 (Triangelolikheten). Summan av (lingderna av) tvd sidor
i en triangel dr storre an (lingden av) den tredje.

BEVIS. Tag i triangeln abc och forlang ab 6ver b till en punkt d sadan
att |bd| = |bc|, samt dra cd. Da dr Aadc = Abed enligt basvinkelsatsen

b
a c
och alltsa ar Aadc < Aacd. Det foljer nu av basvinkelsatsen och sats 3.9
att |ac| < |ad]. O

Parallellaxiomet och vinkelsumma i trianglar. En linje som
skir tva Ovriga linjer ¢ och ¢ kallas en transversal till dessa, och ett
par av vinklar som uppstar, en vid vardera av de tva linjerna, och som
ligger pa var sin sida om transversalen, kallas alternatvinklar.

14

Vi paminner om att tva linjer dr parallella om de inte skir varandra.
Det foljer av sats 3.7 att om ett par av alternatvinklar till en given
transversal ar lika s& ar ¢ och ¢ parallella.

SATS 3.11. Givet en linje ¢ och en punkt p utanfor € sa finns det
atminstone en linje ¢! genom p som dr parallell med £.

BEVIS. Dra en linje ¢’ genom p som skér ¢ och dra sedan en linje ¢/

genom p sa att ¢’ blir transversal till £ och ¢/ med lika alternatvinklar.
O

Summan av tva vinklar i en triangel dr alltid mindre &n 7, eftersom
sats 3.7 medfor att summan dr mindre &n summan av ena vinkeln och
dess yttervinkel. Detta kan skirpas.

SATS 3.12 (Saccheri). Summan av vinklarna i en triangel dr alltid
mindre dn eller lika med .

BEvIS. Vi pastar forst att det till en given triangel med en vinkel o
finns en annan triangel med samma vinkelsumma och vars ena vinkel
ar mindre dn eller lika med «//2. For att se detta upprepar vi beviset av
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sats 3.7. Med beteckningarna dar, och sig Aa = «, foljer det att abc har
samma, vinkelsumma som abg. Men nu ar Aqab+A\bga = Agab+ Acap =
Aa sa en av vinklarna i abg #r mindre 4n eller lika med a/2.

Antag nu att triangeln T har vinkelsumma 7 + ¢ dér € > 0, och
lat ena vinkeln vara «. Enligt ovan finns nu en triangel 77 med sam-
ma vinkelsumma och ena vinkeln mindre &n eller lika med «/2. Med
induktion kan vi nu hitta en triangel 7}, med samma vinkelsumma och
vars ena vinkel ir mindre #n eller lika med /2%, For tillriickligt stort
k far vi alltsa en triangel med vinkelsumma 7 + € som har en vinkel
som &r mindre dn €. Detta leder till motsigelse eftersom summan av
de 6vriga tva vinklarna dr mindre dn 7. O

For en triangel T definierar vi defekten d(T') som 7 minus summan
av vinklarna i 7. Enligt foregaende sats &r alltsa d(7") > 0 for alla T'.
Om triangeln 7' delas upp i tva deltrianglar 7} och 75 genom att man
fran ena hornet i 1" drar en stricka till motstaende sida, sa kontrollerar
man latt att

(3.1) d(T) = d(Th) + d(T3).
Om speciellt d(T') = 0 sa foljer att d(7T)) = d(Tz) = 0.

SATS 3.13. Om d(T) = 0 for nagon triangel T sd gdller detta for
alla trianglar T.

BEVISSKISs. Antag d(T) = 0. Genom upprepad anvindning av
(3.1) foljer att d(7") = 0 for alla trianglar 7" som ar (kongruenta med)
en deltriangel till T'; speciellt giller detta for alla sma T”. Men en god-
tycklig triangel 7" kan delas in i smé trianglar, och med (3.1) igen foljer
att d(T") = 0. O

PROPOSITION 3.14. Om det finns mer dn en linje £’ genom p som
inte skdr linjen ( sd finns ocksd en triangel med vinkelsumma mindre
an .

BEvis. Dra en normal till £ genom p och lat skdrningspunkten vara
a. Om en strale fran p som ej dr vinkelrdt mot normalen likval &ar
parallell med ¢, sa kommer alla stralar fran p med storre vinkel mot
normalen ocksa att vara parallella med /. Lat « vara infimum av alla
sadana vinklar, € = 7/2 — a, och 1at ¢’ vara motsvarande linje genom
p. Idén ar nu att bilda en ratvinklig triangel med hérn i a, p samt en
punkt ¢ langt bort pa linjen /. Summan av vinklarna vid a och p i
denna triangel kommer att vara mindre dn 7/2 4+ « sa det ricker att
visa att man kan vilja ¢ sa att vinkeln vid ¢ blir mindre &n e.
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g/

a b 4 ¢

En strale fran p med vinkel o — € mot normalen kommer att skéira /¢
i en punkt b. Tag nu en punkt ¢ pa ¢ bortom b sadan att |bc| > |bp].
Da ar Abep < Abpe < € enligt sats 3.9. Darfor dr vinkelsumman i acp
mindre dn 7/2 + o 4+ € = 7. O

Av det ovanstaende resonemanget leds man till att talet a = a(¥, p)
blir mindre nir avstandet mellan ¢ och p okar. Detta tal kallades paral-
lellvinkeln av Lobachevski. Det ger en mojlighet att definiera avstand
pa ett intrikat sdtt i hyperbolisk geometri. Vi ska titta ndrmare pa
detta i kapitel 5.

PROPOSITION 3.15. Om det genom p bara finns en linje som dr
parallell med € sa finns en triangel med vinkelsumma .

Bevis. Tag tva punkter a och b pa ¢ och dra striackorna pa och pb.
Till var och en av dessa kan vi dra en strale fran p sadan att striackan

blir en transversal med lika alternatvinklar.
p

a b
Bada dessa stralar dr da delar av linjer som &r parallella med ¢ och
enligt antagandet dr de alltsad delar av en och samma linje. Det foljer
nu att vinkelsumman i pab ar . O

BEVIS AV SATS 3.1. Satsen foljer fran satserna 3.13 till 3.15. [

Ytterligare nagra resultat i absolut geometri. Vi avrundar
detta avsnitt med nagra valkdnda resultat som géller i absolut geometri.
Antag att C' dr en cirkel med medelpunkt m och lat a och b vara
tva punkter pa cirkeln. Da ligger strickan ab helt inne i cirkeln, dvs
varje punkt p pa strickan (forutom dndpunkterna) har mindre &n eller
samma avstand till cirkelns medelpunkt &n radien som &r |ma| = |mb|.
Detta foljer genast fran sats 3.9, se figur,
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m

a p b
eftersom en av vinklarna vid p maste vara trubbig eller rit. Det foljer
att alla andra punkter pa ¢ ligger utanfor cirkeln. En sadan striacka ab

kallas en korda till cirkeln C. Speciellt ser vi att en linje skir en cirkel
i hogst tva punkter.

En linje som skér en cirkel i endast en punkt p kallas en tangent till
cirkeln i p.

UPPGIFT 3.3. Visa att det i varje punkt pa en cirkel finns en och
endast en tangent.

Om for tva trianglar abc och a't'c’ vi har att |ab| = |a'V/| och |ac| =
|’ | sa foljer det av det det forsta och andra kongruensfallet att Aa =
Ad’ om och endast om |be| = |b'¢|. Men vi har ocksa:

PROPOSITION 3.16. Om for tvd trianglar abc och a'b'c’ vi har att
lab| = |a'b| och |ac| = |d’d| sd ar Aa’ < Aa om och endast om |b'd| <

|bc|.

BEVIS. Vikan anta att |ac| > |ab| och att striickan ab sammanfaller
med a't/. Om vi vidare antar att Aa’ < Aa sa kommer stralen ac’ att
skéra striackan bc i en punkt p. Denna ligger nu pa striackan ac’ eftersom
lap| & mindre &n den storsta av |ab| och |ac|, jmf resonemanget kring
forra figuren.

Enligt basvinkelsatsen &r Aac'c = Aacc’. 1 triangeln bc’c har vi alltsa
att vinkeln vid ¢ &r storre &n vinkeln vid ¢, ty

Abc'c > Nac'c = Nacd > Nbed

och alltsa ar |bc| > |bc| enligt sats 3.9. Fran detta foljer propositionen.
U

UPPGIFT 3.4. Visa att tva olika cirklar kan skdra varandra i hogst
tva punkter.

Fixera tva positiva tal r, R med sig 0 < r < R. For varje tal «
mellan 0 och 7 kan vi bilda en triangel abc med |ab| = 7, |ac| = R och
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Aa = a. Lat f(«) vara |be|. Enligt proposition 3.16 har vi att f(a) ar
en vaxande funktion av a. Vi pastar att den dven ar kontinuerlig.

Lat a,b vara fixa och antag « och o ar tva olika vinklar och ¢ och ¢
motsvarande punkter. D& r enligt triangelolikheten |ac| < |ac’| 4 |¢c/|
och |ac'| < |ac| + |cc/| sa vi far att

|lac] — |ac'|| < [ec].

Det réicker alltsa att visa att |cd| — 0 da o/ — a.

Fran proposition 3.16 foljer att |cc/| avtar néar | — o/| avtar. Det
riacker dérfor att se att det till varje € > 0 finns en strale ac’ med
lac’| = |ac| sddan att |cc/| < e. Fixera ¢ och avsitt en stricka cc”’
med ldngd e fran ¢ vinkelrdtt ut fran stralen ac. Av sats 3.9 foljer
att |ac”| > |ac|. Lat ¢ vara den punkt pa ac” sadan att |ac/| = |ac|.
Eftersom nu Aacc = Aac'c f6ljer att Acc'c” ar trubbig och av sats 3.9
foljer nu att |cc’| < e. Vi har ddrmed visat att f(a) &r kontinuerlig.

|

UPPGIFT 3.5. Visa att proposition 3.16 foljer fran kontinuiteten av
f(a), satsen om mellanliggande virde samt det forsta kongruensfallet.

UPPGIFT 3.6. Antag att vi har tre positiva tal A, B, C sadana att
A< B+C,B<(C+Asamt C < A+ B. Visa att det finns en triangel
med dessa tal som sidlangder.

Per definition sa bevarar kongruensavbildningar linjer, deras ord-
ningsrelationer samt (langder av) striackor. Vi avsluter med att notera
att detta i sjdlva verket karakteriserar kongruensavbildningar.

PROPOSITION 3.17. Antag att ¢ dr en bijektiv avbildning som avbil-
dar linjer pa linjer, bevarar (eller kastar om) deras ordningsrelationer,
samt bevarar langder av strickor. Da dr ¢ en kongruenstransformation.

BEvVis. Notera forst att ¢ avbildar striackor pa strickor och stralar
pé stralar eftersom den avbildar linjer pa linjer och bevarar (eller kastar
om) ordningsrelationen. Notera att varje sammanséttning o, dir ¢ €
KC, har samma egenskaper som ¢ antas ha. Eftersom K ar en grupp sa
riacker det att visa att en viss sadan sammanséttning ligger i IC. Fixera
tva punkter a och b och lat ¢ vara linjen genom dem. Efter en lamplig
sammansittning kan vi anta att a — a och att stralen ab avbildas
pa sig sjilv. Eftersom avstand bevaras foljer det att varje punkt pa /¢
avbildas pa sig sjilv. Tag nu en punkt ¢ pa ena sidan av /. Genom att
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eventuellt komponera med en spegling i ¢ kan vi anta att ¢ avbildas
pa en punkt ¢ pa samma sida om ¢ som c. Eftersom strickor avbildas
pa strackor foljer det att alla punkter pa denna sida av ¢ avbildas pa
denna sida, och féljaktligen att alla punkter pa andra sidan avbildas
pa andra sidan. Strickorna ac och bc avbildas nu pa strackorna ac
respektive bc’. Eftersom deras lingder dessutom bevaras ar trianglarna
abc och abcd’ ar kongruenta enligt det andra kongruensfallet. Det foljer
att ¢ = . Eftersom samma argument géller for en godtycklig punkt
c utanfor ¢ sa foljer det att avbildningen dr identitetsavbildningen och
alltsa ett element i K. O

4. Euklidisk geometri, likformighetsteori

I det hér avsnittet ska vi anta att PA géller och utveckla den s.k.
likformighetsteorin. En konsekvens av denna &r att alla modeller till
A+PA (dvs teorin vars axiom &dr axiomen for A samt PA) dr isomorfa
med modellen vi betraktade i avsnitt 2.

PROPOSITION 4.1. En transversal till tva parallella linjer maste ha
lika alternatvinklar.

Detta foljer genast fran beviset av sats 3.11 och PA. Det f6ljer ocksa
omedelbart fran PA att ¢ &r parallell med ¢ om ¢ &r parallell med ¢
och ¢ ar parallell med ¢”.

Om tva sinsemellan parallella linjer skir tva andra sinsemellan pa-
rallella linjer sa uppstar en fyrhorning som kallas en parallellogram.

PROPOSITION 4.2. I en parallellogram dr motstaende sidor lika
langa.

BEvis. Lat ab vara parallell med cd, ac parallell med bd och dra

diagonalen bc.
c d

a b
Eftersom alternatvinklar vid parallella linjer &r lika foljer att Aabc =
Abed och Aacb = Acbd. Enligt tredje kongruensfallet dr darfor abe kon-
gruent med dcb och fran detta foljer satsen. 0
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SATS 4.3 (Transversalsatsen). Antag vi har tvd stralar fran a, att b
och ¢ ligger pa ena stralen och att b’ och ' ligger pa den andra, sa att
bb' och cc dr parallella. Da dr

Jab|  ab

lac| — |ac/| lac| — |ac/|’

BEVIS. Det ricker att visa den forsta likheten, for den andra &r
en enkel konsekvens (6vning 4.1). Lat oss till att borja med anta att
lac| = 2|ab|. Tag en punkt d pa cc sadan att bd blir parallell med b'¢.
Fran proposition 4.1 foljer (kom ihag att vertikalvinklar ar lika) att

Aa = Acbd och att /\abb’a: Abcd.

b/

Eftersom |ab| = |bc| foljer det att abb’ och bed dr kongruenta (tredje
kongruensfallet) och alltsa att |ab/| = |bd|. Fran proposition 4.2 foljer
att |bd| = |b/d|. Detta medfor sammantaget att |ac’| = 2|ab/|.

Man kan latt utvidga detta resonemang till fallet nér |ac| = m|abd|
for nagot naturligt tal m som figuren antyder, men det [Amnar vi som
ovning.

Fran detta far man satsen i fallet att |ab| och |ac| bada &r en hel-
talsmultipel av en fix stricka, t ex 27" for nagot m. Det allménna
fallet foljer sedan genom en enkel griansdvergang; man maste forstas
da ga tillbaka till definitionen av ldngd och vi ldmnar detaljerna till
lasaren. O

UPPGIFT 4.1. Visa att andra likheten i transversalsatsen foljer fran
den forsta,

UPPGIFT 4.2. Fyll i detaljerna i beviset for sats 4.3.
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Man sager att tva trianglar abc och a'b'c ar likformiga om Na = Ad/,
Ab = AV, Ac = A samt

labl]  lac|  |bc|
]a’b’\ - ’alcl‘ - ’b/C/"
SATS 4.4. Antag att abc och a'b'c dr tvd trianglar. Féljande tre
pastaenden brukar kallas forsta, andra respektive tredje likformighets-

fallet.
(1) Om Na = Aa' och

lab]  ac]|
@b Ja'e|
sa dr trianglarna Likformiga.
(2) Om
bl fac] b
4.1 = —
( ) ]a’b’\ ’CL/C/‘ ]b’c’]’

sa dr trianglarna Likformiga.
(8) Om Na = Na' och Nb = AV sd dr trianglarna likformiga.

BEvIs. (1) Efter en forflyttning kan vi anta att o’ = a, att b’ ligger
pa stralen ab och att ¢ ligger pa stralen ac. Tag nu ¢’ pa denna strale
s& att 0'¢” blir parallell med be.

a
b/ C//
c
b d
Fran antagandet samt transversalsatsen har vi att
lac|  |ab| |ac|
lac’| — |ab/|  |ac”|

fran vilket det foljer att ¢ = ¢”. Enligt sats 4.1 &r vinklarna vid &’ och
¢ samma som motsvarande vinklar vid b och c. Det aterstar att visa
att

lac|  |bc]

lac| — |b'c|

Tag d pa ac sddan att ¢’d blir parallell med b'b. Da dr |V//| = |bd| enligt
proposition 4.2 och med transversalsatsen tillaimpad pa stralarna ca

(4.2)
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och ¢b far vi att
|bc| B |lac]|

[bd] — ac

Sammantaget far vi (4.2), och alltsa ar forsta likformighetsfallet visat.

(2) Vi kan anta att o’ = a och att b’ ligger pa ab. Tag ¢ som forut.
Enligt férra beviset dr da abc och ab'c” likformiga och speciellt géiller
(4.1) med ¢ istéllet for ¢’. Sitter vi samman detta med antagandet far
vi att ab'c” och ab/d har lika langa sidor, och foljaktligen dr kongruenta
enligt det andra kongruensfallet. Alltsa dr abc och ab'c likformiga.

(3) Beviset av det tredje likformighetsfallet lamnar vi till ldsaren.
U
UPPGIFT 4.3. Visa det tredje likformighetsfallet.

I en ratvinklig triangel kallas de tva sidorna till den ridta vinkeln
kateter och den tredje sidan kallas hypotenusan.

SATS 4.5 (Pythagoras sats). I en rdtvinklig triangel ar kvadraten av
(lingden av) hypotenusan lika med summan av kvadraterna (av ling-
derna) av kateterna.

BEVIS. Antag att triangeln &r abc och att Ac &ar rat. Normalen fran
c till ab kommer att skira i en punkt d mellan a och b eftersom vinklarna
vid a och b dr spetsiga (jmf beviset av sats 3.8).
c

a d b
Nu &r cdb och acb likformiga enligt det tredje likformighetsfallet (en
gemensam vinkel och en rit). Darfor &r

|db| |ch|
leb| — |abl
och alltsa |db||ab] = |cb|?>. P4 samma sitt far man att |ad||ab| = |cal?

och om man ligger samman dessa far man |ab|?> = |cb|* + |cal?. O
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Koordinatsystem och den euklidiska modellens entydighet.
Lat M’ vara en godtycklig modell for euklidisk geometri. Vi ska nu
visa hur man kan inféra ett koordinatsystem i modellen M’. Detta
har intresse i sig, men kommer ocksa att ge oss ett bevis for att M’
ar isomorf med modellen M {or euklidisk geomtri som &ar beskriven i
avsnitt 2.

Vi infor ett koordinatsystem i M’ pa foljande vis: Fixera en en-
hetsstricka och vilj tva ortogonala linjer som vi kallar x;-axeln och
Tro-axeln, och kalla deras skiirningspunkt origo. Notera att en linje ar
normal till den ena av dessa axlar om och endast om den &r en parallell
med den andra. Vilj en strale fran origo av z;-axeln och kalla den den
positiva halvaxeln. Varje punkt pa zi-axeln far nu en koordinat 1 som
ar avstandet till origo om punkten ligger pa den positiva halvaxeln och
minus avstandet till origo om man ar pa den andra stralen. Notera att
avstandet mellan tva punkter z; och y; pa zq-axeln &r |y; — z1]. Gor li-
kadant med zo-axeln. Lat en godtycklig punkt fa koordinaterna (xy, z5)
om normalerna fran p till z;-axeln respektive x,-axeln skir i punkter
med koordinaterna x; respektive x5. Notera att tva normaler fran tva
givna punkter x; och x5 pa de respektive axlarna inte ar parallella och
darfor maste skira varandra i en fix punkt. Vi far alltsa en bijektion
mellan punkterna i modellen M’ och R?, dvs punkterna i modellen M.

Antag att vi har tva punkter med koordinaterna (z1, x2) och (y1, y2).
Enligt proposition 4.2 och Pythagoras sats f6ljer det att avstandet mel-
lan dessa punkter &r \/(y1 — 21)% + (y2 — 22)*.

(yh yz)
Y2

Ty (5131,$2)

Y1 X1

Lat nu ¢ vara en linje i modellen M’ och vilj tva olika punkter a och b
pa ¢ med koordinaterna (ay, as) respektive (by,be). Om x = (x1, x2) ir
en godtycklig punkt pa linjen ¢ sa foljer det av likformighetsteorin att

(b1 — a1)(z2 — az) = (1 — a1)(b2 — a2),
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dvs punkternas koordinater uppfyller ett linjart samband.
(b17 b2)

(a1, az)

(z1,22)

Omvént kan man latt se att varje sadant linjart samband definierar en
linje.

Ordningsrelationen pa linjen ¢ svarar mot ordningsrelationen pa
xr1-axeln, eller eventuellt z9-axeln om ¢ dr parallell med denna. Detta
stimmer Gverens med den ordningsrelation vi har tilldelat linjerna i
var modell M. Alltsa har vi en enentydig korrespondens (bijektion)
mellan méngden av linjer i M’ och méngden av linjer i var modell M,
och ordningsrelationerna stammer 6verens. Lat X' beteckna gruppen av
kongruensavbildningar i modellen M’, och lat K beteckna motsvarande
grupp som hor till M. Det aterstar nu att visa att vi har en enentydig
korrespondens (gruppisomorfi) mellan K’ och K. Vi har sett att langd
av striackor i M’ stdmmer 6verens med lingd i M, jmf 6vning 2.2.
Eftersom varje ¢ € K inducerar en bijektiv avbildning i modellen M’
som tar linjer pa linjer sa att ordningsrelationen bevaras (eller kastas
om) och som bevarar avstand, sa foljer det av proposition 3.17 att
den inducerade avbildningen &r en kongruensavbildning i M’, dvs ett
element i K'. Vi far pa detta sdtt en injektiv grupphomomorfism K —
K’ (eller enklare uttryckt, IC &r en delgrupp till X'). Men vi vet att
varje forflyttning som ska ga att gora enligt axiom A4 kan géras med
nagot element i K och pa grund av entydigheten i A4 foljer det da att
K = K’ och alltsa ar vi klara.

ANMARKNING 4.6. Istéllet for att anvinda proposition 3.17 sa kan
man ganska latt visa direkt att varje avbildning i K svarar mot en
avbildning i X' och sedan som ovan dra slutsatsen att de ar lika. Ef-
tersom vi vet att K genereras av translationer, rotationer runt origo
samt spegling i x1-axeln, sa riacker det att kontrollera att var och en av
dessa avbildningar finns i K'.

Lat t ex ¢(z) = = — a. Notera att —a ligger pa linjen ¢ genom a och
origo. I K’ finns alltsa en avbildning ¢’ som tar a pa 0, 0 pA —a och som



5. LANGD OCH AREA I EUKLIDISK GEOMETRI 113

bevarar sidorna av linjen /. Det &r nu latt att kontrollera att ¢/ = ¢.
Vi lamnar detta som Ovning liksom de 6vriga verifikationerna. U

UPPGIFT 4.4. Visa att ¢/ = ¢. Visa ocksa att det finns en avbild-
ning i K’ som svarar mot avbildningen Ry, jmf avsnitt 2, samt mot
avbildningen S.

Eftersom vi nu har infort koordinatsystem, och sett att alla model-
ler till euklidisk geometri ar isomorfa med modellen M fran avsnitt 2,
kan vii fortsdttningen, nar vi utvecklar teorin fér den euklidiska geome-
trin, arbeta direkt i modellen M, ddr man alltsa representerar punkter
med koordinater, linjer med ekvationer etc. Man talar om analytisk
geometri eller att man anviander analytiska metoder. Dessa har otvivel-
aktigt skordat stora framgangar alltsedan koordinatsystem inférdes pa
1600-talet. T ex nér vi ska studera lingd- och areabegreppet i nésta
avsnitt ar dessa metoder fordelaktiga. Likasa i avsnitt 7 dar vi studerar
(o)mdjligheten att utfora vissa geometriska konstruktioner med passa-
re och linjal. I ljuset av detta ar det intressant att notera att manga
klassiska satser, av vilka vi ska titta pa nagra i avsnitt 6, har korta
eleganta syntetiska, dvs koordinatfria (icke-analytiska), bevis, medan
bevis med analytiska metoder ofta leder till trassliga kalkyler.

5. Langd och area i euklidisk geometri

Langd av strackor har vi redan behandlat. Med elementéar analys-
teknik kan man inse att cirkeln har en véldefinierad ldngd, och om vi
definierar talet 7 som ldngden av en halvcirkel med radie 1 sa foljer
det att cirkelbagen som svarar mot vinkeln @ far precis lingden 6, om
0 <0 <2m.

UPPGIFT 5.1. Forsok visa att enhetscirkeln har en véldefinierad
laingd genom att approximera inifran och utifran med polygoner.

UPPGIFT 5.2. Visa att en cirkel med radie r har langd 27r.

Pa samma sétt vet vi att om [, 5] 3 t — v(¢) dr en nagorlunda
reguljir kurva i planet, t ex ~y(t) ar styckvis kontinuerligt deriverbar,
sa har den en véldefinierad langd

6
(5.1) / Iy () dt.
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Vi 6vergar nu till att studera areor. Areabegreppet i euklidisk geo-
metri visar sig vara kopplat till likformighet och till Pythagoras sats.
Vi vill definiera area (eller mdtt) for begrdnsade omraden. Det &r inte
mojligt att definiera area av vilken delmangd D som helst; det krivs
att D dr (Lebesgue-)métbar. Vi ska néja oss med att titta pa en mind-
re klass, klassen av Riemann-métbara méangder, vilken omfattar alla
omraden vars rand &r styckvis kontinuerligt deriverbar, t ex cirklar,
ellipser och polygonomraden, speciellt trianglar och rektanglar.

Om mattet (arean) av omradet D betecknas m(D) sa vill vi att
féljande ska gélla:

e (i) m(D) > 0 for alla Riemann-métbara D.

e (ii) Om D &r en disjunkt union av Riemann-mitbara delom-
raden Dy, ..., D,, sa #r D Riemann-métbart och m(D) =
2?:1 m(D;).

e (iii) Om D é&r Riemann-métbart och D’ 4r kongruent med D
sa &r D' Riemann-métbart och m(D) = m(D’).

e (iv) Om D é&r en kvadrat med sidan 1 sa ar m(D) = 1.

I (ii) kan man tillata att omradena Overlappar pa méangder med
mattet noll. T (iv) kan man tillata bade slutna och 6ppna kvadrater.

Vi bara skissar definitionen har och hdnvisar till en larobok i flerva-
riabelanalys for mer detaljer. Lat oss anta att det existerar en funktion
m, definierad for sdg alla polygonomraden, som uppfyller (i) till (iv).
Da foljer att m(Q) = 272 om Q ir en kvadrat med sidan 27%. Vi fix-
erar ett koordinatsystem och studerar axelparallella kvadrater () som
har sidlingd 27% for nagot heltal k och som har sitt nedre viinstra horn
i en punkt (£27% m27") for nagra heltal £ och m. Detta ér s.k. dyadiska
kvadrater. Vi sager att ett omrade E ligger i klassen O om det ar en
andlig union av parvis disjunkta (sa nér som pa att deras kanter kan
overlappa) dyadiska kvadrater. Enligt (ii) sa ska m(F) vara summan av
areorna av de ingaende kvadraterna, och eftersom representationen av
E som en disjunkt union av dyadiska kvadrater viasentligen ar entydig,
foljer det att talet m(F) ar vildefinierat. For en godtycklig méngd D
i planet sétter vi nu

m(D) =sup{m(FE); E€ Q, EC D} och
m(D) =inf{m(E); F € Q, E D D}.

Man ser latt att m(D) = m(D) = m(D) om D &r ett omrade i klassen
Q. For ett godtyckligt omrade D &r det klart att m(D) < m(D) och
vi siger att D dr Riemann-métbart med mdttet (eller arean) m(D) om
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bada dessa tal ar lika. Detta dr helt enkelt definitionen av Riemann-

integralen
/ / dx 1 dl’z .
D

UPPGIFT 5.3. Antag att D ar ett omrade sadant att det till varje
€ > 0 finns méatbara D; och D, sadana att Dy C D C D, och

m(Dsy) —m(Dy) < e.
Visa att D ar méatbart och att

m(D) = inf{m(D3); Dy métbart, Dy D D}.

Det ar sjilvklart att (i) géller med var definition av matt.
UppPGIFT 5.4. Kontrollera att (ii) géller!

Antag nu att vi kan visa att varje translat av en dyadisk kvadrat ar
matbar och har samma matt som den ursprungliga. Da géller detta for
godtyckliga méngder ur Q enligt (ii). Om nu D &r en méatbar mingd
sa finns till € > 0 mingder F;, £y € Q sadana att £y C D C E, och
m(Es2) —m(Ey) < e. Om E}, E} och D' betecknar motsvarande trans-
laterade méangder sa har vi att £] C D' C Ef, och m(E}) —m(E]) < e.
Det foljer nu att D’ &r métbart och att m(D’) = m(D), jmf 6vning 5.3.

Eftersom varje translation dr en sammansattning av en translation
i x1-led och en i x5-led sa kan vi n6ja oss med att visa fallet med x;-led.
Vidare kan vi anta att sidan ar 1. Pa detta sédtt har vi reducerat det
hela till ett vasentligen envariabelt problem och detaljerna lamnar vi
som Ovning.

UPPGIFT 5.5. Genomfor dessa!

UPPGIFT 5.6. Visa att varje triangel med en axelparallell sida ar
Riemann-métbar.

Vi har alltsa klarat av (iii) och (iv) for translationer. Det aterstar
att behandla fallen spegling i z;-axeln samt rotation runt origo. Som
tidigare racker det att klara fallet att omradet D ar en dyadisk kvadrat
Q. Fallet med spegling ar trivialt sa lat oss betrakta en rotation runt
origo. Genom att sitta samman med lampliga translationer kan vi anta
att (Q har ett horn i origo och att ) ar bilden av @) efter en vridning
runt origo. Som figuren visar far man den axelparallella rektangeln
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fran @' genom att translatera lampliga trianglar. Det foljer fran 6v-
ning 5.6 och (ii) att ¢’ har samma matt som rektangeln. A andra
sidan inser man ldtt att rektangeln har samma matt som (), genom
att translatera lampliga delrektanglar, och alltsd har ) och @' samma
matt.

EXEMPEL 5.1. Eftersom den s.k. dilatationen x — rx, r > 0, avbil-
dar en kvadrat med sidan « pa en kvadrat med sidan ra, foljer det att
en matbar mangd med mattet m avbildas pa en méatbar mangd med
mattet r2m, jmf 6vning 5.3. O

EXEMPEL 5.2. Lat A(r) vara arean av en cirkelskiva med radie r.
Fran det forra exemplet f6ljer att A(r) = r2A(1). Vi ska nu visa att
A(1), dvs arean av A, &r 7.

Om C ir cirkelringen C' = {z € R?; r < |z| < R} s ar det rimligt
att tdnka sig att
(5.2) 2mr(R—r) <m(C) <2nR(R —r)

i ljuset av 6vning 5.2. Givet ett naturligt tal n sa kan vi dela upp
enhetskivan A i cirkelringarna C; = {z € R?; (j —1)/n < |z| < j/n},
1 < j <n.Dafar viatt 27(j — 1)/n? < m(C;) < 2mwj/n? och alltsi att

QWZ(J' —1)/n® <m(A) < Zj/rﬂ

dvs
_ (n+1)n
2n?
Om n — oo sa far vi att m(A) = 7.
Argumentet ovan kan uttryckas lite elegantare: Fran (5.2) foljer att
A(r) &r deriverbar och att A'(r) = 27r. Eftersom A(0) = 0 foljer det
att A(r) = r’n. O

En hdjd i en triangel dr en normal till en av sidorna (eventuellt
utgaende fran forlaingningen av sidan) som gar genom det tredje hornet.
Om man véljer en hojd sa kallas sidan ifraga for basen.



6. NAGRA KLASSISKA SATSER I EUKLIDISK GEOMETRI 117

b
Ur figuren foljer det med ett enkelt kongruensresonemang att arean av
triangeln ar (lI&ngden av) basen ganger (langden av) héjden genom tva.
Med areabegreppet kan man fa ett nytt bevis for Pythagoras sats.

a
Fran figuren och formeln for triangelns area ar det ndmligen klart att
72 +4a8/2 = (a + B)?, vilket efter forenkling blir v2 = a? + 32

6. Nagra klassiska satser i euklidisk geometri

Vi ska nu titta pa ytterligare nagra klassiska satser i euklidisk geo-
metri. De flesta av dessa har enkla eleganta syntetiska bevis, medan
bevis med analyska metoder &r trassligare.

PROPOSITION 6.1 (Yttervinkelsatsen). En yttervinkel till en triang-
el ar summan av de motstaende innervinklarna.

BEVIS. Detta foljer genast av att vinkelsumman dr 7 och att sum-
man av en innervinkel och dess yttervinkel ar 7. 0

Tva punkter a och b pa en cirkel delar denna i tva cirkelbagar. Lat
ab beteckna en av dessa och lat ¢ vara en punkt pa den andra. Da kallas
Aach en randvinkel (eller periferivinkel) staende pa bagen ab. Om m &r
cirkelns medelpunkt kallas vinkeln Aamb (som innehaller bagen ab; den
kan alltsa fa vara storre 4n 7) bagens medelpunktsvinkel.

SATS 6.2 (Satsen om medelpunktsvinkel). Medelpunktvinkeln dr
dubbelt sd stor som randvinkeln staende pd samma bage.
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Speciellt giller alltsa att randvinkeln ar rdt om den star pa en
diameter. Vi har dven andra omedelbara konsekvenser.

KOROLLARIUM 6.3 (Randvinkelsatsen). I en cirkel dr alla rand-
vinklar stiende pa samma bdge lika stora.

KOROLLARIUM 6.4. I en fyrhdrning som dr inskriven i en cirkel dr
summan av motstaende vinklar .

Detta beror pa att motsvarande medelpunktsvinklar utgor ett helt
varv, dvs 2.

For att till fullo uppskatta tjusningen med foljande syntetiska bevis,
sa uppmunas lasaren att forst forsoka knapa ihop ett analytiskt.

BEVIS AV SATS 6.2. Betrakta forst fallet da ena vinkelbenet, ség,
ac gar genom m. Da dr Aamb yttervinkel till triangeln mbc och alltsa
lika med summan av vinklarna vid b och ¢. Men dessa vinklar ar lika,
eftersom triangeln dr likbent, |mb| = |mc|, och alltsa &r Aamb dubbelt

sa stor som Aach, vilket visar satsen i detta specialfall.
c

C

a a a
b J b
Om diametern cmd skir bagen ab i en punkt far vi fran det redan
bevisade fallet att Aamd =2Aacd och Abmd =2Abcd. Genom addition
far vi att Aamb = 2 A ach. Tredje fallet far man pa liknande sétt fast
genom att subtrahera istillet for att addera. U

SATS 6.5. Vinkeln mellan en tangent till en cirkel och en korda
genom tangeringspunkten dr lika med en randvinkel staende pa kordan.
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Bevis. Eftersom alla randvinklar ar lika, kan vi ta den sadan att
vinkelbenet vid tangeringspunkten blir en diameter. Da blir vinkeln vid
kordans andra dndpunkt rit, och satsen foljer. O

SATS 6.6 (Kordasatsen). Om tvd kordor ab och cd i en cirkel skdr
varandra i p (eventuellt efter forlingning) sa dr

[pal - |pb| = |pc| - [pd|.

BEVIS. Dra strickorna ac och bd. Antingen star Abac och Abdc pa
samma bage och ar dirfor lika, eller sa star de pa motsatta bagar och
d& dr summan 7. (Man kan undvika det senare fallet genom att vid
behov lata ¢ och d byta plats.)

d

I bada fallen foljer det att trianglarna pac och pdb har tva motsvaran-
de vinklar lika alltsa &r likformiga. Detta ger den &nskade relationen.
Beviset gar igenom vare sig p ligger utanfor eller innanfor cirkeln. [

Lat p vara mittpunkten pa strickan ab och lat ¢ vara normalen
genom p till ab. Denna kallas mittpunktsnormalen och kiinnetecknas av
att varje punkt p € £ har samma avstand till a som till b. Detta beror
pa att b och a dr varandras bilder under spegling i linjen /.

Antag nu att vi har tre punkter a, b, ¢ givnha som inte ligger pa sam-
ma linje. Da ar mittpunktsnormalerna till ab och bc inte parallella och
skiar varandra salunda i en punkt p. Punkten p har nu samma avstand
till @ som till b och till b som till ¢ sa p ligger pa mittpunktsnormalen
till ac. Alltsa har vi att mittpunktsnormalerna till alla tre punktparen
skiir varandra i en punkt. Vi har visat:
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Givet en triangel sa finns det exakt en cirkel som som gar gemom
hérnen pa triangeln.

Denna cirkel kallas den omskrivna cirkeln till triangeln.

Det ar virt att notera att argumentet fungerar lika bra i absolut geo-
metri, under forutsittning att mittpunktsnormalerna inte ar parallella,
vilket de mycket vil kan vara, se exempel 3.3 i kapitel 5.

Pa liknande sédtt kan man inse att bisektriserna till en triangel alltid
skir varandra i en och samma punkt, vars avstand till triangelns tre
sidor dr detsamma. Detta leder till existensen av en inskriven cirkel. Vi
ldmnar detaljerna som 6vning. Detta argument fungerar dven i absolut
geometri.

UPPGIFT 6.1. Visa existensen av en inskriven cirkel till en given
triangel.

En median ar en stricka som sammanbinder ett hérn i en triangel
med mittpunkten pa motstaende sida.

SATS 6.7 (Mediansatsen). Medianerna till en triangel skir varandra
i en punkt. Dess avstand till ett hérn dar tva tredjedelar av lingden av
medianen till det hornet.

Bevis. Kalla triangeln 7'. Dra de tre strickorna som sammanbinder
mittpunkterna pa sidorna i 7. Den nya triangel 7" som uppstar har
enligt det forsta likformighetsfallet sidor som ar hélften sa langa som
de i T, och speciellt dr de bada trianglarna likformiga, enligt det andra
likformighetsfallet. Det foljer nu av det tredje likformighetsfallet att
medianerna till 7" &r medianer till 7".
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Om nu inte medianerna skir varandra i en punkt sa uppstar en ny
triangel 7". P& grund av likformigheten maste forhallandet mellan si-
dorna i T" och sidorna i T, vara detsamma som forhallandet mellan
sidorna i 7" och sidorna i T”, vilket &r en motségelse. Alltsa skir medi-
anerna varandra i en punkt. (Man kan ocksa upprepa konstruktionen
och pa sa sitt finna att 7" inte kan ha nagon utstrickning.) Vi vet nu
att medianerna skir varandra i en punkt p. Pa grund av likformighe-
ten igen foljer att avstandet till ett horn i 7" &r dubbelt sa stort som
avstandet till motsvarande horn i 77,

P a

men det senare avstandet dr precis lingden av den del av medianen
som gar fran p till motstaende sida i T'. Beviset ar klart. U

Skiarningspunkten kallas triangelns tyngdpunkt.

UPPGIFT 6.2. Visa att tyngdpunkten ar lika med triangelns tyngd-
punkt i fysikalisk mening.

Det &dr dven sant att de tre héjderna till en triangel skir varandra
i en punkt. For att se detta, bilda till en given triangel 7" en dubbelt
sa stor triangel T" sa att de forhaller sig till varandra som i beviset av
mediansatsen. Det f6ljer att hdjderna till 77 &r precis mittpunktsnor-
malerna till 7', vilka vi vet skir varandra i en punkt.

Ur Pythagoras sats foljer dess omvindning:

Om i en triangel summan av kvadraterna pa tva av sidorna dar lika
med kvadraten pa den tredje sidan, sa dr triangeln rdatvinklig.
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For att se detta, kalla sidlingderna «, 8 och v, si att o? + 3% = 42,
och bilda en ratvinklig triangel med kateterna o och 3. Enligt Pytha-
goras sats dr da hypotenusan 7 och alltsa dr denna ratvinkliga triangel
kongruent med den ursprungliga.

En annan enkel konsekvens av Pythagoras sats ar parallellogramla-
gen:

I en parallellogram dr summan av kvadraterna av diagonalerna lika
med summan av kvadraterna av all fyra sidorna.

UPPGIFT 6.3. Visa parallellogramlagen!

Av likformighetsteorin foljer det att cos @ och sin 6 &ar forhallandena
mellan kateten vid 6 och hypotenusan, respektive motstaende katet och
hypotenusan, i en ritvinklig triangel. Féljande formel kallas cosinus-
satsen.

Om «, (B och ~ dr sidlingderna i en triangel ddir v dr motstiende
sida till vinkeln 0, sa dr

7* = a? + 32 — 2a8 cos .

UPPGIFT 6.4. Bevisa cosinussatsen!

Avbildningen x +— rz, dvs (z1, x2) +— (rz1, 7o), dir r r ett positivt
tal, kallas en dilatation. Det ar klart att en dilatation ar bijektiv.

UPPGIFT 6.5. Visa att en dilatation avbildar linjer pa linjer, beva-
rar (eller kastar om) ordningsrelationen, att den bevarar vinklar, samt
att en stricka ab avbildas pa en stricka a'b’ sadan att |a’'d'| = r|ab|.

Gruppen av avbildningar som genereras av translationer, spegling-
ar, rotationer och dilatationer, kallas gruppen av lkformighetsavbild-
ningar.

UPPGIFT 6.6. Visa att tva trianglar dr likformiga om och endast om
det finns en likformighetsavbildning ¢ som tar den ena pa den andra.

Vi séiger att en avbildning T: R? — R? &r affin om den kan skrivas
T(x) = Az + b,
dir A dr en inverterbar 2 x 2-matris och b € R%. Man kontrollerar litt

att méngden A av affina transformationer ar en grupp, som innehaller
gruppen av likformighetsavbildningar.
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UPPGIFT 6.7. Visa att en ¢ € A avbildar linjer pa linjer och be-
varar (eller kastar om) ordningsrelationerna, samt att mittpunkter pa
striackor bevaras.

UPPGIFT 6.8. Visa att det givet tva trianglar finns en och endast
en ¢ € A som tar den ena triangeln pa den andra.

Transformationerna i A bevarar inte vinklar, men relativa avstand
pa linjer, t ex mittpunkter. Déarfor avbildas medianerna i en triangel
pa medianerna i bildtriangeln.

UPPGIFT 6.9. Anviind detta for att ge ett nytt bevis féor median-
satsen.

For fler klassiska resultat hinvisar vi till [LAL] och [OH].

7. Konstruktioner med passare och linjal

De enda perfekta geometriska figurerna var cirklar och linjer an-
sag man i antiken. Dérfor ville man ndr man skulle géra geometriska
konstruktioner begrinsa sig till att anvinda passare och linjal.

En konstruktion innebdr att man utifran tva punkter (vars avstand
kan tas som enhetsstriicka) successivt skaffar sig en storre och storre
punktméingd genom féljande tva operationer:

(1) Genom ett godtyckligt par av de givna punkterna far man dra
en rat linje (linjal).

(2) Man far dra en cirkel med medelpunkt i en av de givna punk-
terna och radie lika med avstandet mellan ett godtyckligt par av de
givna punkterna (passare).

Nya punkter dr de man far som skirningar mellan cirklar och linjer
som man erhallit genom operationerna (1) och (2).

ANMARKNING 7.1. Ibland har man restriktionen i operation (2) att
cirkeln méaste ga genom en av de tidigare punkterna (man ténker sig
att passaren “slar ihop” sa fort den ldmnar pappret). Man kan dock
visa att var operation (2) kan uppnas genom ett antal av dessa mer
restriktiva operationer, sa att det i slutdndan blir samma sak. [l

Man ser latt att man kan avsétta en given stricka fran en given
annan punkt pa en given strale fran denna punkt. Vidare bildar man
latt mittpunkten av strickan ab. Dra namligen en cirkel genom a med
centrum i b och tvirtom. Linjen genom cirklarnas skiarningspunkter
blir normal till linjen ab och delar strickan ab i tva lika delar. Man kan
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ocksa foreskriva en punkt p genom vilken en normal till en given linje ¢
ska ga. Genom att dra en cirkel med medelpunkt i p och tillrackligt stor
radie, sa far man tva punkter a och b pa ¢ med lika avstand till p, och
man far den 6nskade normalen som ovan. Det ar nu latt att dra en linje
genom p som &r parallell med ¢. Dra forst normalen genom p till ¢ och
dra normalen till denna. Om vi infor ett koordinatsystem pa ett sadant
sitt att enhetsstrickan dr konstruerbar, foljer det nu att en punkt ar
konstruerbar om och endast om dess koordinater dr konstruerbara. I
fortsédttningen kan vi alltsa tala om huruvida vissa tal dr konstruerbara
istallet for vissa punkter.

Man ser latt att om a och b ar konstruerbara sa ar dven a + b
och a — b det. Antag nu att b # 0. Bilda triangeln med horn i (0,0),
(0,a) och (b,0). Linjen genom (1,0) som &r parallell med hypotenusan
kommer att skiira y-axeln i a/b. Alltsd kan man konstruera a/b och pa
liknande satt ab.

UPPGIFT 7.1. Visa att om a kan konstrueras s& kan dven +/a kon-
strueras. Ledning: Visa att om talen o och [ dr konstruerbara sa kan
man konstruera en triangel med hypotenusan 3 och ena kateten . Tag

B=(14a)/20ch = (1—a)/20oma< 1.

UPPGIFT 7.2. Antag man har en vinkel given samt en strale ab fran
a. Visa att man kan konstruera en vinkel vid a som &r lika stor som
den givna vinkeln och som har ab som ena vinkelbenet.

UPPGIFT 7.3. Visa att en given vinkel (en vinkel definieras av tre
punkter) kan delas i tva lika vinklar.

Nagra till synes enkla konstruktioner klarade man dock inte, som
t ex att givet en cirkel hitta en kvadrat med samma area, eller att dela
en given vinkel i tre lika delar. Detta forklaras av att det, som det
senare har visat sig, helt enkelt &r omdjligt. Vi ska hir ge ett bevis for
att vinkeln 7/3 inte kan tredelas.

UPPGIFT 7.4. Visa att vinkeln 7/3 verkligen kan bildas.

Kvadratroten y/a ur ett positivt tal a dr som bekant det entydigt
bestdmda positiva tal vars kvadrat ar a. Antag att ¢ ar ett rationellt
tal sddant att y/c inte &r rationell, och betrakta méngden Q(,/c) av
alla tal a + by/c dér a,b € Q. Det &r klart att Q(y/c) ar en ring. Om
a+ by/c # 0 sd dr a® — b*c # 0, (ty annars vore ju +/c rationellt) och
alltsa ligger

1 a—by/c

a+byc a?—bk
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i Q(v/¢). Det foljer att Q(v/c) 1 sjélva verket ar en kropp. Antag nu att
c2 € Q(/c1) men saknar kvadratrot i Q(,/c1). Pa samma sétt kan vi da
adjungera /c; och bilda en ny kropp Q(,/c1,/C2), som bestar av alla
tal som kan skrivas a + by/c; dér a,b € Q(,/c1) etc. Vi séiger att ett tal
« kan uttryckas genom dndligt manga (kvadrat)rotsutdragningar om «
ligger i nagon kropp Q(\/c1,/C2,-..,/Cm). (Enkelt uttryckt, betyder
detta att talet a gar att skriva upp med rationella tal och &dndligt
manga (kvadrat)rottecken.) Det foljer fran ovan att varje sadant tal
a kan konstrueras med passare och linjal om alla talen ¢q,...,c¢,, ir
positiva. Omvént har vi

PROPOSITION 7.2. Om ett tal o dr konstruerbart sda kan man ut-
trycka det genom ett dndligt antal (kvadrat)rotutdragningar.

Bevis. Vid skirning av linje eller cirkel med linje eller cirkel ges
skiarningspunkterns koordinater som losningar till ekvationer av forsta
eller andra graden (med koefficienter som &r rationella uttryck i tidi-
gare konstruerade tal), och dessa l6sningar kan alltid uttryckas med
kvadratrotter. Propositionen foljer nu med induktion. 0

SATS 7.3. Vinkeln /3 kan inte tredelas med passare och linjal.

BEvIS. Om detta var mojligt sa skulle vi kunna konstruera talet
a = 2cos(m/9). Nu &r

cos(30) = 4 cos®§ — 3 cos,

och eftersom cos(37/9) = 1/2 sa betyder detta att « dr ett nollstille
till polynomet
flz)=2° -3z —1.

Man ser latt att f(z) saknar rationella rotter; om f(p/q) = 0 dér p/q
ir relativt prima, si ir ¢® = p(p? — 3¢?) vilket medfor att p delar ¢,
och detta dr en motsigelse.

Antag nu att man kan uttrycka en rot « till f(z) genom &nd-
ligt manga (kvadrat)rotutdragningar. Det finns da en rot @ = a +
by/cm € Q(/C1, ..., \/Cm), dvs a,b, ¢, € Q(\/C1, ..., \/Crno1) men a ¢
Q(\/c1, - .., y/Cm—1). Vikan ocksa anta att f(z) saknar rot i Q(\/c1, ..., \/Cm—1)-

Att f(a) = 0 innebér att
0=d +V\cp,

dar o’ och b ar rationella uttryck i a, b och ¢,,. Darfér maste b’ = 0 ty

annars skulle /¢, och foljaktligen a, ligga i Q(\/c1,. .., /Cm—1). Men
detta betyder att &ven o' = a—b,/c,, &r en rot. Lat nu r vara den tredje
roten till f(x). Eftersom produkten av samtliga rotter dr 1 sa foljer att
r = (a* — b%*c,,)"! (man kan dven uppné detta genom att dividera ut
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(x —a)(x—a) fran f(z)) och alltsa ligger roten r i Q(\/c1, ..., /Cm—1)

1
vilket dr en motségelse. U

Omojligheten att med passare och linjal konstruera en kvadrat med
arean 7 foljer av det faktum att 7 ar transcendent. Ett bevis for tran-
scendensen av 7 kan man hitta i [IS].

8. Sfarisk geometri

I detta avsnitt ska vi mycket kort ndmna nagot om geometri pa
sfaren

S? = {(x1, 19, 73) €ER?; 23 + 25+ 25 =1}
i R3. For att halla framstillningen kort ska vi, utan att ge bevis, utnytt-
ja nigra vilkinda fakta om geometri i R3. Avstandet d(a,b) mellan tvé

punkter a och b pa S? ir lika med vinkeln mellan motsvarande vektorer
i R? och

(8.1) cosd(a,b) = a-b=ayb; + asby + asbs.

Vidare ska vi ta for givet att rimliga delméingder till S? har en vilbe-
stamd area och att totalarean &r 4.

Linjerna pa S? ska vara storcirklarna, och en storcirkel ir skiirning-
en med S? och ett plan genom origo i R®. Man ser genast att denna
geometri inte uppfyller axiomen A1 till A4. T ex skir varje par av lin-
jer varandra i exakt tva punkter, vilka ar antipodiska till varandra (tva
punkter a och b ar antipodiska om a = —b). Vidare &r inte en storcirk-
lel (pa nagot naturligt sétt) ordningsisomorf med R. Inte desto mindre
finns det flera likheter mellan geometrin pa S? och den hyperboliska
geometrin.

Varje linje (storcirkel) £ upp sfiren i tva halvsfirer, sidorna av . Pa
varje linje har vi en slags ordningsrelation som gor linjen ordningsiso-
morf med enhetscirkeln i R?. Tva olika punkter a och b pa en linje pa
S? bestimmer via denna ordningsrelation tva delméngder vilka bada
kallas strdickor med &ndpunkter a och b. Givet tva olika punkter a och
b pa S? som inte dr antipodiska till varandra sa finns det exakt en linje
genom dessa punkter.

Det finns en grupp av avbildningar, gruppen av rotationer av R3,
som haller S? fixt. Dessa avbildningar bevarar vinklar, avstand och
areor. Givet tva punkter a och @ si finns det en rotation ¢ av R?® som
tar a pa a’. Man kan ocksa kréva att en given linje genom a avbildas
pa en given linje genom a’. Man kan dven kréva att riktningen bevaras,
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dvs att sma strickor i en given riktning fran a pa linjen ifraga avbildas
pa sma striackor i en given riktning fran o’. Om man dessutom kraver
att en given sida av linjen genom a ska avbildas pa en given sida av
linjen genom a’ sa blir avbildningen ¢ entydigt bestdmd, jmf axiom A4
i teorin A.

En (sfarisk) triangel bestar av tre punkter (hornen) och de tre stréc-
korna (sidorna) som sammanbinder hérnen parvis sa att sidorna &r
mindre an 7.

Tre plan i R?® som bara har origo som gemensam skirningspunkt
delar upp R? i atta delar. Alltsa kommer tre linjer pa4 S? som inte alla
tre gar genom en och samma punkt, att dela upp S? i atta trianglar
som ar parvis kongruenta eftersom de ligger antipodiskt. Lat 7" vara en
av dessa, med horn a, b och ¢ och vinklar «, 3 respektive ~. Linjerna
ab och ac ger upphov till fyra omraden. Det av dem som innehaller 7'
kallar vi O,. Eftersom O, upptar /27 av hela sfirens area som &r 47
sa ar arean av O, lika med 2. Triangeln O, \ T kallar vi T,. Vi far
alltsa att

m(T) +m(T,) = 2.
P& samma sitt definerar vi T, och T, och far relationerna m(7) +
m(T,) = 26 och m(T') + m(T,) = 2. Men samtidigt maste vi ha att
trianglarna T, T, T, och T, tillsammans har arean 27 eftersom de
tillsammans utgdr precis halva sfiren, och alltsa har vi att

m(T) +m(T,) + m(Ty) + m(T,) = 2.
Satter vi samman detta far vi
(8.2) m(T)=a+ 0+~ —m.

Alltsa ar vinkelsumman i en triangel alltid stdrre &n 7 och avvikelsen,
som kallas triangelns excess, ar lika med arean, vid lamplig norma-
lisering. Detta ska jamforas med defekt av en triangel i hyperbolisk
geometri som, vilket vi ska se i kapitel 5, ocksa dr lika med arean.

Antag att sidorna i en ratvinklig triangel har langder A, B respek-
tive C. Genom att anvinda en rotation i R kan vi anta att hornet
med rét vinkel ligger i (1,0,0) och att de bada andra hornen ligger i
(cos A, sin A, 0) respektive (cos B, 0,sin B). Vi far da att

(8.3) cos C' = cos A cos B.

Notera att eftersom cosz ~ 1 —x?/2 sa innebir (8.3) att C? ~ A2+ B2
om sidldngderna A, B och C' dr sma, vilket ju stimmer med Pythagoras
sats i det euklidiska fallet.
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ANMARKNING 8.1. Detta otillfredstallande faktum att tva linjer
alltid skir varandra i ett par av antipodiska punkter kan man bli kvitt
genom att identifiera varje par av antipodiska punkter med en punkt.
Mingden av alla par av antipodiska punkter betecknas P? och kallas
det tvadimensionella projektiva rummet. Det ar klart att begreppet
linje far mening dven i P?, och det foljer att varje par av olika linjer
skiir varandra i exakt en punkt. Gruppen av rotationer i R? inducerar
nu en grupp av, vad man kallar, kongruensavbildningar pa P2. Man
kan visa att denna geometri innehaller den euklidiska geometrin, dvs
att punkterna och linjerna och kongruensavbildningarna i planet kan
uppfattas som delmingder av motsvarande objekt for P2 U

9. Ytterligare 6vningar till kapitel 4

UPPGIFT 9.1. Fixera en punkt 0. Visa att man kan vilja en orien-
tering sa att man kan definiera en avbildning a +— v (a) genom att man
fran a avsitter strickan Oa vinkelrdtt mot sig sjalv (i orienteringens
riktning) och later 1 (a) vara punkten dir man di hamnar. Ar ¢ en
kongruenstransformation (absolut geometri)?

En méngd kallas konver om for varje par av punkter i mingden
strackan mellan dem ocksa ligger i médngden.

UPPGIFT 9.2. Visa att en fylld triangel (dvs dess hoérn och sidor
samt alla punkterna i triangeln) &r konvex (absolut geometri).

UPPGIFT 9.3. Visa att en cirkelskiva, dvs méingden av alla punkter
som har hogst avstand r till en fix punkt m, &r konvex.

UPPGIFT 9.4. Antag ¢ och ¢ &r linjer och a € £ och ' € ' sddana
att linjen mellan a och o’ skdr ¢ och ¢ ratvinkligt. Visa att om b € /¢
och b/ € ¢ sa ér |bb/| > |ad/|. Visa ocksa att det i det ickeeuklidiska
fallet dr likhet om och endast om b = a och V¥ = o’ (absolut geometri).

UPPGIFT 9.5. Ge en innebord at begreppet avstand mellan tva
linjer. Lat ¢ vara en linje och a en punkt utanfor /. Visa att det gar
exakt en linje ¢/ genom a sadan att avstandet mellan ¢ och ¢ &r lika
stort som avstandet mellan a och ¢ (absolut geometri).

UPPGIFT 9.6. Antag att tva cirklar tangerar varandra i A (antag
att den ena ligger i den andra). Dra genom A tva vinkelrdta kordor
AB och AC, en i vardera cirkeln. Visa att radierna till B och C éar
parallella (euklidisk geometri).
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UPPGIFT 9.7. Tva cirklar tangerar varandra i A. En gemensam
tangent tangerar ena cirkeln i B och den andra i C'. Visa att vinkeln
BAC ér rét (euklidisk geometri).

UPPGIFT 9.8. Dra normalerna fran en punkt P inuti en liksidig
triangel mot triangelns sidor. Visa att summan av dessa normalers
langder dr lika med ldngden av triangelns hojd (euklidisk geometri).

UPPGIFT 9.9. Tva cirklar skir varandra i punkterna A och B, och
P &r en punkt pa ena cirkeln. Linjerna PA och PB skiir den andra
cirkeln i C' och D. Visa att kordan C'D é&r parallell med tangenten i P
(euklidisk geometri).

UPPGIFT 9.10. Antag att C' och D &r tva punkter pa samma sida
om linjen AB. Antag att i trianglarna AC'B och ADB vinklarna vid
C respektive D &r lika stora. Visa att punkterna A, B, C och D ligger
pé en cirkel (euklidisk geometri).

UPPGIFT 9.11. Antag att i en fyrhorning bada summorna av mot-
staende vinkelpar dr 7. Visa att hornen ligger pa en cirkel (euklidisk
geometri).

UPPGIFT 9.12. Tva cirklar skir varandra i A och B. Tag tva punkter
C och D pa ena cirkeln och punkter E och F' pa den andra cirkeln
sadana att C'; A och E ligger pa en rit linje och D, B, F ligger pa en
parallell linje. Visa att |CE| = |DF| (euklidisk geometri).

UPPGIFT 9.13. Tva cirklar med radier r; och ry skir varandra med
riata vinklar. Vad ar avstandet mellan cirklarnas medelpunkter (eukli-
disk geometri)?

UPPGIFT 9.14. Tva cirklar med radie 1 skir varandra med vinklar
0. Hur langa bli cirkelbagarna mellan skdrningspunkterna (euklidisk
geometri)?

Nagra kommentarer

For en mer omfattande framstéllning av absolut och euklidisk geo-
metri som mer direkt ansluter sig till Euklides framstéllning i Elemen-
ta, se [LAL]. Denna innehaller fven en hel del historik. Se dven [OH].
En mer utforlig diskussion om konstruktioner och kroppsutvidgning-
ar finns i [IS]. En trevlig 6versiktlig framstéllning av olika geometrier,
med flera historiska notiser, finns i [JL].






KAPITEL 5

Hyperbolisk geometri

Vi ska nu studera en modell, Poincaré-modellen, for absolut geo-
metri i vilken parallellaxiomet inte géller; en modell f6r hyperbolisk
geometri. I likhet med det euklidiska fallet dr det sant att alla modeller
fér hyperbolisk geometri dr ar isomorfa, men detta kommer vi inte att
bevisa. Poincaré-modellen dr konstruerad inom den euklidiska modellen
for absolut geometri vilket betyder att A+—PA &r konsistent givet att
A+PA ar konsistent. Narmare bestdmt konstrueras Poincarémodellen
i enhetsskivan i R?, men for att kunna beskriva gruppen av kongruens-
avbildningar maste vi forst studera de geometriska egenskaperna hos
en storre klass av avbildningar i planet som kallas Mobiusavbildningar
och som speciellt innehaller alla likformighetsavbildningar i planet.

1. Mobiusavbildningar

Det visar sig praktiskt att anvdnda komplexa tal sa lat oss titta
pa hur likformighetsavbildningarna uttrycks med komplexa tal. Om vi
identifierar R? med de komplexa talen, genom att en punkt (a,b) i
planet svarar mot det komplexa talet z = a + b, sa ar translationer
avbildningar av typen z — z 4 3 for § € C, spegling i realaxeln (z-
axeln) dr avbildningen z — S(z) = Z, och rotation med vinkel 6 &r
avbildningen z — ¢z. Varje euklidisk kongruensavbildning ¢ ges alltsa
som ¢(z) = Az + [ dir [A| = 1 eller som ¢(z) = Az + 3. En dilatation
med r > 0 ges av z — rz.

Givet en linje sa finns en euklidisk kongruenstransformation som
avbildar linjen pa y-axeln. Eftersom denna kan uttryckas som z + z =
2Re z = 0 sa ges en godtycklig linje av en ekvation av typ az +az =7r
dér |a| =1 och r > 0.

Vi ska nu titta pa en storre klass av avbildningar, namligen alla
som gar att skriva som

az+b
(1.1) W(z) = cz+d
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for nagra komplexa tal a, b, c,d, dir man utesluter det urartade fallet
nir ad = bc. Observera att 1 ar definierad for varje z i planet utom
—d/c. Sadana hir avbildningar brukar kallas Mdébiusavbildningar.

Om vi later M-cirkel betyda (euklidisk) cirkel eller (rét) linje i pla-
net sd har vi

PROPOSITION 1.1. En Mébiusavbildning avbildar varje M-cirkel pa
en annan M-cirkel, och skarningsvinkeln mellan tva M-cirklar bevaras.

BEvis. Eftersom

¥(z) =

az+b a a(b d) 1

cz+d ¢ Te\a ¢ z+d/c’

ser man att varje Mobiustransformation dr en sammansittning av av-
bildningar av typerna

i) z+—2+0,

(ii) 2z az, dir a #0, och

(iii) z+— 1/z,

sa det ricker att visa propositionen for var och en av dessa.

En avbildning av typ (i) &r en translation. Om o = re? pa polir
form sa betyder z — az att man dels roterar z runt origo med vinkeln
0 och dels multiplicerar z med faktorn » > 0. Att translationer och
rotationer avbildar linjer pa linjer och bevarar vinklar vet vi redan. Vi
pastar nu att dven en dilatation z +— rz bevarar vinklar och avbildar
linjer pa linjer (medan diremot en stricka avbildas pa en ny stricka som
ar r ganger den ursprungliga). Detta ar sjalvklart for linjer genom origo
samt vinklar och striackor vid origo, men eftersom rz = r(z —a) +ra sa
foljer det aven for vinklar och strickor vid a, eftersom vi redan vet att
translationer bevarar lingder och vinklar. Det foljer att avbildningar
av typ (i) och (ii) &ven avbildar cirklar pa nya cirklar.

Det aterstar att titta pa avbildningen z — w = 1/z. Vi studerar
bilden av cirkeln |z — a|* = r? under denna avbildning. Eftersom

|z —al® = |2|* — aZ — az + |a|?
kan cirkelns ekvation skrivas
2> —az —az + |a]* —r* =0,

och inséttning av w = 1/z och forlingningning med |w|? ger

(1.2) (la]* = r*)|w|]* — aw —aw + 1 = 0.
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Om nu |a| # r, dvs att den ursprungliga cirkeln inte gar genom origo,
sa dr (1.2) ekvivalent med

jw —bJ* =12,

dar
2

I —
(o> =+

och .
e
Alltsa blir bilden i detta fall en cirkel med medelpunkt b och radie t.
I fallet att den ursprungliga cirkeln gar genom origo far vi som bild
linjen
1 —aw —aw = 0.

Varje linje som inte gar genom origo kan ges pa denna form, och ef-
tersom z +— 1/z &r sin egen invers har vi dven visat att en sadan linje
avbildas pa en cirkel genom origo. En linje genom origo ges av para-
metriseringen ¢ — te?, och bilden blir da ¢ +— te™ som ocksa ir en
linje genom origo.

Det géller nu att visa att skdrningsvinkeln mellan tva M-cirklar
(dvs mellan deras tangenter i skiirningspunkten) bevaras under z —
1/z. Observera att vi forst kan multiplicera med ett nollskilt tal a,
eftersom vi kan kompensera detta, efter att ha applicerat avbildningen,
genom att anyo multiplicera med a. Darfor kan vi anta att M-cirklarna
skir varandra i punkten 1, och eftersom det ricker att jimfora med
skirningsvinkeln gentemot x-axeln kan vi anta att ena M-cirkeln, eller
snarare dess tangent i skdrningspunkten, dr x-axeln och att den andra
ar en annan linje ¢ genom 1, se figur.

Eftersom 1 avbildas pa 1 och bilden av ¢ dr en cirkel (eftersom ¢ inte
gar genom origo) sa ar bilden C' av ¢ en cirkel genom punkten 1. Vi
pastar nu att C tangerar i 1. Om inte sa skir den nidmligen ¢ i exakt
en punkt till, sdg i a, och da maste a ligga antingen 6ver eller under
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z-axeln. Eftersom z +— 1/z dr sin egen invers och z-axeln avbildas
pa sig sjalv, foljer att unionen av ¢ och C avbildas pa sig sjalv under
avbildningen, men om sig a ligger i 6vre halvplanet sa ligger bilden av
a i undre halvplanet vilket leder till motsdgelse. Alltsa &r ¢ tangent till
C och foljaktligen har de samma vinkel gentemot x-axeln. U

ANMARKNING 1.2. Avbildningen z — 1/z, dvs re?? — (1/r)e', kal-
las inversion i enhetscirkeln. Avbildningen z +— 1/z &r alltsa en inver-
sion sammansatt med en spegling i xz-axeln. Man sidger att punkterna z
och 1/Z ar konjugerade till varandra med avseende pa enhetscirkeln. [J

Betrakta Mobiusavbildningen (1.1). Observera att |¢(z)| — oo da
z — —d/c, och att ¢(z) — a/b da |z| — oo. Det ar darfor naturligt
att sitta ¢(—d/c) = oo och ¢(00) = a/e, och om vi later C=CuU
{oo} si finner vi litt att ¢ blir en bijektion pa C, och inversen ir
en ny Mobiusavbildning. Enligt utredningen ovan récker det ndmligen
att kontrollera detta for avbildningar pa formen z — az + b samt
inversionen z +— 1/Z. Den forsta av dessa dr en bijektion av C och tar
o0 pa oo, medan inversionen &r en bijektion pa C\ {0} och tar 0 pa oo
och vice versa. Man kallar C for det utvidgade talplanet.

Antag att a, b, ¢ ar tre olika punkter i C. Da ér

(1.3) ¢(2) =

b—az—c

z—ab—-c

i en Mobiusavbildning sadan att a +— 0, b +— 1 och ¢ — oco. Antag nu

att
az+

¢= vz 40
ar sadan att 0 — 0, 1 — 1 och oo — oo. Eftersom oo — oo sa maste
till att borja med v = 0 och ¢ # 0. Efter férkortning kan vi anta att
d = 1 och alltsa ¢(z) = az + 3. Eftersom 0 +— 0 sa &r nu § = 0 och
1 — 1 medfor att a = 1. Eftersom méngden av Mdobiusavbildningar ar
en grupp sa foljer det nu:

Givet tre olika punkter a, b, c i C och tre andra olika punkter a’, b,
i C sd finns en och endast en Mobiusavbildning ¢ sidan att a — d,
b— b och cw .

Vi avslutar med att bestdmma alla Mdbiusavbildningar som avbil-
dar R =R U {o0} pa sig sjélv. Till att borja med ar det klart att varje
Moébiusavbildning med reella koefficienter gor detta. Omvént, om en
Mobiusavbildning ¢ tar R pa sig sjilv, sa maste speciellt 0, 1 och oo
vara bilderna av tre punkter a,b,c i R. Men den entydiga Mobiusav-
bildningen ¢ som gor detta ges av formel (1.3), och far déarfor reella
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koefficienter. Alltsa har vi visat att en Mdobiusavbildning avbildar R
pé sig sjdlv om och endast om den kan skrivas pa formen (1.1) med
a, b, c,d reella.

ANMARKNING 1.3. Man kan identifiera punkterna i det utvidgade
talplanet C med punkterna pa sfiren S? C R? genom avbildningen

z=re () (2z,|2]* — 1) =

BEENEE

1
=1 2(2rcos€,2rsin9,r2—1), oo — (0,0,1),
r

dér vi har identifierat det komlpexa z-planet med z12,-planet. Geomet-
riskt innebér denna avbildning att man later z-planet vara z;xo-planet
i R3, sedan tar linjen fran z till “nordpolen” (0,0,1) pa S?, och later
(z) vara skirningen med denna linje och S2.

¥(2)

Motsvarande avbildning fran S? till (det utvidgade) planet kallas stere-
ografisk projektion. Det ar sant men inte alldeles sjalvklart att M-cirklar
i planet svarar mot cirklar p4 S2. Vi limnar &t ldsaren att fundera over
detta. Vidare kan man visa att rotationerna av S? svarar precis mot
gruppen som genereras av speglingen z — z samt de Mobiusavbild-
ningar pa formen (1.1) sddana att AA* = I, om A ir matrisen

a b
=(5)
och A* ar konjugatet av motsvarande transponerade matris. En kom-
plex matris sadan att AA* = [ kallas unitdr. O



136 5. HYPERBOLISK GEOMETRI

2. Poincaré-modellen for hyperbolisk geometri

Lat A beteckna den 6ppna enhetsskivan i (det komplexa tal-)planet.
Som punkter i denna modell tar vi punkterna i A. En linje, eller
Poincaré-linje nér vi behover vara tydliga, ska vara snittet med A och
en cirkel eller rit linje i C som skér enhetscirkeln 0A ratvinkligt, se
figur,

och som kongruenstransformationer ¢ € K ska vi ta alla avbildningar
som ges som

Z—«
4(2) )\1 —Qaz
eller -
L2
¢(Z) - >\1 —0527

didr a € A och A € 0A, dvs |a] < 1 och |A] = 1. Vi har att visa att
dels dessa avbildningar ¢ verkligen &r bijektioner av A och dels att Al
t.0.m. Ab ar uppfyllda.
For a € A sétter vi
z—«

Qba(z) =

1 —az

Denna avbildning ar definierad for z # 1/a (och 1/a ligger ju utanfor
A), speciellt i A, och vi har

PROPOSITION 2.1. Varje ¢, avbildar A bijektivt pa sig sjdlv och
enhetscirkeln bijektivt pa sig sjdlv, och inversen ar ¢_,.

BEVIS. En direkt kalkyl ger att (kom ihag att |2]? = 22)
N al? _
“TH—aP
1—azP - (A zP)(A o) _, (A=) —]af’)
11— az)? 11— az|?

|0a(2)]

Y
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och hogerledet ar < 1 och med likhet om och endast om |z| = 1, s& ¢
tar A in i sig sjilv och enhetscirkeln in i sig sjalv. Nu ar

= =0 _1+taB z—o0

P50 ¢a()_ ﬁza 14 af81—-062
dar 5
o+
i = 6ul9),
Speciellt ser man att ¢, 0 ¢_o(2) = 2 = P_4 0 Pa(2) sa @, ar bijektiv
med invers ¢_,. O

Vi kan nu visa

PROPOSITION 2.2. K dr en grupp, dvs en sammansdttning av tvd
avbildningar ur K dr en ny avbildning i K, och varje avbildning i IC har
en invers som ocksa ligger 1 IC.

BEVIS. Om R)(z) = Az och S(z) = Z sa kan varje element i K
skrivas som Ry o ¢, eller som S o Ry o ¢,. Vi har redan sett att ¢,
ar en bijektion av A, och Ry och S ar en rotation runt origo respekti-
ve spegling i x-axeln, och dessa dr forstas bijektioner av A, och deras
respektive inverser ligger i K. Det racker nu att visa att sammanséatt-
ningar av element i K ligger i /. Det foljer fran forra beviset att det,
givet o, 8 € A, finns A € 0A och 0 € A sadana att ¢go ¢, = Ry 0 ¢,.
Man far nu det allménna fallet genom att kombinera med relationerna

600 Ry = Ryodsa, Ga0S=S0ds RyoS=S50R;,
vilkas verifikationer vi lamnar som 6vning. 0

VERIFIKATION AV ATT AXIOMEN A1l TILL A5 AR UPPFYLLDA. Viir
nu rustade for att visa att axiomen Al t.o.m. A5 &r uppfyllda i var
modell. Notera forst att varje ¢ € IC dr en Mébiusavbildning eller kon-
jugatet av en sadan, och enligt proposition 1.1 alltsa avbildar M-cirklar
pa M-cirklar och bevarar vinklar. Eftersom vara ¢ i K dven tar A pa
A och 0A pa 0A, foljer det att ¢ tar Poincaré-linjer pa Poincaré-linjer
i var modell. Fran och med nu later vi linje betyda Poincaré-linje om
inget annat sags.

A1: Antag vi har tva punkter i A varav en &r origo. Da ar det klart, se
exempel 2.3 nedan, att det finns precis en linje genom dessa punkter,
namligen den euklidiska linjen genom dem snittad med A. Om nu a
och b ar godtyckliga i A sa kan man anvinda avbildningen ¢, som tar
a pa origo. Inversa bilden, ¢, !(¢), av linjen ¢ genom origo och ¢,(b) ar
nu en linje genom a och b, och dessutom &ar den entydig eftersom ¢ ar
det.



138 5. HYPERBOLISK GEOMETRI

A2: Lat forst ¢ vara x-axeln snittad med A. Da &r ¢ det euklidiska
intervallet (—1,1), vilket dr ordningsisomorft med R via en godtycklig
kontinuerlig bijektion fran ¢ till R, t ex x +— tan(mwz/2). Om ¢ € K tar ¢
pa sig sjilv ar den en Mobiusavbildning (eller eventuellt konjugatet av
en) som tar z-axeln pa sig sjilv. Speciellt dr ¢ en kontinuerlig bijektion
av intervallet (—1,1) pa sig sjalvt och bevarar darfor ordningsrelatio-
nen. Mer explicit maste ¢ vara

o) =+

for nagot o € (—1,1). En godtycklig linje ¢ far sin ordningsrelation
genom att man forst avbildar den pa linjen ¢ ovan. Den sa erhallna
ordningen pa ¢ beror inte pa valet av avbildning eftersom ordningen
pa ¢ dr invariant under avbildningar som tar ¢ pa sig sjalv.

zZ—Q

1—oaz

A3: Eftersom vi redan sett att elementen i C avbildar linjer pa linjer
och bevarar ordningsrelationerna, sa riacker det att kontrollera axiomet
A3 for linjen ¢ som &r z-axeln snittad med A.

Vi definierar sidorna till £ som 6vre och undre halvcirkelskivan, och
vi maste alltsa kontrollera att tvd punkter ligger pd samma sida om
och endast om striackan (dvs poincaré-strickan) mellan dem inte skéir
¢ (dvs det euklidiska intervallet (—1,1)).

Antag forst att a och b bada ligger i, sig 6vre halvskivan, och 1at
¢’ vara linjen genom dem. Om ¢ inte skér ¢ dr det klart. Antag dérfor
att de skiir varandra i punkten ¢ € (—1,1). Avbildningen ¢, tar ¢ pa
0, ¢ pa sig sjalv, 6vre halvskivan pa sig sjalv och ¢’ pa en linje genom
0, dvs en euklidisk linje genom 0. Bilderna a’ och b av a respektive b
ligger nu pa samma euklidiska strale fran origo och darfor skér striackan
mellan a’ och ¥ inte ¢. Det f6ljer att Poincaré-strackan mellan a och b
inte skar £.

Omvint, om a och b ligger pa olika sidor om ¢ sa &r det klart att
strackan mellan dem skir /.

UprPGIFT 2.1. Varfor det?

A4 och A5: Vi har redan sett att C dr en grupp och att elementen i
KC avbildar linjer pa linjer och bevarar deras ordningsrelationer. Vi har
nu att verifiera sista villkoret i A4. Som for motsvarande verifikation i
avsnitt 4 i kapitel 4 kan vi reducera oss till fallet att o’ &r origo, stralen
a'b ar positiva x-axeln och att ¢ bestdmmer, sdg, 6vre halvskivan.
Givet a, b, och ¢, tag nu forst ¢, € K. Den tar atminstone a pa origo.
Om inte stralen ab hamnar pa positiva z-axeln far man multiplicera ¢
med ett lampligt A € 0A. Om nu inte ¢ hamnar pa 6vre halvskivan far
man i sa fall ordna detta genom att ta konjugatet av A¢,. Detta visar
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existensen. Entydigheten foljer av att det bara finns en enda ¢ € K
(ndmligen identiteten) som tar 0 pa 0, positiva z-axeln pa sig sjalv och
ovre halvskivan pa sig sjalv. Om ndmligen ¢ € IC och ¢(0) = 0 sa &r
d(z) = Az eller ¢(z) = Az. Om positiva z-axeln gar pa sig sjilv sa
maste A vara 1. Om nu 6vre halvskivan gar pa sig sjilv sa utesluter
detta fallet ¢(z) = z, och alltsa ar ¢ = I. O

EXEMPEL 2.3. Att (den euklidiska) cirkeln |z —m| = r skér cirkeln
OA ratvinkligt vid p dr detsamma som att de euklidiska radierna till de
respektive cirklarna fran p skr varandra ratvinkligt, och detta dr, enligt
Pythagoras sats och dess omviindning, ekvivalent med att 1+7? = |m/?,
se figur. Poincaré-linjerna bestar alltsa precis av (snittet med A av)

sadana euklidiska cirklar, samt euklidiska linjer genom origo. U
1
r
m

Snittet £ av enhetsskivan och cirkeln |z — /2| = 1 &r en Poincaré-
linje som inte gar genom origo. Foljaktligen finns gott om Poincaré-
linjer genom origo som inte skir ¢, sa parallellaxiomet inte ar uppfyllt
i denna modell, se figur.



140 5. HYPERBOLISK GEOMETRI

V2-1 V2

3. Lingd i Poincaré-modellen

Fran den allminna teorin for absolut geometri A vet vi att det finns
ett vildefinierat langdbegrepp, givet att vi fixerar en enhetsstricka. Vi
vill nu hitta en formel for lingden d(a,b) av strickan ab mellan tva
punkter i A. Notera forst att eftersom Ry € K sa dr d(0,a) = d(0,d’)
om och endast om |a| = |a’|. Eftersom en godtycklig stricka alltid kan
forflyttas till en stricka mellan 0 och a sa borjar vi att titta pa sadana.
Om a ar mittpunkten pa strickan 0, a’ sa ska lingden av striackan 0, a’
vara dubbelt sa stor som langden av striackan 0, a, dvs

(3.1) d(0,a") = 2d(0,a).
Det dr brukligt att normalisera lingdmattet sa att
(3.2) d(0,a)/|a| — 2 da |a| — 0.

For att hitta o' kan vi till att borja med anta att a = r ligger pa
positiva z-axeln. Avbildningen

zZ4+r
= ek
4(z) 147z
tar positiva x-axeln, dvs stralen 0, r, pa sig sjalv, 0 pa r, och foljaktligen
rpa . Alltsa dr v’ = 2r/(1 + r?) sé
2
2l
1+ |af?
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Om vi sitter

1+ |a

1~ al

ar det nu latt att verifiera att (3.1) och (3.2) &r uppfyllda.

(3.3) d(0,a) = log

UpPPGIFT 3.1. Visa att avstandet mellan punkterna a och b blir
|1 —ab| + |b— al
|1 —ab] —|b—al

ANMARKNING 3.1. Skélet till att man har 2 istéllet for t ex 11 (3.2)
ar bl a att manga formler, som (3.3), (3.8) och (4.2), blir enklare. O

Om A = d(0,a) sa foljer det fran (3.3) att
(3.4) la| = tanh(A/2).

d(a,b) = log

ANMARKNING 3.2. Vi paminner om att de hyperboliska trigono-
metriska funktionerna ar definierade av

. et —e " et 4+ e "
sinhz = — coshx = —

sinh z er —e* coshz e*+e™™*

tanhz = = , cothx =— = .
coshx e*4e @ sinh z er — e

Vi lamnar som 6vning att visa att
1 + tanh?(z/2)
1 — tanh?(x/2)

= cosh z.

(3.5)

O

Fran teorin for absolut geometri vet vi att egenskaperna (3.1) och
(3.2) (och invariansen under kongruensavbildningar) entydigt bestim-
mer langden av strickor. Det &r rimligt att fraga sig hur man kan
komma fram till (3.3) utgaende fran (3.1) och (3.2). Lat a vara fix och
studera langden av strickan fran a till a + h for sma h. Genom att

anvianda
z—a
¢(2) = 1—az
kan vi forflytta denna stricka till strickan fran 0 till A/(1 — a(a + h)),

och alltsa &r, jmf (3.2),
odlaa k) d0./(0 - (et )

h—0 |h| |h|—0 ||
d(0,h/(1 —ala+ h))) 1 2

mmo /A —ala+h)| [L—alath) 1—l|af?
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Eftersom euklidiska avstandet av striackan a, (a + h) &r ungefar |h| ser
vi att skalfaktorn for lingder dr 2/(1 — |al?), dvs en liten striicka vid
a som har euklidisk lingd e, har ungefir Poincaré-lingd 2¢/(1 — |al?).
Om [a, f] 2 t — ~(t) &r en nagorlunda reguljir kurva i A, &r det nu
ldtt att se att den har en vildefinierad Poincaré-langd som é&r

7 2ly/(t)]dt
o ()]
och speciellt om man tillimpar detta pa strickan mellan 0 och z sa far

man (3.3).

En cirkel med medelpunkt a och radie r i Poincaré-modellen ar
forstas méangden av alla punkter med Poincaré-avstand precis r till
punkten a. Det ar klart att cirklar med medelpunkt i origo ar euklidiska
cirklar med medelpunkt i origo, och eftersom avbildningarna i IC tar
M-cirklar pa M-cirklar sa foljer att en delméngd av A &r en cirkel (dvs
en Poincaré-cirkel) om och endast om den &r en euklidisk cirkel.

EXEMPEL 3.3. Betrakta tre punkter i A. Det f6ljer att det finns
en Poincaré-cirkel genom dessa tre punkter om och endast om de inte
ligger pa samma euklidiska linje och att den euklidiska cirkeln genom
dem helt ligger i A. Lat C vara en euklidisk cirkel som inte helt ligger i
A och som inte skir OA ratvinkligt. Om man tar tre punkter som ligger
i snittet av A och C, sa ligger de alltsa inte pa samma Poincaré-linje,
men likval finns det ingen Poincaré-cirkel som gar genom dem. U

EXEMPEL 3.4. Vi vill berdkna omkretsen c av en cirkel v med radie
r. Efter eventuell forflyttning kan vi anta att v har medelpunkt i origo.
Dess euklidiska radie dr da tanh(r/2), och enligt (3.6) dr omkretsen

2 - 27 tanh(r/2)

1 — tanh?(r/2)’
som efter omskrivning blir 47 cosh?(r/2) tanh(r/2) = 27 sinh r och allt-
Sa
(3.7) ¢ =2rmsinhr.




3. LANGD I POINCARE-MODELLEN 143

For stora radier r dr omkretsen ungefdr we” och vixer darfér mycket
snabbt nir r — oo; detta ska ses i kontrast till det euklidiska fallet dar
omkretsen dr proportionell mot radien. 0

SATS 3.5. Antag att A,B och C dr lingderna pa kateterna respektive
hypotenusan @ en ratvinklig triangel. Da dr

(3.8) cosh A cosh B = cosh C.

Eftersom coshx ~ 1+ 2/2 nir z &r litet, s& siger (3.8) att for sma
lingder 1+ C?/2 =~ (1+ A?/2)(1+ B?/2) =~ 1+ A?/2+ B?/2, vilket ju
stimmer Gverens med Pythagoras sats.

Bevis. Efter forflyttning kan vi anta att 7" har hérn i 0, a och b,
dir a = tanh(A/2) och b = tanh(B/2). Avbildningen

Z—a

¢(2)

:1—az

tar a pa 0 och ib pa w = (ib — a)/(1 — iab), se figuren i beviset av
lemma 4.1. Om ¢ = |w| s ar alltsd ¢ = tanh(C/2). Men vidare har vi
att

, a?+4 b
= ——.
1+ a?b?
Efter omskrivning ar detta

1—|—a21—|—b2_1+02
1—a21—02 1—¢2

och i ljuset av (3.5) foljer nu (3.8). O

EXEMPEL 3.6. Vi har redan sett att det genom en given punkt p
utanfor en linje ¢ finns manga parallella linjer. Antag att ¢’ &r normal
till £ genom p. Fran teorin for absolut geometri vet vi redan att linjen
genom p som ar normal till ¢ &r parallell med ¢. Lat 3 vara infimum
av alla vinklar 3’ sadana att linjen genom p med vinkel 3 gentemot ¢
ar parallell med ¢. Det visar sig att vinkeln 3 ar kopplad till avstandet
A mellan ¢ och p. Narmare bestdmt har vi att

(3.9) e = tan(3/2).

For att bevisa detta, kan vi anta att ¢ ar y-axeln, ¢/ ar z-axeln och att
p ar punkten r > 0. Gransfallet maste vara, se figur,
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2/

linjen som gar genom r och i. For att berdkna 3 flyttar vi denna till en
linje genom origo genom transformationen z — (z —r)/(1 —rz), varvid
r avbildas pa 0 och ¢ avbildas pa punkten

i—r —2r + (1 —r?)

1—7ri 1472 ’
sa )
1—7r
t =
an 2r
Men
2tan(3/2)
tan f = —— L2
= T an?(3/2)
och
A _ 1—r
147’
och sitter man samman dessa likheter far man (3.9). O

EXEMPEL 3.7. Bestdm ekvationen for cirkeln med medelpunkt i /2
och radie log 2. Berdkna dven dess omkrets.
Lésning: Imagindraxeln dr en diameter till cirkeln. Punkten /2 har
avstand log3 till origo. Ovre skdrningspunkten med cirkeln och ima-
gindraxeln kommer att ha avstand log3 + log2 = log6 till origo, sa
denna punkt har euklidiskt avstand tanh(log 6/2) = 5/7 fran origo och
ar alltsa 5i/7. Det dr hér praktiskt att notera att

et —1

Cer 41

Den nedre skidrningspunkten far avstand log3 — log 2 till origo och &r
dérfor i/5. Cirkelns ekvation ar darfor |z — 16i/35| = 9/35.

Eftersom radien &r log 2 ger formel (3.7) att omkretsen dr 7sinhlog 2 =
37/2. 0

(3.10) tanh(z/2)
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EXEMPEL 3.8. Bestdm radie och medelpunkt for cirkeln |z —1/4| =
1/2.
Lésning: Eftersom z-axeln skir cirkeln rétvinkligt sa &r strickan —1/4,3/4
en diameter till cirkeln. Lidngden av denna striacka ar

1+3/4  141/4 3
1-3/4 " ®1-1/4" ®3"

log

Alltsa ar radien r = %10g3—35 = log\/%. Medelpunkten kommer att

vara den punkt z pa positiva realaxeln sadan att r = d(z,3/4) =
d(0,3/4) — d(0,x). Alltsa &r

Colvw 1434 f35 [
1 T 134 V3 T %V

och 16ser man ut x ur denna likhet, t ex genom att anvinda (3.10), sa
far man att o = B2=H0, O

4. Area i Poincaré-modellen

Vi 6vergar nu till att definiera areor. I euklidisk geometri har en
ratvinklig triangel med kateterna A och B arean AB/2. Det visar sig
att areabegreppet i det hyperboliska fallet ar kopplat till defekten. Om
man kinner vinklarna i ett polygonomrade, t ex en triangel, sa kiinner
man ocksa dess area. Vi paminner om att defekten for en triangel T
med innervinklar o, § och ~, definieras som

dT)=7—(a+5+7).
Vi borjar med att undersoka defekten for sma ratvinkliga trianglar.

LEMMA 4.1. Om T dr en rdtvinklig triangel och kateternas lingder
ar A och B sa har vi att

d(T)

AB/2

Bevis. Efter forflyttning kan vi anta att 7" har hérn i 0, a och b,
jmf figur. Lat vinklarna vid a och ib vara « respektive (. Avbildningen

$(z) = ——

C1l—az

—1da A, B — 0.

tar a pa 0, 0 pa —a och b pa
ib—a  —a(l+b%) +ib(1—a?)
c= = .
1 —dab 1+ a?b?
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ib .

Nu ar « vinkeln mellan denna punkt och negativa x-axeln sa

; b(1 — a?)
an o =
a(l+0?)’
och pa samma satt ar
a(l —b?)
t = .
=)

Notera att
dT)=nm—(r/2+a+p)=7/2—(a+ ()
sa 0 < d(T) < m/2. Vidare &r

1 1 — t
tan d(T) = tan(r/2 — (a + §)) = tan(a + ) N tantjril—atain; B

1-a? 1-b?
1 1557 177 2ab

B R t= AR
Alltsa har vi att tand(7T)/(ab/2) — 4 nér a,b — 0. Nu &r
d(T) d(T) tand(T) ab/2
AB/2 ~ tand(T) abj2 AB/2’
och eftersom A/a — 2 och B/b — 2 da a,b — 0 och tanz/z — 1 da
x — 0 sa foljer lemmat. O

Speciellt ser vi att d(7) > 0 f6r sma ratvinkliga 7. Detta visste vi
redan fran teorin for absolut geometri eftersom parallellaxiomet inte ar
uppfyllt. Sedan tidigare vet vi ocksa att defekten dr summabel, dvs att
om triangeln 7" ar uppdelad i deltrianglar T, ..., T, sa ar

(4.1) A1) =Y d(T))
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Det &r nu naturligt att definiera arean, m(7"), av T som

(4.2) m(T) = d(T).
Da har vi:
e (i) m(T) > 0 for alla trianglar T'.
o (i) m(T) = 3272, m(T}), om T, ..., T;, &r en uppdelning av
triangeln 7' i deltrianglar.
o (iii) m(7y) = m(Ts) om Ty och T; &r kongruenta.
e (iv) m(T) ~ AB/2 om T &r en liten rdtvinklig triangel med
katetlangderna A och B.

Man kan nu latt utvidga areabegreppet till t ex polygonomraden.

ANMARKNING 4.2. For ett mer allmint Riemann-méatbart omrade
D kan vi sétta

4dxd
(4.3) // 3:752, = /22 4+ 92

Vi pastar att denna definition stimmer Overens med var tidigare defi-
nition (4.2) i fallet att D dr en triangel. For att inse detta, notera att
dven var nya definition uppfyller (i) och (ii). Eftersom varje triangel kan
delas upp i godtyckligt sma ratvinkliga deltrianglar, jmf proposition 3.8
i kapitel 4, racker det darfor att visa att &ven (iv) ar uppfyllt. Men om
T &r en liten ratvinklig triangel vid z med katetlingder A och B, sa
ar den approximativt en ratvinklig euklidisk triangel med sidlangder
A(1 — |2]*)/2 och B(1 — |2]?)/2 och foljaktligen har T euklidisk area
ungefir AB(1 — |z|%)?/8. Dérfor blir integralen i (4.3) approximativt
AB/2,dvs m(T)/(AB/2) — 1da A, B — 0. O

EXEMPEL 4.3. Berékna arean av triangeln med hérn i 0, 1/2 och
i/2.
Lésning: Lat a vara vinkeln vid 1/2. Da ar vinkeln vid /2 lika stor
eftersom triangeln ar likbent. Avbildningen

z—1/2
1—2/2
tar 1/2 pa 0, 0 pa nagot negativt reellt tal och i/2 pa (—104-67)/17. Om

vinkeln mellan denna punkt och negativa z-axeln dr «, sa ér tana =

3/5. Alltsa &r
m(T)=d(T)=m — (7/2+ 2a) = /2 — 2arctan(3/5).

Z =

Eftersom

1 — tan?
tan(m — (7/2 +a+a)) = 1/tan2a = — = % _g/15,

2tan «
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kan arean ocksa utryckas som arctan 1%. 0
EXEMPEL 4.4. Antag att 0 < r < 1. Finn 2 sa att triangeln med

horn i 0, 7 och z &r liksidig. Hur stor area kan en liksidig triangel ha?

Lésning: Eftersom avstandet mellan 0 och r dr det samma som av-
standet mellan 0 och z dr det klart att z = re®, och vi vill bestimma,
0 sa att avstandet mellan 7 och z blir lika stort som avstandet mellan
0 och 7. Detta leder till att

z—r

:’]"7

1—rz

. ) 9 o 2
och l6ser man ut z = re?? sa far man att cosf = HTT

liksidig triangel med sidan log }—J_r: ar alltsa m — 30; speciellt ser vi att

arean kan fas godtyckligt néra 7. 0

. Arean av en

EXEMPEL 4.5. Man kan inse resultatet om arean i forra exemplet
pa ett enklare siatt. Efter forflyttning kan vi anta att hornen i var lik-
sidiga triangel ligger pa en cirkel med medelpunkt i origo. Eftersom
den ar liksidig kommer hérnen att ligga pa tre radier fran origo med
vinkel 27/3 mellan varandra. Man inser nu, se figur, att vinklarna
i triangeln kan fas godtyckligt sma genom att vilja en mycket stor
cirkel. Foljaktligen kan man fa defekten att vara godtyckligt nara .

Pa liknande sétt kan man inse att det finns trianglar med en foreskriven
vinkel o som har area godtyckligt nira m — . U

ANMARKNING 4.6. Det dr naturligt att tala om punkterna pa en-
hetscirkeln 0A som méangden av punkter i odndligheten. Man ser latt
att det till varje par av punkter i odndligheten finns exakt en linje med
dessa tva punkter som dndpunkter, se 6vning 4.1. Man kan nu tala om
trianglar med horn i odndligheten. T sjdlva verket kan man definiera
area genom att féreskriva att en triangel med tva horn i odndligheten
och en vinkel o ska ha arean m — a. Att da arean for en godtycklig
triangel blir lika med triangelns defekt féljer sedan fran féljande figur:
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De tre hornen i den stora triangeln ligger i odndligheten och alltsa
har stora triangeln arean m. De tre yttre deltrianglarna har areorna
a, [ respektive v. Om T &r den inre triangeln har vi alltsa att att
T=m(T)+a+ G+, dvs m(T) = d(T). O

UPPGIFT 4.1. Visa att det givet tva punkter pa 0A finns exakt en
euklidisk cirkel genom dessa som skir 0A rétvinkligt.

5. Ytterligare 6vningar till kapitel 5

UPPGIFT 5.1. Verifiera (3.1) och (3.2) givet att man definierat
d(0,a) genom (3.3).

UPPGIFT 5.2. Visa (3.5).

UPPGIFT 5.3. Visa att cosh?2 — sinh® 2 = 1 och att 1 — tanh® z =
1/ cosh® x. Vad blir cosh(x +) och sinh(x +) uttryckt i cosh och sinh
av x och y?

UPPGIFT 5.4. Visa att om tva trianglar bada har sidlangderna A,
B och C' sa ar de kongruenta.

UPPGIFT 5.5. Antag att tva olika trianglar bada har vinklarna «,
[ och ~v. Visa att de ar kongruenta.

UPPGIFT 5.6. Bestéim medelpunkt och (lingd av) radien i cirkeln
|z —1/3| =1/2.

UPPGIFT 5.7. Bestdm medelpunkt och (lingd av) radien i cirkeln
|z +1i/4] = 1/2.
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UPPGIFT 5.8. Bestdm medelpunkt och (lingd av) radien i cirkeln
2 — 16/35| = 9/35.

UPPGIFT 5.9. Ange den cirkel (pa formen |z — a| = r) som har
radie log V2 och medelpunkt 3 — 2/2.

UPPGIFT 5.10. Antag 0 < a < 1 och bestdm Poincaré-linjen (angi-
ven pa formen |z — ¢| = r) genom a som &r symmetrisk m a p x-axeln.

UPPGIFT 5.11. Bestdm arean av triangeln med horn i 0, 1/3 och
—i/3.

UPPGIFT 5.12. Visa pastaendet i exempel 4.5 om areor av trianglar
med en vinkel a.

UPPGIFT 5.13. Lat P vara en polygon med m hérn och innervinklar
Qe Q. St §; = m— ;. Visa att arean av P &r Y 70| §; —27. Det
underldttar om man antar att P ar konvezx, dvs att strackan mellan tva
punkter i P helt ligger i P.

UPPGIFT 5.14. Berdkna arean av en cirkel med radie r.

UPPGIFT 5.15. Lat @)y vara fyrhorningen med horn i punkterna 0,
t, it och (14i)t, dir 0 < ¢t < 1/y/2. Berikna arean m(Q;) dat — 1/v/2.

UPPGIFT 5.16. Bestdm arean av en ratvinklig likbent triangel vars
ena katet bestdms av punkterna 1/2 och 5/7.

UPPGIFT 5.17. Hur langa kan kateterna vara i en ratvinklig triangel
om en av de andra vinklarna &r 67

UPPGIFT 5.18. Visa att skiirningen ¢ mellan A och |z — (1+17)| =1
ir en Poincaré-linje. Lat ¢(z) = €z, och bestim 6 sa att £ och ¢(¢)
skiar varandra ratvinkligt.

UPPGIFT 5.19. Visa att det finns en konstant C sadan att avstandet
mellan medelpunkten i en liksidig fyrhorning och randen av fyrhorning-
en alltid 4r mindre d4n C. Bestdm den béasta konstanten.

UPPGIFT 5.20. Lat T vara en likbent triangel som &r inskriven i en
cirkel med radie log(1 4 r)/(1 — r) sddan att ena sidan &r en diameter
till cirkeln. Bestdm triangelns area.

UPPGIFT 5.21. Berédkna arean av en liksidig triangel som &r inskri-
ven i cirkeln |z| = 1/2.
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Nagra kommentarer

For en mer utforlig framstéllning av hyperbolisk geometri, se [UP)].
Dar finns dven andra modeller beskrivna.






Losningar och kommentarer till nigra av
ovningarna

Kapitel 1

Ovning 2.2: Lat A vara “du kommer hit” och B vara “jag gar pd bio”. D& siger pastaendet
formellt -A — B. Negationen dr d& —A A =B d.v.s. “Du kommer inte hit men jag gir inte
pa bio (dnda)”. Manga tycker nog att man egentligen menar -A < B och d& blir negationen
(ANB)V (mAA-B) d.v.s. “Du kommer inte hit och jag gar inte p& bio eller du kommer hit och
jag gar pd bio (dnda)”. Man kan dven ténka sig att tolka meningen som “Om du inte kommer hit
s& gér jag pé& bio 4ndd” d.v.s. (A — B) A (mA — B) vilket &r ekvivalent med B. DA blir forstés
negationen —B d.v.s. “jag glr inte pd bio (oavsett vad du gor)”.

Ovning 2.3: T ex “Om a och b ir irrationella tal s dr a® irrationellt”.
Ovning 2.4: T ex “Det finns ett barn som inte #r bladgt men som har bladgda forildrar”.

Ovning 2.8:  Antag att (C — A) — B ér falsk och (mAV B) AC &r sann. D4 &r C — A och =B
sanna och C och =AV B &r sanna. Men ur detta féljer att A dr sann, och da far vi att B &r sann.
Detta dr dock en motségelse. Alltsd dr (C — A) — B sann om (—~AV B) A C &r sann.

Ovning 2.9: (i) och (iii) 4r tautologier. Obs att (i) dr en implikation si om den inte &r sann si #r
hogerledet falskt. Men d& maste C vara falsk och dérfér 4r BV —C sann och dérfor &r A — (BV-C
sann och dérfor dr vénsterledet falskt. Detta innebdr att hela satsen &r en tautologi.

Ovning 3.1:  Se 6vning 5.3

Ovning 3.4: T ex (3€)e>0(0)5>03xIy—¢, dir ¢ r som i exempel 3.7. Vi kan uttrycka detta som
“Det finns ett € > 0 sddant att det till varje 6 > 0 gér att hitta x,y € R sddana att |z —y| < ¢

men |f(z) — f(y)| = e

Ovning 5.1: Det finns bara ett dndligt antal studenter registrerade pd kursen. Nagon av dem
maste vara kortast; eventuellt finns flera som &r lika korta. Alltsd dr formeln sann i denna tolkning.
Observera att om man byter tolkningen av A(z,y) mot “x dr strikt lingre &n y” s& dr formeln
falsk, eftersom ingen &r strikt ldngre &n sig sjalv.

Ovning 5.3: Om M &r en tolkning sd svarar formeln ¢ = ¢(z,y) mot en tvastillig relation R
pad M. Vinsterledet uttrycker att det finns m € M sddant att (m’,m) € R for alla m’ € M.
Hégerledet uttrycker att det till varje m’ € M finns ndgot m’’ € M sddant att (m’,m”’) € R. Om
vénsterledet dr sant dr ocksd hogerledet sant; man kan ju ta m’” = m. Beskriv detta med en figur
i M x M!

Ovning 5.6:  Se exempel 1.3 i kapitel 3.

Ovning 5.7: L&t m vara en sluten formel som &r en kontradiktion, t ex ¢ A =¢ fér nagon sluten
formel ¢.

Antag forst att vi kan fullstindighetssatsen. Om & saknar modell si &r dr m en logisk
konsekvens av ® och enligt fullstindighetssatsen gar alltsd m att hérleda ur ®, d.v.s. man kan
hérleda en motséigelse ur .

Omvint; antag att vi kan sats 5.22 och antag att ¢ dr en logisk konsekvens av ®. Om nu
®U{~¢} Fmsa &+ ¢ — m och eftersom satslogiska tautologier dr hirledningsregler si foljer
att ® - ¢. Om vi inte kan hirleda ¢ ur ® si kan vi ddrfor inte hiirleda en motsiigelse &r ® U {—¢}

153
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och alltsd har denna satsméngd en modell. Detta strider dock mot att ¢ var en logisk konsekvens
av .

Ovning 6.2: (i), (iv), (viii), (xi), (xii), (xiii) &r logiskt sanna.
Ovning 6.3: Man kan definiera ¢, induktivt. Som ¢; tar man férstis bara —A;. Givet att man
har hittat ¢,,—1 sd kan man ta ¢.,, som
(_‘(bmfl A Am) \% (d)mfl A _‘Am)~
Man kan ocksd utnyttja ovning 6.5.

Ovning 6.4:  Varje sats dr uppbyggd i steg enligt de syntaktiska reglerna. Om man vill uttrycka
A A B kan man istéllet bilda den ekvivalenta satsen =(—A V —B). Om man vill uttrycka A — B
kan man istéllet uttrycka detta med den ekvivalenta satsen BV —A, och pa samma sitt med .

Ovning 6.5:  For varje kombination dir man har angett S bildar man nA; AnAs A...nA,, dir
nA; betyder A; om A; &r sann och —A; om A; &r falsk. Man tar sedan disjunktionen av alla
dessa satser.

Ovning 6.6:  Alla tre dr OK.

Ovning 6.7:  JzIy(z—y).

Ovning 6.8: VaVyVz(z=zVz=yVy=1).
Ovning 6.11:  Ingen av dem!

Ovning 6.12: (ii) och (iii). (i) uttrycker att f dr likformigt kontinuerlig, vilket dr ett starkare
péstaende, jmf Svning 6.14 medan didremot (iv) (faktiskt) &r sann fér varje funktion f.

Ovning 6.13:  (iv).
Ovning 6.14:  Fixera z. Nu ar
2% — | = |z = yllz + y| < & — y|(J2 + |y — 2| + |2]) < 2Jz(le —y| + |z —y|* <e

om 2|z||lz — y| < €/2 och |z —y|? < ¢/2 d.v.s. om |z —y| < § dir

0 = min (L, \/E> .
4lz|"V 2

For att se att f(z) inte &r likformigt kontinuerlig, tag e = 1. Givet § > 0, tag « = 1/6 och
y=1/6+44/2. Da dr |z —y| + /2 < & men

If(r)—f(y)\:<l+§)2—(1)2:1+§>1:e.

6 2 é
Ovning 6.15:  (ii).
Ovning 6.16:  (iii) och (iv)
Ovning 6.17:  (iii)
Ovning 6.18:  (ii) och (iv)

Kapitel 2

Owning 1.3: 2 €b\Uycay < z€bocha ¢ Uycpy <= c€bochagyforallayecA
< zeb\yforallayc A < z€(,cab\y

Ovning 1.4:  Antag att c € a. Enligt regularitetsaxiomet finns b € {a, ¢} sadant att bN{a,c} = 0.
Eftersom ¢ € a s& b # a. Alltsd b = c men da har vi att a ¢ c.
Ovning 2.1: Vi méste visa att f(z) = f(z') medfér att x = z/. Om f(z) = f(a’) s& &r
g(f(z)) = g(f(z')) dvs go f(z) = go f(z'). Eftersom g o f &r injektiv s& dr da =z = z’.

Om f &r injektiv sd dr go f injektiv omm ¢ &r injektiv pa bilden av f. Om Y &r strikt storre
#n f(X) kan alltsd go f vara injektiv utan att g &r det. Tagt ex X = {0}, Y = {0,1} och Z = {0}.
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Om g o f &ar surjektiv s& &r g surjektiv men inte nddvandigtvis f. Om z € Z s8 finns ¢ € X
sddant att go f(x) = z, men d& ir ju g(y) = z om y = f(x).
Ovning 2.2: Om det finns g sddan att go f = Ix och fog = Iy s& ar f injektiv och surjektiv
enligt 6vning 2.1.

Ovning 2.3:  z € f~1(ANB) < f(z) € ANB <= f(z) € Aoch f(z) € B <= z € f~1(4)
ochz € f71(B) < z € f~1(A) N f~1(B). P4 samma sit med U istallet for N.

Ovning 2.4:  f(f~Y(E)) C E men likhet behver inte gilla.

Ovning 2.7:  Varje ekvivalensrelation pA X #r ett element i P(X x X). Ekvivalensrelationerna
ar precis elementen i mingden {z € P(X X X); VyV2Vw(y € X Az € X Aw € X — ¢)} dér ¢ &r
formeln

W y) €xn((y,2) €z — (z,9) €2) AN(((y,2) €A (2,w) €x) = (y,w) € T).

Ovning 3.1: Vi definierar ®: (AB)C — ABXC enligt foljande: Om f: C' — AB sa ir, for ¢ € C,
f(c): B — A. Vi definierar ®(f): B x C — A genom att ®(f)(b,c) = f(c)(b). Om ®(f) = ®(f')
betyder detta att f(c)(b) = f/(c)(b) for alla ¢ € C och b € B, vilket innebédr att f(c) = f/(c) for
alla c € C dvs f = f'. Alltsd dr ® injektiv. Om h: B x C — A dr godtycklig, kan vi definiera en
f som ovan genom att sdtta f(c)(b) = h(b,c). D& blir h = ®(f) och alltsd ar ® surjektiv.

Ovning 3.3:  Antag att f: A — B ir en bijektion. Vi definierar en avbildning ®: 28 — 24
genom att om ¢: B — 2 = {0, 1} sdtta ®(¢)(a) = ¢(f(a)). Vi kollar forst att & &r injektiv. Antag
att ®(¢) = ®(¢’). D& dr ¢(f(a)) = ¢'(f(a)) for alla a. Eftersom f #r surjektiv foljer att ¢ = ¢'.
Om 1 € 24 4r given, definiera ¢ € 28 genom att ¢(b) = ¥(f~1(b)). D& ir ®(¢) = ¢ och alltsi #r
® surjektiv.

Ovning 3.4: Pastdendet dr ekvivalent med: Om ¢: n — n &r en injektion s &r n en bijektion.
Anvénd induktion.

Ovning 3.5:  Anvind induktion &ver antalet element.

Ovning 3.6: Antag A ={a1,...an} och B ={b1,...,bm}. Vill man definiera en f: A — B s
kan till att borja med f(a1) véljas pd m olika sitt. For varje sddant val har man m olika val av
f(a2) etc. Man far totalt m™ olika mdjligheter.

Ovning 3.7:  Antag att f(A) € A. Da ir f(A) = f(B) fér nagon By € P(M). Om f &r injektiv
s& & Bo = A. Nu far man en motséigelse for f(A) € A medfor f(A) ¢ A och f(A) ¢ A medfér
f(A) € A. Alltsd kan inte f vara injektiv.

Ovning 5.1:  Om A = {ag,a1,...} och B = {bg,b1,...} s& kan man t ex ta upprikningen
(a0, bo), (a1, bo), (a0, b1), (a2, bo), (a1, b1), (ao, b2), (a3, bo), . - - .

Ovning 5.3:  Kopiera argumentet i exempel 5.7!
Ovning 5.4:  Visa forst att man har en bijektion 2N x 2N ~ 4N jmf exempel 3.3.
Ovning 5.5: R~ 2V ~ 9Ny oN ~ R x R.

Ovning 6.1: Om M = {Ap; b € B} ar en mingd av disjunkta icketomma mingder si kan
vi definiera f: Upep Ap — B genom att f(z) = b om = € Ap. DA blir f surjektiv, och om
g: B — UpcpAp sddan att fog = Ip sd ar bilden av g den sokta méngden.

Ovning 6.2:  Antag att M &r oéndlig. Enligt exempel 6.3 kan vi skriva M som en disjunkt union
M = AUM’ dar A = {ao, a1,...} dr uppriknelig. Vi kan nu definiera en bijektion f: M — M\{ao}
genom att f(z) =z om x € M’ och f(ar) = ag41. Alltsd dr M ~ M \ {ao}. Att en dndlig mingd
inte kan vara ekvipotent med en dkta delmangd till sig sjdlv foljer av 6vning 3.4.

Det kan noteras att man i férsta delen av denna l6sning anvidnde resultatet i exempel 6.3 som
i sin tur bygger pd det upprikneliga urvalsaxiomet.

Ovning 8.2:  Jamfor 6vning 2.7.

Ovning 8.3: Vi kan anta att méngden &r N. Lat E), vara méngden av alla delméngder till N
som endast innehiller element ur n = {0,1,...,n — 1}. D& bestir M = U,ecnFEr av alla dndliga
delméngder till N. Eftersom varje E,, dr &ndlig féljer det av proposition 5.6 att M &ar dndlig eller
uppriknelig. Men M innehdller bl a alla {k} som dr upprikneligt minga s& M &r inte dndlig.
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Ovning 8.4:  Antag att A har m element. Tag ap € A och siitt a1 = f(ao), a2 = f(a1) etc. D4
méste tva av elementen ao,...,a, vara lika; sig ay = as+r. D& 8r B = {a¢,a¢41,...,a5—1} €n
icketom méngd med Onskad egenskap.

Hir dr ett annat argument: Betrakta mingderna Ao = A, A1 = f(Ao), A2 = f(A1) etc. Vi
har att Ag D A1 D A2 D ... och alla Ay &r icketomma. Eftersom Ag 4r dndlig finns det ett k
sddant att A1 = Ag, jmf Svning 8.18. Tag nu B = Ay.

Ovning 8.5:  Varje tal kan skrivas entydigt som 2z = 2/2"3" dir 2 inte &r delbart med 2 eller
3. D4 blir Ag = {z; m >n}, A1 = {x; m <n}, Bo = {x; n>m} och B; = {z; n <m}.

Ovning 8.8: Satt Ag = A och A = B for k > 1. D& foljer det av proposition 5.6 att AU B &r
dndlig eller uppréknelig. Men eftersom AU B D A och A dr uppriknelig s& kan inte A U B vara
dndlig. Man kan forstas ocksd direkt hitta en upprdkning av elementen i AU B.

Ovning 8.9:  Allmént har vi att A™ = A x A”~!. Med induktion féljer att R” ~ R x R~ ~
R x R ~ R. Sista ekvivalensen f6ljer av 6vning 5.5. Man kan #ven anvinda sats 7.10.
Se dven l6sningen av nésta dvning!

Ovning 8.10:
RY ~ (2M)N ~ enligt vning 3.1 ~ 2NXN ~ 2N ~ R,
Denna metod fungerar dven fér 6vning 8.9.

Ovning 8.11: C~R? ~R.

Ovning 8.12:  Obs att varje algebraiskt tal &r rot till en polynomekvation med heltalskoefficienter.
L&t My, vara rétterna till alla polynom med heltalskoefficienter som liggeri {1, —1,2,—-2,...n,—n}
och som har hogst grad n. Det finns bara dndligt ménga sddana polynom och féljaktligen &r varje
M, dndlig. Unionen av dessa &r uppriknelig och bestér av alla algebraiska tal.

Ovning 8.13:  Om R\ A vore uppriiknelig s skulle R = AU (R \ A) vara uppriknelig eftersom
A ar uppréknelig.

Ovning 8.14:  Kalla miingden M. Lt J beteckna méiingden av jimna naturliga tal och U méngden
av udda. Om E C U och X = JU E sa innehaller 2X N X atminstone alla tal som &r delbara med
4 och dr darfér uppraknelig, dvs X € M. Notera vidare att tva olika £ C U ger upphov till tva
olika X. Alltsd har vi en injektiv avbildning P(U) — M, och eftersom P(U) &r Sveruppriknelig
s& ar dven M Gveruppriknelig.

Ovning 8.15:  Lat A vara mingden av bijektioner. D& dr A C NN ~ 2N, Omviint, kan vi definiera
en avbildning 2 — A pa foljande vis. Givet f € 2N, dvs f: N — {0, 1}, definiera g: N — N genom
att g(2k) = 2k och g(2k +1) = 2k +1 om f(k) = 0 och g(2k) = 2k + 1 och g(2k + 1) = 2k om
f(k) = 1. Man ser litt att detta blir en injektion 2¥ — A, och enligt Schréder-Bernsteins sats
foljer att M ~ 2N,

Hir 4r en alternativ konstruktion av an injektion 2 — A. Visa forst att om X C N har minst
tva element sd finns en bijektion f: X — X sidan att f(z) # z for allaz. Om X = {ao,...,am} &r
#ndlig kan man ta f(ax) = ak+1 for k < moch f(am) = ap. Om X = {ag, a1, ...} &r uppriknelig
kan man ta f(ao) = a1, f(a1) = ao, f(a2) = a3, f(az) = a2 etc. Till varje Y C N sddan att N\ Y
har minst tv& element kan vi alltsd hitta en bijektion f: N — N sddan att Y = {z; f(z) = z}.
Eftersom mingden av alla sidana delmingder Y dr ekvipotent med 2N, s& far vi en injektion
oN A,

Ovning 8.16: Vi séiger att A € P(P(M)) &r i H om elementen i A ir disjunkta delmingder som
alla bestar av tva olika element ur M, t ex A = {{zo,z1}, {z2,z3}} dir zo,...,z3 dr fyra olika
element ur M. Om A och A’ #r i H si siiger vi att A < A’ helt enkelt om A C A’. P& detta sétt
blir H en partiellt ordnad méngd. Man ser 14tt att varje totalt ordnad delméngd K till H har
en majorant, genom att ta unionen av mangderna A i K. Enligt Zorns lemma finns ett maximalt
element A € H. Pga maximaliteten kan det vara hogst ett element i M som inte finns med i nagot
av paren 1 A. Vi definierar nu 14tt en bijektion M — M utan fixpunkter, dvs utan att f(xz) = z for
négot x € M. For varje par {z,z'} sitter vi f(z) = 2’ och f(z’) = . Om det fanns ett element
xo som inte fanns med 1 ndgot av paren s& tar vi ett fixt par {x1,22} och sitter f(zx) = xp41<
k <1 och f(z2) = =o.

Ovning 8.17:  For varje (icketom) mingd A giller att A ~ 24 inte &r sant. Om A #r oindlig sa
ir A2~ Ax A~ A. Om 24 ~ A2 maste alltsd A vara dndlig. Sag att A har m element. D4 ska
2™ = m?2 och detta &r bara sant om m = 2 eller m = 4.
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Ovning 8.18: Om b, = |Byg| betecknar antalet element i By s& dr by en avtagande foljd av
positiva naturliga tal. Darfor finns ett N saddant att by, = by for alla k > N. Men da dr By = By
for alla k > N och foljaktligen &r N2 By = By

Lat By ={k,k+1,k+2,...}. D& dr Bo D B1 D ... men NBg =0.

Ovning 8.19:  Tag fixt k och observera att

Je(Aks1) D fr o fey1(Ary2) D fr o frg1 0 frer2(Args) D ...

och att alla dessa méngder dr icketomma. Enligt 6vning 8.18 f6ljer att snittet By av dessa méngder
dr en icketom delméngd till Ag. Restriktionen av fi till B4 en surjektion By4; — Bj. Man
kan nu ta ett godtyckligt element ag € By. Till detta finns a1 € By sddant att fo(a1) = ao. Nu
finns ax € Ba sddant att fi(a2) = a1 etc.

Ovning 8.20: Antalet rader i en sanningstabell for m satsvariabler dr det samma som antalet
funktioner fran m till {S, F} ~ {0,1} dvs 2™. P4 varje rad kan vi vilja S eller F’; detta svarar mot
alla olika funktioner fran 2™ till {S, F} vilket ar 2(2™) stycken. Nu giller bara att se att man till
varje sddan funktion kan hitta en sats ¢ som dr sann precis pd de rader man 6nskar. Men detta
dr latt. For varje rad for vilken vi vill att ¢ ska vara sann tar vi och bildar satsen

noAo An1A1 AN ... Anm—1Am—_1

dér n;A; betyder A; om A; &r sann pd den raden och —A; annars. Man tar sedan disjunktionen
av dessa satser.
Ovning 8.21:  Bérja med att avbilda [0,1/2) pa [1/2,1).

Ett annat sitt &r att ta avbildningen sddan att 0 — 1/2,1/n+— 1/(n+1),n =2,3,4,... och
x +— z for alla andra z.

Kapitel 3

Ovning 1.2 Induktion 6ver k. Om n + 0 = m + 0 s& & n = m enligt definition. Antag nu att
n +k = m + k medfor att n = k och antag att n + k' = m + k’. Enligt definition betyder detta
att (n + k)’ = (m + k)’ och enligt P4 alltsd att n + k = m + k, och enligt induktionsantagandet
alltsa att n = m.

Ovning 1.3: Vi anvander induktion 6ver n. Om n = 0 s har n + = m en 16sning, ndmligen
x = m. Antag nu att vi vet att n +x = m eller m + = = n &r 16sbar. Om m + k = n sd &r
m + k' = n’/. Antag att vi istiillet har att n + k = m. Om k = 0 s& & m = n och alltsd &r
m+0 =n".0mk#0sddrk=+¢ ochalltsd &rn’ +£=... =m.

Ovning 1.5: Om alla modeller till 7" vore isomorfa med N sa skulle Godels formel ¢ vara sann
i alla modeller till 7', alltsa en logisk f6ljd av (axiomen for) T. Enligt fullstindighetssatsen skulle
darfor finnas ett predikatlogiskt bevis for ¢, vilket motsiger att ¢ inte &r bevisbar.

Ovning 4.1: Antag att m &r en minsta rationell majorant till M = {z € Q; z2 < 2}. Vi vet att
(m+7r)2 —m? — 0 dar — 0, dir r 16per 6ver rationella tal. Om m? < 2 s3 finns alltsi rationellt
r > 0 sadant att dven (m + )2 < 2, vilket strider mot att m var en majorant till M. Om m?2 > 2
s& finns av samma skl ett litet positivt rationellt  sadant att (m — 7)? > 2. Men d& &r ju dven
m — r en majorant till M, stridande mot att m var den minsta. Allts& dr m? = 2.

Om man vill undvika att tala om grinsvirden kan man géra s hir: Antag att m? < 2. Vi kan
anta att m < 2. Om r < 1 har vi att (m +7)2 —m? = r(2m+r) < 5r. Om vi tar r = (2 —m?)/5
s& &r alltsd m +r > m men &nda (m + )2 < 2, vilket strider mot att m var en majorant till M.
P liknande siitt inser man att vi inte kan ha att m? > 2.

Ovning 4.3: Eftersom (ay) > 0 s& finns M och ¢ > 0 sddana att ar > ¢ on k > M. Eftersom
ap, — aj, &r en nollféljd sa finns M’ sddant att |ax —a}| < ¢/2 om k> M’. Om k > max(M, M’)
har vi alltsé att

ap >ar —q/2>q—q/2=q/2.
Detta innebér att (a},) > 0.
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Kapitel 4

Ovning 1.1:  Antag att a # b och 1at Iy vara vir enhetsstricka. Som i det tidigare resonemanget
foljer det att ett dndligt antal, sdg 2™ av strickorna ab técker Ip. Det foljer att ab har lingd
&tminstone 27,

Ovning 1.2:  Lat cirkeln C vara bestimd av medelpunkten m och radien r. Antag att m’ &r en
annan punkt och 14t £ vara linjen mm/. Eftersom m har lika avstand (ndmligen r) till de bada skér-
ningspunkterna mellan £ och C s& f6ljer av (1.1) att m’ har olika avstand till skirningspunkterna.
Alltsa #r inte m’ en medelpunkt till C.

Ovning 2.2:  Man noterar férst att mittpunkten pa striickan fran origo till (1,0) &r (1/2,0). Detta
inses genom att strickorna (0,0), (1/2,0) och (1/2,0), (1,0) ar kongruenta via en translation i x1-
led. Man inser sedan att striickan (0,0),(27%,0) har lingd 27%. Det féljer att strickan fran origo
till (¢,0), for ett godtyckligt tal ¢ > 0, maste ha lingden ¢. Genom att anvénda invariansen under

rotationer kan man nu se att strickan frin origo till en punkt (c1, c2) har lingd 4/c? + c2. Slutligen
har vi att strdckan fran a till b dr kongruent med strackan fran origo till b — a.

Ovning 3.2:  Om en vinkel #r rit eller trubbig s& &r dess yttervinkel rit eller spetsig, och darfor
dr bada motstdende vinklarna spetsiga, enligt sats 3.7.

Ovning 3.1:  Antag att Aa = Ab i triangeln abc. Enligt det tredje kongruensfallet féljer att abc
ar kongruent med bca och alltsd &r |ac| = |bc|.

Ovning 3.3: L&t medelpunkten vara m och antag att p ligger pa cirkeln. Om £ &r linjen genom
p som #r vinkelrdt mot radien pm s dr £ en tangent (hypotenusan dr lingre in kateterna i en
ritvinklig triangel). Antag att ¢/ 4r en annan linje genom p. Tag q pa ¢’ sddan att mq blir vinkelrit
mot ¢/. D& dr mpq en ritvinklig triangel och darfér r dr |mq| < |mp|, vilket medfér att g ligger i
cirkeln, och detta motsiiger att ¢/ ir en tangent.

Ovning 3.4:  Anvind resultatet som féregir 6vningen!
Ovning 4.1:  Notera att |bc| = |ac| — |ab| och anviind férst delen av satsen.

Ovning 4.3: Kopiera beviset av det férsta och det andra likformighetsfallet och anvénd trans-
versalsatsen samt det tredje kongruensfallet.

Ovning 6.1:  Bisektrisen till tva stralar bestar av de punkter som har samma (minsta) avstand
till de bada stralarna. Givet en punkt pé bisektrisen si finns det bara en punkt pa varje strile dir
detta minsta avstdnd antas, ndmligen i skiirningen med normalen till strdlen genom punkten.

Genom samma resonemang som for mittpunktsnormalerna finner man att det finns exakt
en punkt p dir bisektriserna skir varandra, ndmligen den som har samma avstand r till alla tre
sidorna i triangeln. Cirkeln genom p med radie r kommer bara att skira triangeln i de tre punkter
som har avstand r till p.

Ovning 6.4:  Dra en hdjd (en normal till en av sidorna som gir genom det tredje hérnet) fran
en av de nérliggande sidorna till vinkeln 6 och tillimpa Pythagoras sats pa de bada réatvinkliga
trianglarna som uppstar.

Ovning 6.5:  Se avsnitt 1 i kapitel 5.

Ovning 6.6: Eftersom en euklidisk transformation bevarar vinklar och bara gor en fordndring
av ldngdskalan med ett tal r dr det klart att en given triangel avbildas pa en likformig triangel.
Tva givna likformiga trianglar abc och a’b’c’ kan forst flyttas med kongruensavbildningar s& att a
och a/ hamnar i origo och strélarna ab och ac hamnar pé strilarna a’b’ respektive a’c’. En lamplig
dilatation avbildar nu den ena triangeln pa den andra.

Ovning 9.1:  Fixera en punkt 0 och en strale Oc. Tag normalen i c till stralen. Fran ordningen pa
normalen kan vi bestdmma vilka vinklar med stralen Oc ovan som ena vinkelben, som &r positiva
respektive negativa. Vid definition av ¢(a), avsitt strickan s att stralen Oy (a) har storre vinkel
dn stralen Oa. Avbildningen v &r inte en kongruensavbildning, for vore den, skulle strickan Oa
vara kongruent med stréckan 0y (a), men detta strider mot sats 3.9.
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Kapitel 5

Ovning 2.1: Om en cirkel C inte skér z-axeln, eller tangerar z-axeln, si undviker C helt Svre
eller undre halvplanet. Om C skir z-axeln i tva punkter som bada ligger utanfér enhetscirkeln s&
skir inte denna och C varandra alls.

Ovning 5.4: Detta dr precis det andra kongruensfallet i absolut geometri.

Ovning 5.5: Efter forflyttning kan vi anta att vinkeln « ligger i origo och att ena sidan ligger
pa x-axeln och andra foéljaktligen ligger pa strilen £ given av ¢ — te’®. Enligt antagande finns en
punkt r pd positiva z-axeln sddan stralen ut fran z-axeln fran r med vinkel 8 mot z-axeln skir
¢ med vinkel v. Om r’ > r och man tar strilen ut frdn r’ med vinkel 3 si blir den uppkomna
triangeln storre dn den forra och foljaktligen defekten storre, sé vinkeln mot ¢ méste vara mindre.

Ovning 5.7:  Jamfor exempel 3.8; r = log %, m = 13% 105
Ovning 5.8: Cirkeln gér genom 1/5 och 5/7 och z-axeln &r en diameter, eftersom den skir

cirkeln vinkelrdtt. Diameterns ldngd &dr alltsd

1+5/7 1+1/5
! —1 = log4
°g<1—5/7) °g<1—1/5> 8%

sd r = log 2. Medelpunkten z ligger pa positiva z-axeln och

Ltz 1+1/5
=lo
81 %11

lo + log 2,

vilket ger x = 1/2.

Ovning 5.9:  Eftersom a = 3 — 2v/2 ligger pa x-axeln &r denna en diameter till cirkeln. Cirkeln
méste g& genom de tva punkter pa z-axeln som har avstand r = log v/2 till a. Punkterna &r 0 och
1/3. Cirkeln #r alltsd |z — 1/6] = 1/6.

Ovning 5.11:  Arean &r 7/2 — 2arctan(4/5) = arctan(9/40).

Ovning 5.13: Antag att ao,a1,...,an,an+1 &r en upprdkning av hérnen si att randen till
P precis dr unionen av alla striackorna apai, aiaz, ...anan+1,an+100. Om P dr konvex ligger
strickan anao helt i P s& m(P) &r arean av den polygon P’ vars hérn &r ao,...,a, plus arean av

triangeln anan41a0. Aven P’ kommer att vara konvex. Anvind nu induktion éver antalet horn.

Ovning 5.16:  Strickan 1/2,5/7 4r kongruent med striickan 0, 1/3. Eftersom triangeln &r ritvink-
lig och likbent kan vi anta att den har hérn 10, 1/3,4/3. Arean &r n/2—arctan(4/5) = arctan(9/40).

Ovning 5.15:  Triangeln T¢ med hérn i 0, ¢ och (1 + i)t har halva arean av Q¢. Vinkeln vid ¢ gar
mot en rit vinkel nir t — 1/v/2. Alltsa m(Ty) — 7 — 7/4 — 7/2 = 7/4, s& m(Q¢) — /2.

Ovning 5.17: Grinsfallet dr ndr tredje vinkeln &r 0, t ex som i triangeln med hérn i 0, r» samt
€9 dar v > 0 dr valt s& att vinkeln vid r &r rdt. Via avbildningen ¢(z) = 1= ser man att detta
innebir att ¢(e??) = 4. Léser man denna ekvation far man att cos@ = 2r/(1+r?). Strickan mellan

0 och r, dvs katetens langd, &r

147 1 1+ 11:2 1 1+ cosf

log = —log = —log .
1—r 2 1—1122 2 1 —cosf
Ovning 5.18: Tva euklidiska cirklar med euklidiska radier 1 skdr varandra rétvinkligt omm

det euklidiska avstindet mellan deras medelpunkter #r /2. Bilden av |z — (1 4 i)| = 1 under
avbildningen z — ez ir en cirkel med medelpunkt a pi cirkeln |z| = V2, och 6 ska viiljas s3 att
euklidiska avstandet mellan 1 4 i och @ = e¢®(1 +4) 4r v/2. Men d3 #r 0, 1 4+ i och a hérn i en
euklidisk liksidig triangel, s& 6 = £7/3 + m2m.

Ovning 5.20: Man kan anta att triangeln har hérn i £ir och r. Det récker att berdkna arean
av triangeln 7" med hérn i 0, r och ir. Den ar likbent med tva vinklar o dér

1—1r2

tana = ——.
1+ 72
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Alltsd blir arean av hela triangeln

1— 2
2d(T) =2(r — /2 — 2a) = ™ — 4o = m — arctan 1+7:2
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