version 07 01 03

Oandliga fragor
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Vildigt mycket dven ganska vardaglig matematik involverar begrep-
pet odndlighet i en eller annan form. Ordet “oéndlig” dyker ocksa ofta
upp i helt alldagliga samtal; t ex “Norrlands skogar dr odndliga” eller
“jag alskar dig odndligt mycket”. I det forsta fallet menar man vil bara
att skogarna dr mycket stora, kanske ooverblickbart stora, medan man
i det andra fallet nog menar mer bokstavligt att kirleken ar granslos,
eller kanske snarare forbehallslos. Aven djupt inne i skogen férekommer
ordet ofta.

Finns det odndligt manga tal?

“Pappa, finns det verkligen odndligt manga tal” utbrast tonarsdot-
tern, ndr tomtefar just skulle lassa in forsta sleven med grot. Han stan-
nade till mitt i rorelsen och borjade sakta séinka sleven mot tallriken
medan han tinkte febrilt. Han var ofndligt trétt pa dessa odndligt
manga fragor som han inte visste vad han skulle svara pa. Nar han
var liten nisse hade det varit otdnkbart att tomtefar skulle sitta svars-
16s vid bordet. Han drog sig eftertdnksamt i skiigget och hoppades att
tomtemor, som sa ofta annars, skulle komma till hans rdddning, men
hon stod fortfarande kvar vid spisen och lassade upp grét till de and-
ra, och det sag inte ut som hon hade hért. Aven tomtenissen teg for
ovanlighetens skull sa det blev en ganska lang tystnad vid bordet, tills
tomtemor sken upp.

“Det finns definitivt odndligt langa tal” fnissade hon,

“jag minns nir du” hon vénde sig nu till tomtefar,

“skulle halla tal pa mitt fyrtioarskalas efter att du och de andra
tomtegubbarna hade slagit i glasen och varit lustiga...” Nu fnissade
barnen ocksa och tomtefar forde ater sleven till munnen for att det
inte skulle synas att han blev generad.

“Men allvarligt talat; fragan om man kan rdkna hur langt som helst,
eller om det finns hur stora tal som helst, dr inte alls sa enkel som
det kan verka” fortsatte nu tomtemor medan hon satte sig ned med
sin egen grottallrik. Hon behévde ocksa vinna lite tid. Hon hade varit
intresserad av matematik redan i skolan och skaffat sig en del litteratur
och ldst pa kvillarna, men det var forst sedan barnen blivit nagorlunda

stora som hon fatt mer ordentligt med tid fo6r studier. I vanliga fall holl
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hon tyst om sina forvirvade kunskaper men nir nu fragan dék upp
ville hon gérna ge ett korrekt och dven pedagogiskt svar. Eller far man
inte sdga “korrekt svar”, och kanske heter det “didaktiskt” istéllet for
“pedagogiskt”. N&, tdnkte hon, nu maste jag koncentrera mig pa sjilva
fragan istéllet.

“ A ena sidan &r det inte ju alls svart att skriva upp ett tal som
ar storre dn antalet molekyler i hela, ja atminstone det observerbara,
universum; t ex 1019 riicker mer éin vil,” hon gestikulerade med hiin-
derna for att illustrera hur hon menade att man skulle ta potenserna,

“men det dr ju fortfarande ett dndligt tal. I var omvérld finns inte
nagot som sakert &r odndligt, det ar ju i alla fall inte belagt att t ex
universum ar odndligt stort. Det finns inte heller sjdlvklart hur sma
saker som helst i var omvérld; det finns ju begransningar pa molekylar
niva.”

Tomtefar hade redan stingt 6ronen och koncentrerade sig helt pa
groten, men barnen lyssnade pafallande uppmérksamt pa sin mor.

“Till att borja med kan man fundera pa vad det innebér att séga att
det ena eller andra talet finns 6verhuvudtaget.” Hon tog en klunk av
tomtemusten innan hon fortsatte.

“Det ar narmast en filosofisk fraga om talen finns oberoende av oss
sjalva eller bara i vara tankar. De flesta av oss har vil kanske &nda
uppfattningen att talet 3 existerar i nagon rimlig mening, eller hur?”
Hon sneglade at tomtefar som holl blicken fést ned i grottallriken.

“Det &r ett mycket storre steg att pasta att alla tal som nagon 6verhu-
vudtaget skulle kunna skriva upp nagon gang redan finns innan nagon
ens tinkt pa dem. Sa det finns en filosofisk sida av detta, men som vi
kanske inte ska griva ned oss i. Till skillnad fran filosofin férséker man
1 matematiken anligga ett mer pragmatiskt synsatt.” Usch vad detta
14t tillgjort tdnkte hon, men valde dnda att fortsdtta pa den inslagna
vagen, nir hon nu dnda hade kommit igdng sa bra.

“Det viktiga dr da inte i vilken mening talen existerar utan vilka
egenskaper de har och hur man kan hantera dem, alltsa rdkna med
dem.” Ingen sa nagot, sa ndr hon hade himtat andan fortsatte hon.

“Om nagon ger oss, eller anger, en massa tal, sa dr det alltid mojligt
att hitta ett som inte finns med, t ex genom att ta summan av alla de
andra. Detta innebir att det finns ett obegrinsat antal tal. Vi kan ju
ocksa uttrycka det som att det finns odndligt manga tal. Men observera
att vi inte 16st den filosofiska fragan pa detta sitt utan bara sagt nagot
om vad vi menar med pastaendena att talen finns och att det finns
oandligt manga av dem.”

Och maltiden avlopte med tomtemor och barnen livligt diskuterande
dessa fragor. Nar det var dags for efterrdtten borjade tomtemor beratta
om hur stora tal kan erbjuda hisnande tankelekar.

“Ténk er ett bibliotek som innehaller alla olika tdnkbara bocker pa
sdg max 1000 sidor. Med en bok menar vi da nagonting dar varje sida
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ar fylld med tecken, dvs de sma och stora bokstidverna, mellanslag och
skiljetecken. Det blir manga bécker men finda ett #ndligt antal *.”

Tomtefar som just lyssnade till med ett halvt ora tyckte det var en
helfnoskig tankelek eftersom han ansag att redan det lokala biblioteket
inneholl fler bécker &n han nagonsin skulle orka lisa, men han fann for
gott att halla detta for sig sjélv.

“ De allra flesta av dessa kommer bara att innehalla nonsens, men
bland dem finns en och annan bok som gar att ldsa, alla romaner som
redan skrivits kommer att finnas med, och dven alla som 6verhuvudta-
get gar att skriva. Visst later det som ett fantastiskt bibliotek?”

“Men nagon hake maste vil dnda finnas, hur ska man fa plats med
alla dessa bocker t ex?” sa den kloka tonarsdottern, och tomtenissen
nickade instimmande. Formodligen skulle tomtefar ocksa gjort det, om
han inte var pa vig att resa sig.

“Jo” mds tomtemor, for hon tyckte att detta var lite av tjusningen
med tanken,

“ en hake ar ju att hitta en viss bok i detta bibliotek dr minst lika
svart som att skriva den sjilv. En annan fundamental hake &r, pre-
cis som du dr inne pa, att biblioteket inte kan existera i en begriplig
mening eftersom antalet bocker antagligen skulle vara mycket storre
an antalet mojliga kombinationer av molekyler i hela universum.” Nér
hon avslutat meningen drack hon upp det sista i tomtemustglaset och
boérjade plocka av bordet, utan att forsoka dolja hur néjd hon var.

Kan man maéta alla strackor?

Nista kvéll tog middagskonversationen inledningsvis en for tomtefar
mycket mer angendm vindning. Det borjade med att tomtemor fragade
nissen vad han gjort i skolan, och han beridttade att de hade hallit pa
att mita med tumstock i traslojden.

“Om man vill géra en ny tumstock sa kan man ju utga fran en som
redan finns, men hur gjorde man den forsta tumstocken” sa nissen och
sag tankfull ut, och fortsatte

“4r det nagon tomte som bara har bestdmt vad en tum ska vara?”

Tomtefar som arbetat i tomteverkstaden dagligen i néstan trettio ar
sag genast sin chans att ta initiativet.

“Visst, du har helt rédtt, om man ska kunna méata strackor maste
man forst ha en grundenhet, och det ar ju vildigt praktiskt om alla
tomtar har samma, men i princip kan man ju ta vilken man vill,” sa
han och rev at sig en tidning och en penna, la sin tumme i marginalen
och ritade en striacka lika lang som sin tumme.

10Om vi antar att det finns cirka 100 olika tecken och det far plats 3000 tecken pa
varje sida sa finns det plats for cirka 1000 -3000 = 3-10° tecken i varje bok. Antalet
olika bocker dr, enligt multiplikationsprincipen, dérfor 100310° = 106'106; detta ar
ett ofantligt tal som i vanliga positionssystemet skrivs med 6 miljoner siffror.



“Lat oss siga att detta dr en tomtefartumme, alltsa en tft, da kan vi
direkt se att denna stricka har lingden tre tft, och att t ex denna &r
en halv tft lang.” Medan han pratade ritade han féljande figur:

FIGUR 1

“Vidare kan vi méita den hédr strickan” han pekade nu pa en lite
kortare stricka, “fér om vi tar fem likadana av den och lagger ihop sa
far vi 3 tft, och vi sdger da att en har langden 3/5 tft, osv.” Tomtemor
sag ut som hon var pa vag att siga nagot men férblev tyst, och tomtefar
fortsatte med viktig rost.

“I princip kan man méta upp allting nu sa som jag visat har, men
nir man arbetar professionellt si har man en tumstock dér alla olika
strickor redan finns avsatta for att det ska vara praktiskt. Om jag ville
skulle jag ju kunna ga ut i verkstaden och tillverka en tomtefartumstock
nu.” Tomtefar sag mycket néjd ut och la in en stor slev med grét. Nu
brét tomtemor in.

“Alla tal, alltsa striacklingder, man kan fa pa detta siatt som tomtefar
beskriver kallas rationella, och redan tidigt i skolan har ni val lart er
hur man rdknar med rationella tal.”

“Sjalvklart,” sa tonarsdottern medan nissen nickade lite mer tvek-
samt.

“Men alla strickor kan inte méatas upp sa som tomtefar sa; prova
med ratvinkliga trianglar sa ska ni fa se.” sa tomtemodern lite pille-
mariskt. Tonarsdottern som just ldst om Pythagoras sats nappade pa
betet och strickte sig over bordet efter tidningen och pennan, ritade
upp en triangel

FIGUR 2

och bérjade mumla,

“Om den ena kateten ar tre tft och den héar andra ar fyra tft sa blir,
lat mig se nu” hon krafsade en kalkyl vid sidan,

“da ska hypotenusan i kvadrat vara 9 plus 16 som &ar 25, sa hypote-
nusan ar roten ur 25 som &ar 5; som ar latt att méita; se dar, det var
vil inget svart att méta alla sidorna i en sadan triangel” sa hon. Ja se
dér, tdnkte tomtefar men teg som vanligt. Nu drog tomtemor till sig
tidningen och ritade en ritvinklig triangel med kateter med lingden 1.

FIGUR 3
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“OK, enligt Pythagoras igen ska a> = 12 +12 = 2 sa4 a®> = 2. D&
undrar vi forstas var a ar.” sidger tonarsdottern.

“Da ar forstas a lika med roten ur tva” svarade nissen nojt.

“Ja, det ar helt riktigt” sa hans mor, och fortsatte

“ men vad dr da roten ur tva annat dn just det tal vars kvadrat ar
tva; och hur vet du att det alls finns ett sddant tal, och om det finns,
hur kan man da ta reda pa vad det ar?”

“ Men det ar vil klart att det maste finnas eftersom hypotenusan
finns och den maste ju vara nagot” sa sonen bestamt.

“Men hur kan du veta att hypotenusan maste ga att méta” sa tonars-
dottern, som i vanliga fall inte skulle tvivlat ett 6gonblick men som nu
sag en logisk lucka har. Tomtemor, som ville undvika en 6ppen dispyt
om detta filosofiska problem forsokte leda in diskussionen pa en mer
praktisk fraga.

“Ja, om vi tror pa, eller bestammer oss for, att strickan maste svara
mot ett tal, sa kan vi forstas kalla detta tal \/5, men vad ar det da for
tal? Vi kanske kan prova oss fram. Det giller alltsa att hitta ett tal sa
att kvadraten ar precis tva.”

Tomtemor bad nissen plocka fram sin rdknedosa, och sa satte de
igdng att prova olika tal. De forsokte forst med 1,4; om man tar 1,42,
dvs 1,4 - 1,4, si far man 1,96 som ju #r mindre #n 2. Ocksa 1,412
visade sig vara mindre dn 2 medan 1,422 blir storre dn tva si om talet
V2 finns, vilket ju nissen redan bestimt sig for att det gor, sa bor det
ligga mellan 1,41 och 1,42.

“Notera att skillnaden mellan dessa tal bara dr en hundradel, sa vi
har alltsa bestdmt talet v/2 ganska noggrant redan,” sa tomtemor,

“ja, om det nu finns” fyllde dottern i. De prévade vidare en liten
stund och fann att

1,414 < V2 < 1,4142,

och salunda hade de ringat in talet pa en tusendel nér.

“Det ar ju klart att vi kan fortsdtta sa hir hur linge vi vill.” sa
tonarsdottern nu.

“N& men till slut ricker inte rdknaren till, den har bara nio siffror”
papekade nissen.

“ Ja men i princip kan vi ju utféra de har multiplikationerna for
hand” kontrade tonarsdottern. 2

“Fast det skulle bli odndligt jobbigt, och sa hade det bergis blivit fel,
i alla fall om du skulle gora det” inflikade nissen. Modern latsades inte
hoéra utan fortsatte,

“Men fortfarande vet vi ju inte sédkert att talet finns; men nu gor vi
som sa ofta i matematik; vi bestdmmer oss for att det finns ett tal som
precis dr det man far genom att rdkna som vi har gjort. Vi siger alltsa

2Metoden som tomtarna utnyttjar hir fungerar i princip men det finns meto-
der (algoritmer) som genom mycket farre berdkningar (alltsd snabbare!) ger god
noggrannhet; vi hinvisar till lirobocker i matematisk analys for detta.
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att /2 #r den odindliga decimalutvecklingen 1,141.... Vi kan forstas
aldrig skriva upp alla decimalerna for de &r odndligt manga men vi kan
skriva upp sa manga som man onskar, och pa sa satt ange ett tal som
ligger sa nira /2 som man vill.”

“Men det ar val fusk att bara bestdmma sig for att talet finns” sa
barnen nistan i mun pa varandra,

“Da kan jag ju lika gérna siga att det finns ett tal x sadant att
kvadraten dr minus tva” sa tonarsdottern. Nu var tomtemor mycket
nojd for det hela hade gatt battre &n hon hade vagat hoppas. Nu géllde
det bara att knyta ihop sécken.

“Jo ser ni, podngen har dr att i matematiken far man girna hitta
pa, alltsa infora, saker, t ex tal med vissa egenskaper, bara man kan
forsdkra sig om att det hela hénger thop. Om vi t ex sa att det fanns
ett tal som var bade stérre och mindre dn 2 pa en gang sa skulle det
inte ga sa bra; men man siager helt enkelt, ja det ar inte alls sa enkelt
egentligen, att varje tdnkbar decimalutveckling svarar mot, eller om ni
sa vill, ar ett tal. Sadana tal kallas reella. Man maste sedan da bevisa
att de uppfyller vissa rakneregler, och de riknereglerna har ni ju ocksa
lart er i skolan, fast utan att nagon sagt varfor de galler. Men allt
sadant kan man kontrollera om man vill.”

Tomtemor som under senaste aret hade ldst en bok i algebra, om
ringar och kroppar, hade ganska klart for sig hur man kan gora en
sadan kontroll, men insag ocksa vil att det inte var nagot som passade
for en middagskonversation. Hon fortsatte déarfor istéllet,

“Slutsatsen blir alltsa att varje strécka gar att méta, alltsa svarar mot
ett reellt tal, eller om man sa vill en punkt pa den linjal som tomtefar
tankte gora i verkstaden, vi kan ju ocksa som man brukar gora kalla den
for tallinjen.” * Efter detta langa inligg trodde tomtemor att barnen
skulle tréttna, men de gjorde de inte alls.

Ar /2 ett rationellt tal?

Tonarsdottern férsokte nu samla ihop tankarna,

“Men vanta lite ...” borjade hon,

“nu har vi val forstatt da att det gar att skriva upp tal, decimaltal,
som ligger hur niira v/2 som helst, och att det talet finns i nagon vettig
mening, men...” man sag nu att hon tankte intensivt,

“sa du inte att man verkligen behdvde reella tal, att man inte kunde
fa alla tal sa som pappa sa, som ett heltal genom ett annat?”

“ j da,” sa tomtemor, och sag for ovanlighetens skull lite forvirrad
ut,

“visst ja, det var ju det vi skulle gora, prata om varfor v/2 &r irratio-
nellt. Redan i antiken visste folk att /2 ar irrationellt. Det giller alltsa

3Man kan dven infora tal ¢ sddana att ¢2 = —2 som dottern tar upp; man far da
sa kallade komplexa tal.
“Noga taget, en liten bit av den positiva delan av tallinjen.
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at visa att det inte finns tva heltal p och ¢ sadana att p/q i kvadrat blir
precis tva. Jag kan visa er varfor, fast vi far vinta tills vi har dukat av
for vi maste nog sitta bredvid varandra och titta pa samma papper.”

“Men,” sa tomtefar, som inte hade gett upp &n idag, utan forsokte
delta igen,

“Igar sa du ju att det finns odndligt manga naturliga tal 1,2, 3, ...
osv, da maste det ju ta odndligt lang tid att prova for alla tal p och ¢
om kvadraten pa p genom ¢ ar tva?”

Tomtemor tittade med férvanad min pa sin make, for hon var inte
van vid att han utryckte sig med sadan skidrpa. Hon ville absolut inte
fa honom at kdnna sig desavouerad denna gang samtidigt som hon var
tvungen att i viss mening saga emot.

“ Visst dr det intressant att odndligheten kommer in hir igen” bor-
jade hon sa positivt hon kunde,

“ men poangen med argumentet jag ska ge dr att man inte behdver
kolla alla tal, man visar istéllet att om man antar att sadana tal p och
q skulle finnas sa leder det till en motségelse, alltsa en absurditet.”

“Jag tycker det bara verkar som du foérsoker siga emot mig som
vanligt, och det tycker jag ar lite absurt, om jag nu alls vet vad det
betyder” sa tomtefar och borjade resa sig,

“men medan ni tjafsar vidare om detta sa har jag viktigt arbete som
vantar i verkstaden, och for den delen har jag arbetat med tumstock
i trettio ar utan att behdva bekymra mig om roten ur tva” fnds han
medan han férsvann ut och tomtemor reste sig.

Medan tomtemor dukade av gick nissen och hiamtade ett rutblock for
att det skulle finnas gott om plats att skriva pa. Tomtemor tog hatten
av en penna och bérjade prata igen.

“Sjélva formuleringen av pastaendet involverar alltsa odndligheten,
eftersom det finns odndligt manga heltal. Precis som tomtefar siger sa
kan man inte préova med alla tal; vad man istéllet gér dr att man visar
att om vi antar att det finns sadan tal p och ¢ sa att kvadraten pa p/q
blir 2, dvs att p*/q* = 2, eller hur,” hon skrev pa pappret medan hon
talade och tittade sedan pa sina barn ett i taget for att kontrollera att
de var med innan hon fortsatte,

FIGUR 3.5

“sa leder detta till en motségelse, alltsa till nagot som absolut inte
kan vara sant. Detta uttrycker vi sedan som att det inte finns sadana
tal p och g, alltsa att p/q inte ar rationellt.” Hon gjorde en kort pus
innan hon fortsatte,



“Om vi nu alltsa antar att talen finns sa kan vi ocksa lika girna
anta att atminstone ett av dem ar udda, for om bada &r jaimna kan vi
forkorta med tva.”

“OK da” sa dottern, och nissen nickade tankfullt.

“ Men om p?/q* = 2 s dr ju p* = 2¢* och alltsa dr p? delbart med
tva och alltsa jamnt och alltsa &r p jamnt.”

“ Ja, for jamnt ganger jamnt ar jimnt och udda ganger udda blir
udda” fyllde dottern i.

“Men da ér alltsd p = 2m for nagot heltal m, och da far vi att 4m? =
2¢° s& 2m? = ¢? sa ¢ ar jimnt; men detta dr en motsigelse eftersom vi
antog att ett av dem var udda fran bérjan” avslutade tomtemor med en
viss triumf i rosten. Medan barnen tankfullt stirrade pa blocket reste
sig tomtemor och borjade slamra i diskhon.

“ Detta var ju buslistigt” sa nissen glatt, fér han insag att han hade
forstatt nu.

“Det har sittet att resonera ar ganska oomtvistat” sa tomtemor fran
diskbanken.

“det &r en annan sak om man vill visa att vissa tal verkligen finns;
da finns det sitt att gora som inte alla matematiker accepterar. Om
man kan visa upp talen som har egenskaperna man vill sa ar det forstas
inga problem, men ...”

“Jasa, det later intressant” avbrot dottern, medan hon forsiktigt bor-
jade resa sig och ga, nissen sag ocksa ut som han var pa vig, och tomte-
mor som var glad att de orkat héinga med sa langt, gjorde inga forsok
att halla dem kvar. Efter disken borjade hon satte hon istédllet igang
att baka en chokladkaka for hon visste av erfarenhet att det brukade
hjilpa henna att samla tankarna. Efter en liten stund borjade hon er-
inra sig den foreldsning som hade handlat om sadana har fragor, och
hon mindes att hon fatt se ett enkelt exempel pa hur man kan visa att
tal med vissa egenskaper finns utan att plocka fram dem.

Kan man visa att tal finns utan att hitta dem?

Pastaendet “det finns tva naturliga tal stérre &n 1 sadana att pro-
dukten &r 123”7 dr tdmligen okomplicerat, for eftersom bada talen ju
da maste vara mindre &n 123, &r det bara att sdtta igang att prova
alla sddana; pa samma sidtt om man byter 123 mot 123123 eller vil-
ket annat tal som helst.” Aven pastaendet “det finns ett tomtepar som
heter Nilsson som har 16 barn” uppfattar de flesta som ett pastaende
som sjalvklart &r sant eller falskt, &ven om det verkar hoppldst svart
att sikert kontrollera huruvida det ar sant eller inte. I princip dr det ju
anda bara att fraga alla tomtepar som heter Nilsson hur manga barn
de har. Daremot har i allminhet inte pastaenden som “tomtefar borde

"Det gillet alltsa att avgora huruvida talet 123 eller vilket det nu ir, &r ett
primtal eller inte. Om talet dr stort ar detta en svar eller omdjlig uppgift dven for
mycket snabba datorer, och detta faktum utnyttjas for kodning.
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dta mindre grot” nagot absolut sanningsvirde, tdnkte tomtemor och
fnissade lite for sig sjélv, for hir rader ju delade meningar.

Hon ténkte nu igen pa pastaendet “det finns tva heltal p och ¢ sddana
att p?/q> = 27 som de nyss hade pratat om. I detta fall kunde man
ju visa att detta pastaende leder till en motsidgelse, och det medfor
definitivt att tva sadana tal inte kan finnas, dvs att V/2 &r irrationellt.
Men &r det sjilvklart att varje sddant likande pastaende ar sant eller
falskt; precis som tomtefar spontant papekat sa finns ju ingen mojlighet
att kolla for varje par av tal p och ¢ eftersom det finns oéndligt manga
sadana par ..... ?

Hon forsokte nu febrilt erinra sig exemplet fran foreldsningen; skulle
hon verkligen behéva borja rota efter gamla anteckningar. Sa sma-
ningom mindes hon att det var nagot med irrationella tal upphdjt till
varandra, och nir hon fatt in kakan i ugnen och satt sig med blocket
som nissen hade lamnat kvar pa bordet sa boérjade det klarna, men
hon hade inte fatt ihop hela tankegangen forrén det var dags att ta ut
kakan. Mumsande pa en rejal bit gick hon igenom det hela igen for sig
sjalv:

Pastaendet dr “det finns irrationella positiva tal a och b sadana att
a’ dr rationellt.” Om man tror pa, vilket alltsa inte alls dr sjilvklart,
att pastaendet har ett sanningsvirde, dvs ar sant eller falskt, och man
kan visa att antagandet att det inte dr sant leder till en motsigelse, sa
maste det ju da vara sant, dvs det finns ett sadant par av tal a och
b. En matematiker med konstruktivistiskt synséitt accepterar inte en
sadan argumentation utan kréver att man verkligen kan plocka fram
talen a och b for att kunna hivda att de finns. Tomtemor mindes ocksa
att hennes larare hade papekat att diskussioner om fragor som den-
na hade varit vildigt livliga kring forra sekelskiftet, men att de flesta
matematiker nu for tiden accepterar ickekonstruktivistiska argument.

Tonarsdottern som hade kint doften av nygriaddad kaka kom ned
fran sitt rum for att nypa en bit, och tomtemor kunde inte lata bli att
passa pa att prova om hon kunde forklara argumentet.

“Du” sa hon och gjorde vad hon kunde for se intressevickande ut,
samtidigt som hon forsokte minnas om dottern hade ldst om vad det
innebér att ta ett positivt tal upphdjt till ett annat positivt tal som
inte dr ett heltal, dvs allmén potensrdkning.

“Vet du om att det finns tva positiva tal a och b sadana att a® &r
rationellt.” Tomtemor skrev a’ riitt stort pa ett papper och héll upp sa
att dottern skulle kunna se.

“Jasa” svarade dottern med mattlig entusiasm,

“vilka da da?”

“Poéngen ar att jag kan visa att de finns utan att veta vilka de ar”
sa tomtemor, och tyckte sig se ett stigande intresse hos dottern.

“ Du vet ju redan att V2 ar irrationellt; tank nu att \/5\[ ar ratio-
nellt, da vore vi ju klara, eller hur?”
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“Jovisst, da later vi ju bara a och b bada vara v/2, men hur kan vi
kolla det da?”

“Om nu \/5\/5 inte ar rationellt, alltsa om det &r irrationellt, da kan
vi ta detta tal som a och si tar vi b till v/2. D& far vi ...du vet vil
hur man rdknar med potenser” Tomtemor gjorde nu en utrikning pa

pappret,
FIGUR 4

“Och 2 ar ju ett typiskt rationellt tal” sa dottern och visade med sitt
ansiktsuttryck att hon borjade fatta det hela.
“S3 alltsa dr antingen paret /2, v/2 sadant vi soker, eller si Ar paret

\/5\/5, V2 det.” sa tomtemor néjt, och blev dnnu ndjdare nér hon fann
att dottern nickade instdmmande och sa

“Fast vi vet fortfarande inte vilket av paren som har egenskapen.”

“Né just det; pa den foreldsningen nar jag fick se detta sa ldraren att
man pa andra satt faktiskt kunde avgora vilket av dem det &r, eller om
det mojligen &r bada,” men det spelar ju mindre roll just nu. °

“Dessutom visar vart resonemang hér att det finns atminstone tva
tomtar i den har familjen som kan potensrikning” sa tomtemor och log
brett.

“Jag tror jag kan bevisa att det finns hdgst tva” fnissade dottern,

“men kan vi inte prata om istéllet att det finns tva nissar i min klass
som jag tror vill vara lite mer d&n bara kompis med mig” sa dottern som
alltid hade haft en fortrolig relation till sin mor.

Kan man stimma ett piano?

Tomtefar hade spelat piano en hel del i sin ungdom och var fortfaran-
de en passionerad amatormusiker, i synnerhet efter ett par tomtedl pa
lordagseftermiddagen. Sjalv menade han forstas pa att han var uppta-
gen av arbete i verkstaden hela veckan i 6vrigt. Tomtenissen som sjalv

6Av pedagogiska skiil riggade tomtemor argumentet for sin dotter lite annorlunda
dn hon forst hade tankt igenom det; forst hade hon utfért det som ett rent motsa-
gelsebevis: Pastaendet &r att det finns positiva irrationella tal a och b sidana att a®
dr rationellt. Om man antar att detta inte dr sant s antar man alltsa att for varje
par av positiva irrationella tal a och b sa dr a® ocksa irrationellt. Eftersom /2 #r

irrationellt &dr alltsa ﬂﬁ ocksa irrationellt. Men da &r ju dven (\/5\/5)‘5 irratio-
nellt, vilket &r en motséigelse eftersom det senare talet dr lika med 2. Antagandet
att pastaendet inte ar sant leder alltsa till en motséigelse, och om man accepterar
ickekonstruktivistiska argument s kan man alltsa sluta sig till att pastdendet ar
sant.
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hade ett utvecklat musikora ropade att tomtefar borde ta och stimma
pianot forst.

“Men det gar ju inte att stimma ett piano” sa tonarsdottern. Far och
son stirrade fragande pa henne.

“Jag berdttade for froken igar att vi hade pratat hemma om att roten
ur tva dr irrationellt och da sa hon att det medfér att man inte kan
stamma ett piano.” Glad 6ver uppmérksamheten fortsatte hon

“Vi kan ta en strang vilken som helst; om man knépper pa den sa
ror den sig fram och tillbaks ett visst antal ganger varje sekund, det
spelar ingen roll hur manga, men 1at oss sidga 440; da blir det tonen A.

“ Ja, ettstrukna A har frekvensen 440 ja” sa tomtefar,

“ Fast man kan i princip ta vad som helst, precis som din hittepatom-
tetumme du ritade igar.” Hon tittade pa sin far som nickade tveksamt.

“Om man nu har en annan string som man vill spela pa samtidigt,
och det ska lata bra ihop, sa maste den ha en frekvens som &r ett ratio-
nellt tal ganger den forsta strangens frekvens. Det enklaste ar forstas
om den har precis samma frekvens for da blir det ju precis samma ton,
men nastan lika enkelt dr det om den har precis dubbla frekvensen, da
blir det en oktav upp, som sa har ...”

Né&r hon kommit sa langt stdmde hon upp de forsta tonerna i “Over
the rainbow” som ju alla tomtar kiinner vil till fran julafton.

“Nésta intervall dr en ren kvint, det &r nu det borjar bli spdnnande,
for da ska den andra stringen ha frekvensen 3/2 génger den forsta;
alltsa som forsta tva tonerna i “Blinka lilla...””

“Det later mer som en prim tycker jag” flinade nissen lite elakt,

“men du kanske menar andra och tredje ...”

“Na,” avbrét tomtefar,

“men man dndrar ju tonhdjden genom att antingen spidnna stringen
mer, eller genom att korta av den ...” sadant har tyckte han sig kun-
na vl eftersom han byggt manga enkla stringintrument i verkstaden
under arens lopp.

“sa det dr val bara att stimma pianot sa att det stdmmer...” men
han bérjade samtidigt tveka, for han visste erfarenhetsmaéssigt att man,
om man t ex stimmer en gitarr , inte kan fa till det sa att det klingar
helt rent, utan man maste lata det “sviava” lite. For pianot brukade han
anlita en pianostimmare om det inte rérde sig om att justera nagon
enstaka striang bara. Han hade plotsligt blivit mycket intresserad av
vad dottern hade att siga.

“Jo, 1 var musik delar vi upp oktaven i tolv delar, och eftersom folk
vill kunna borja samma melodi pa lite olika toner, eller sa att inte al-
la sanger ska ga i samma tonart, sa maste avstandet mellan tva pa
varandra foljande toner, det dr det som egentligen heter halvtoner allt-
sa, eller sekunder som somliga viktigpettrar skulle sagt” hon glodde pa
sin lillebror,
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“vara lika stort; men sen kan det inte stimma da eftersom roten ur
tva ar irrationellt, men jag tror inte jag kommer ihag riktigt hur fréken
menade sen.”

Tomtemor som hade kommit in i rummet lyssnade nu ocksa intres-
serat och sa

“Detta kiinde jag inte till, men det maste vi vil kunna klura ut nu” sa
hon och grep en penna och borjade skriva pa baksidan av ett reklamblad
som nagon sliangt pa bordet.

“Ség att grundtonens frekvens &r ¢ och att man ska multiplicera med
x for att fa en halvton hogre”

“Men var far du z ifran, vad ar det” fragade tomtenissen.

“Det vet jag inte dn, men jag vet att nir man gatt upp 12 halvtoner
sa ska det bli en hel oktav, och den maste vél i alla fall ha precis dubbla
frekvensen; sa om vi borjar med sidg tonen C' sa kommer Ciss att ha
frekvensen zc, di kommer D att ha frekvensen z(xc) = x?c, Diss far
frekvensen 2°c osv. Alltsa ska 2'%c = 2¢ sa z = 2/'2. Om vi hade en
ren kvint pa pianot s skulle tonen G, som ar 7 halvtoner upp, ha 3/2¢
dvs vi skulle ha att 27/12 = 3/2. Men 1at se nu, det kan inte vara sa for
da skulle ju 27/2 = 36/26 dvs /2 = 36/26 .23 och det kan ju inte vara
sant eftersom /2 inte #r rationellt.”

Nissen gick och hdmtade sin miniréiknare, “ kolla hiir” sa han, “27/12 =
1,4983071; det &r ju faktiskt mycket nara 1/2.” “Ja, det forklarar ju
varfor man faktiskt dnda kan dela in oktaven i tolv halvtoner sa att
intervallet mellan forsta och sjunde néstan later som en ren kvint” sa
tomtemor belatet.

FIGUR 5

Tomtefar borjade minnas att han hort talas nagon gang att nagon
tomte som hette Bach hade skrivit en cykel av stycken som han kallade
Der Wohltemperierte Klavier, som gick i alla de olika tolv tonarterna,
och dir podngen var att visa att kunde stdmma pianot, eller cembalo
som det val var pa den tiden, pa ett sadant sitt att alla styckena kunde
spelas i ett striack utan att stimma om emellan. Man brukar ju tala
om att man har tempererad stimning pa pianot, mindes han nu ocksa
och blev irriterad 6ver att han inte tdnkt pa detta fran forsta borjan;
nu kanske det var lika bra att halla tyst. 7

“ Men varfor ska det vara en rationell multipel?” fragade nissen.

“Jo det maste vara ganska enkelt tal for annars later det ocksa fult.”
svarade tonarsdottern inte helt 6vertygande, och tomtemor brot in,

"En kammarorkester, t ex en strakkvartett, spelar inte tempererat utan med
rena intervall, dvs rena kvinter etc, och samma giller for vokalensembler; i sadana
sammanhang kommer alltsa ett piano att lata falskt for kiinsliga 6ron.
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“Jag tror att det har att géra med att ndr nir tva toner spelas sam-
tidigt sa bildas i1 Orat ytterligare toner och om ...&sch det kanske ar
bést att kolla upp i nagon bok om vagrorelseldra” tomtemor gjorde en
kort paus innan hon fortsatte

“men det ar i alla fall darfér som en string later vackrare &dn en
trumma.”

Tomtemor gick fram till vaggen och tog ner tomtefars gitarr och slog
an en strang och visade.

“Titta hir, om jag nu kortar av striangen till hélften sa kommer den
att svinga med precis dubbla frekvensen” hon satte fingret vid tolfte
bandet pa gitarrhalsen och slog an stringen igen.

Hon tog bort fingret igen fran halsen och slog an stringen igen, “po-
angen dr att nir man slar till stringen sa kommer det utéver grundto-
nen dven att alstras 6vertoner, ndmligen de med frekvenser som &r tva
ganger, tre ganger, fyra ganger ... och sa vidare, grundtonens frekvens.
det beror pa att utover att hela stringen svinger med sin frekvens sa
kommer de bada stridnghalvorna att svinga med dubbla frekvensen,
och sa vidare.”

Hon visade genom att férst sla an stringen och sedan ddmpa den l&tt
mitt pa; da stoppar hon upp stringens grundsvingning sa att bara de
bada halvornas svingning fortsitter; de har precis den dubbla frekven-
sen. Sedan slog hon an strdngen igen och didmpade den en tredjedel
in; da stoppar hon bade grundfrekvensen och den dubbla, sa det som
klingar dr en ton med frekvens tre ganger grundtonen, alltsa en oktav
plus en (ren) kvint 6ver grundtonen.

“Som tur &dr later nu alla dessa toner bra ihop. Vill man ha jamfo-
relsevis starka overtoner ska man sla an stringen néara stallet, och vill
man ha svagare Gvertoner ska man sla mitt pa; starkare Gvertoner ger
liksom ett vassare ljud.”

Tomtemor holl just pa att ldsa en bok om Fourierserier och 16sningar
till den sa kallade vagekvationen sa hon hade detta mycket aktuellt.

“Om man dédremot har ett tvadimensionellt membran, t ex ett trum-
skinn, sa blir det utéver grundtonen, en massa Gvertoner som har fre-
kvenser som &r irrationella tal ganger grundtonens frekvens, det kan
man riakna ut, och darfér klingar en trumma inte lika vackert som en
strang; men lat oss nu forbereda lordagsmiddagen istéallet.”

Utmaérkt forslag, tdnkte tomtefar och gick och hiamtade ytterligare
en tomteol.

Kan en tomte springa ifatt en skéldpadda?

“Vet ni vad” sa tomtenissen nir de satt sig till bords nagra dagar
senare, idag pratade froken om att man trodde férr att det inte gick att
springa ifatt en skéldpadda trots att den ror sig mycket langsammare
an en tomte, det var vil ganska kndppt.”
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“Det ar det inte alls,” f6r tomtefar har vildiga problem med jaga ut
och hamta ved till spisen, och vedstapeln ute pa garden star &nda dar
den star och ror sig inte ur flicken”, sa tomtemor och klappade tomtefar
vinskapligt pa axeln.

“men titta hdr” sa tomtenissen och borjade ldsa hogt ur en av sina
skolbdcker,

“Foljande berémda argument for att detta inte skulle vara mojligt
brukar tillskrivas den grekiske ténkaren Zenon fran Elea som levde pa
400-talet fore var tiderdkning. Antag ett scenario dér A (i den klassiska
formuleringen &r A Akilles) forsoker jaga ifatt skoldpaddan S, att bada
ror sig med jamn fart och att A ror sig fortare &n S. Efter ett tag
kommer A fram till den plats dar S startade men da har ju S hunnit
forflytta sig en bit darifran; efter ytterligare ett tag kommer ju A fram
till denna plats, men aterigen har ju da S hunnit forflytta sig ytterligare
en bit etc. Slutsatsen ska da vara att A aldrig kommer ifatt S.”

“Lojligt va, det vet ju alla att han Akilles hinner ifatt, om han inte..”

“ Ja sa tomtemor, den filosofiska sidan av detta problem vet jag inte
om jag kan sdga sa mycket om men det finns aterigen en pragmatisk
16sning i matematiken som ...” Hon at lite grét medan hon funderade
pa hur hon bést skulle fortsitta.

“ Vi kanske kan prata om ett lite enklare problem forst, dér kirn-
punkten framgar lite tydligare. Tror ni att en vanlig hederlig tomte kan
fotvandra till nordpolen?”

Kan en tomte fotvandra till nordpolen?

Tanken hade aldrig foresvivat tomtefar att nagon kunde komma pa
iden att forsoka ga till nordpolen nér det fanns renslddar, sa han tyckte
det 14t ndstan mer krystat dn att jaga efter skoldpaddor, men bet ihop
dven denna gang.

“Ja det gar vdl men det skulle ju ta odndligt lang tid, sa det &r
véil ingen som vill géra.” Tomtemor stannade upp och begrundade en
kort stund sonens tdmligen motsigelsefulla uttalande; eller atminstone
maérkliga, i ljuset av den senaste tidens middagsdiskussioner; eller vad
det hon som boérjat bli knepig och marka ord?

“Dessutom &r det vl faktiskt 6ppet hav man maste ta sig 6ver innan
man kommer fram till isticket, eller dr det inte sa pappa’ inflikade
dottern och tittade fragande pa sin far. Tomtefar som ju forstas kinde
vigen till nordpolen vil nickande bekriftande sa att tofsen pa luvan
nastan akte ned i ansiktet.

“For att det inte ska kiinnas fullt lika éverméktigt for er” sa tomtemor

“sa lat oss istéllet tdnka pa en tomte som bara befinner sig tva tom-
temil séder om nordpolen. Antag vidare att han kan halla en jaimn fart
pa 1 mil i timmen; det &r ratt snabbt, ndrmast joggingfart, men vi far
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anta att han dr en nagorlunda véltranad tomtegubbe, och inte som ...”
hon sneglade pa sin make utan att avsluta meningen.

“Med ett liknande argument som i din skolbok kan man hivda att
han aldrig kommer fram till nordpolen. Namligen; efter en timme har
han hunnit en mil, efter ytterligare en halvtimme har han hunnit en
halvmil, efter ytterligare en kvart har han hunnit en kvarts mil till etc;
men fastdn han hela tiden narmar sig nordpolen sa befinner han sig
likvél en bit ifran. Gar det alltsa inte att promenera till nordpolen?
Lat oss rita ut de olika tidpunkter vi uttalar oss om pa en tallinje;”

Héar bojde sig tomtemor fram och ndp ett rutat block som stack
upp ur tomtenissens ryggsack som han hade hingt 6ver stolsryggen.
Tomtefar stirrade ogillande medan hans hustru skét undan sin &nnu inte
helt urdtna grottallrik for att fa plats att skriva pa blocket. I vanliga
fall vankades bannor om nagon bérjade greja med ovidkommande saker
vid bordet, men det gillde tydligen inte idag, tdnkte han uppgivet.

“alltsa talen” fortfor tomtemor och skrev medan hon talade,

FIGUR 6

“Viser att alla dessa tal &r mindre &n talet 2 och i resonemanget ovan
uttalar vi oss alltsa bara om var han befinner sig innan 2 timmar har
forlopt. Vi ser ocksa i figuren att man kommer ndrmare och ndrmare 2
ju fler termer man tar med. Alltsa foreligger ingen motsigelse och som
vi kan férvinta oss nar var vandrande tomte fram till nordpolen efter
tva timmar.”

“Ja men det var vil inte sa markligt, nordpolen ligger ju lika stilla
som vedstapeln pa garden och da och da lyckas ju till och med pappa
na fram dit och knipa nagra vedtrdn” sa dottern med spelat allvarlig
min.

Det gar att springa ifatt en skéldpadda

“Men sa bra” sa tomtemor mer for sig sjilv, bliddrade fram ett nytt
blad och héjde résten,

“for nu kan vi fa en belysning av den férsta paradoxen pa samma sétt.
For enkelhets skull antar vi att A befinner sig en lingdenhet bakom S
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nir vi borjar betrakta skeendet, sdg en mil, att A ror sig med farten
en mil per timme och S hilften sa fort®.

Efter en timme har A masat sig fram till den punkt dér S starta-
de, men d& har forstas S hunnit ytterligare 1/2 mil ldngre fram etc.
Men liksom ovan finner vi att beskrivningen bara handlar om vad som
hénder innan tva timmar har forlépt. Under denna tid kommer A att
befinna sig bakom S. Men efter precis tva timmar kommer han att ha
hunnit 2 mil, medan S bara har hunnit en, och foljaktligen hinner A
just da ifatt S.”

Tomtefar tittade roat pa sin hustru medan hon pratade och ritade,
och kunde sedan inte langre halla tyst.

“Kéra tomtemor, du har alltsa nu lyckats forklara for vara halvvuxna
barn att en nagorlunda kurant tomte kan springa ifatt en skoéldpadda
om han far tva timmar pa sig; lysande!”

“Det var ju inte det som var podngen, utan hur matematiken kan losa
upp paradoxen” svarade tomtemor nagot fornarmad. Tomtefar forstod
fortfarande inte podngen med att barnen fick liara sig en massa strunt
i skolan som det tog en hel maltid for fordldrarna att ta ur dem, men
fann for gott att aterga till sitt tigande, ndr han sag tomtemors min.
Tomtemor tog istéllet tillfallet att fortsitta.

“Det hela blir faktiskt mycket intressantare om vi tinker igen pa en
tomte som promenerar mot nordpolen men antar att han snabbt blir
valdigt trott och gar allt langsammare och langsammare.”

“Maste du prata om pappa hela tiden” sa dottern.

Tomtefar fann att detta var ett lampligt tillfalle att tacka f6r maten
och smita ivig, men nissen som suttit tyst ett tag brét nu in,

“Men véanta lite, blir det dar verkligen tva eller bara hur nira som
helst?

“Vanta tills jag satt pa kaffet sa ska vi se om vi kan reda ut detta”
sa tomtemor och tittade pa sina barn,

“kan ni hjilpa till att plocka undan lite har férst.”

Oéindliga summor

Nér tomtemor fatt sitt kaffe och de delat upp resterna av choklad-
kakan sa tog tomtemor blocket och pennan och bérjade forklara.

8Att tomtemor villjer att anta att skoldpaddan rér sig just hélften sa fort ir bara
for att det ska bli enkelt; den som héinger upp sig pa att detta inte dr rimligt kan
antingen byta ut skéldpaddan mot ett lampligare djur, eller byta faktorn 1/2 mot
nagot mer passande, i princip fungerar det foljande resonemanget likadant i alla
fall.
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“Som vi redan sett sa ir talen
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142

2

1+l
2

>l 4+ ol
+ e

alla mindre #n 2,” hon pekade pa blocket medan hon pratade,’

“men att de alltmer ndrmar sig talet tva i meningen att man sa
smaningom kommer forbi varje tal som dr mindre dn 2, alltsa man
kommer “hur ndra som helst”.”

“Det kan kinnas naturligt att tdnka sig intuitivt att om man lagger
ihop “alla” talen 1, 1/2, 1/4, 1/8 och s& vidare sa far man summan tva,
och darfor skriver man ofta sa har” fortsatte tomtemor och skrev

] 1 1 1 5
+ 5 + 1 + 3 + =
pa pappret.

“Men kom ihag att detta bara &r ett skrivsitt som i bésta fall tilltalar
intuitionen eller fantasin. Vad vi exakt menar dr bara att hur manga
termer vi &n tar med sa far man nagot som dr mindre &n 2, samt att
man genom att ta med tillrickligt manga termer kan fa nagot som &r
storre dn varje givet tal mindre dn tva.”

Barnen tittade stint pa sin mor och sa inget, sa hon fortsatte

“fast manga matematiker upplever det nog som att man verkligen
ligger ihop ett oindligt antal termer.” 1°

“Vi pratade faktiskt precis om en sadan hir oindlig summa hirom-
dan, men kanske utan att ni tdnkte pa det” sa hon nu och sag lite
finurlig ut medan hon skrev

1 4 1
9 — Bl T S R
V2 3+ 10 100 T 1000 T

“alltsa; odndliga decimalutvecklingar &r just inget annat &n en typ
av odndliga summor” och barnen nickade fundersamt.

“Men vinta lite” sa dottern efter ett tag

“t ex kan vi ju da lika gérna skriva”

9se figur?? ovan

1084dana hir summor med oéndligt manga termer kallas ocksé ofta serier. Man
maste vara lite forsiktig ndr man handskas med serier; om man réknar precis som
man far géra med dndliga summor sa kan det leda till tokigheter.
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“Istallet for”
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“Javisst, det dr forstas samma sak” sa tomtemodern mycket belé-
tet.!* Hon funderade ett kort tag om hon skulle leda in diskussionen
pa gransvarden mer allmént, men fann att det nog skulle leda for langt
bort och sa istéllet

“Lat oss istallet diskutera tomten den trétta tomten lite.”

Kan en tomte fotvandra till nordpolen dven om han blir
trott?

“Om var tomte haller en jimn fart pa t ex 1 mil per timme i riktning
mot nordpolen sa kommer han forstas fram forr eller senare, hur langt
bort han &dn befinner sig nir han startar” borjade tomtemor och barnen
nickade

“men antag nu att var vandrande tomte trots allt inte var sa viltranad
som vi trodde. Vi kan da tédnka oss att han forsta timmen, eventuellt
med lite vila, det har ingen betydelse for resonemanget men gor det
hela kanske nagot mer realistiskt, hinner en mil igen, men att han
under andra timmen bara hinner en halvmil, under tredje timmen bara
méktar med en kvarts mil osv. Kommer han da nagonsin fram?”

Hon gjorde en paus sa att barnen skulle fa tid att tdnka efter. Ton-
arsdottern tittade lite fragande pa henne och sa

“men vi sa ju att han da aldrig kommer ldngre &n hogst tva mil...”

“sd om han startar tva mil fran nordpolen sa kommer han ju inte
fram” fyllde nissen i och sag néjd ut.

“sa vore det inte bdttre att han tog sldden som alla vettiga tomtar
gor” tillade han, dnnu lite néjdare.

“Men daremot kommer han hur nira som helst om han haller pa
tillrackligt ldnge” sa tonarsdottern,

“Ja just det; om man drar en aldrig sa liten cirkel kring sjilva nordpo-
len sa kommer tomten att sa smaningom komma innanfor den cirkeln”
fyllde modern i.

“Men om han nu blev lika fort trott och hade startat tre mil fran
P istallet for 2; da hade han vil inte ens kommit i nirheten?” fragade

UEtt annat populirt exempel dr forstas

3+ ! + 1 + ! +
10~ 100 ~ 1000
som (med lamplig fortsittning) ger det tal som brukar betecknas med 7 och som

svarar mot langden av en halvcirkel med radien 1.
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nissen nu. Tomtemor nickade belatet; det var tydligt att sonen hade
forstatt,

“né just precis, da kommer han som bést mycket néira cirkeln med
radie en mil kring nordpolen” sa hon och pekade i figuren.

FIGUR 7 (eventuellt!)

Den harmoniska serien

“Antag nu istéllet att han inte trottnar lika snabbt; sig att han tredje
timmen hinner 1/3 mil, fjirde timmen 1/4 mil etc. Detta svarar nu mot
den odndliga summan...” sa tomtemor och skrev

! 1 1 1 1 1
* 2 * 3 - 4 * 5 * 6
pa pappret.

“Eftersom 1+ 1/2 +1/3 + 1/4 redan det &r storre dn 2 ar det klart
att han hinner fram till nordpolen redan under den fjarde timmen om
han startar tva mil bort som tidigare.”

“Men hur skulle det ha gatt om han istéllet startade 10 mil fran
nordpolen, eller kanske 100 mil?”

“ Eftersom han gar kortare och kortare stricka for varje timme sa
kan han ju inte komma hur langt som helst” sa tomtenissen sa bestamt
han kunde, och fortsatte

“det ar val bara att rdkna ut vad den har odndliga summan blir.”

“Men hur kan du gora det da, det kan ju ta odndligt lang tid, i alla
fall for dig” sa tonarsdottern retsamt. N6jd med att barnen hangt med
sa langt brot nu tomtemor in och sa

“ Det kanske nagot forbluffande svaret ar att han dnda sa smaningom
faktiskt nar fram, oavsett hur langt bort han startar; fast det kan ta
mycket lang tid.”

12

“Men vinta nu, hur kan detta stimma” protesterade genast nissen,
“talen, alltsa vad heter det, termerna blir ju mindre och mindre hela
tiden”

“Ja just det, det ar riktigt” svarade tomtemor,

26y att komma 10 mil tar det ca 1000 timmar, och fr 100 mil ca 10%° timmar,
vilket &r en ofantligt lang tid.

Man kan visa att om N &r ett stort tal och man tar med N stycken termer i
summan ovan s& far man ett tal som ungefir ar lika med log N (naturliga loga-
ritmen). Detta innebér att man behover ungefir 1093% termer for att fi summan
2. Om man alltsa vill uppna summan 10 si behdvs alltsa ungefir 109310 = 103
dvs 1000 termer, och om man vill uppnd summan 100 s far man ta med ca 103°
termer.
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“men de blir mindre och mindre sapass langsamt att summan av
allihop dnda blir hur stor som helst.”

“Kan man verkligen férsta detta, dr det inte bara en slags intellektuell
lek” undrade tonarsdottern forsiktigt.

“Om jag skriver sa hér; alltsa grupperar temerna med parenteser sa
hér” sa tomtemor och drog till sig blocket och skrev

1 1 1 1 1 1 1
1+§+(§+1)+(3+6+?+§)+
+(1+ ...+i)+(i+...+i)+
9 16 17 32

“sa kan ni fundera ut varfor summan blir odndligt stor medan jag
bérjar med disken”!?

Tomtebarnen stirrade pa detta medan deras mor diskade och nér hon
var klar och de hade pratat om detta en liten stund sa dottern,

“Ja, jag kanske forstar detta pa sétt och vis, men det kinns fortfaran-
de som det dr nagon abstrakt lek bara, eller vad tycker du” och vinde
sig for en gangs skull till sin lillebror, som nickade instimmande.

“Vi kan titta pa en mer praktisk konsekvens av att summan blir hur
stor som helst” sa tomtemor efter ett kort tag,

“Kan du springa ut till tomtefar i verkstaden och himta ett tiotal
tegelstenar” fortsatte hon och vinde sig till nissen,

“sa ska jag visa att man kan stapla dem sa att den Oversta ligger helt
utanfér bordskivan, sa har utan att det rasar” sa hon och boérjade rita
en liten figur pa ett papper

FIGUR 7

Nissen sprang ut till verkstaden. Tomtefar hade fatt en stor bestall-
ning pa schackbriden och var i full gang med att mala. Nar nissen
ivrigt hade berdttat vad hans mor tinkte gora blev tomtefar sa tank-
full att han inte mérkte att han holl penseln sa att det droppade férg
som bildade sma rutor pa golvet.

“Det kan ju inte ga, det maste vara helt fel, nu skojar hon bara med
dig” sa han slutligen,

“men ta dessa tegelstenarna da, bara du ser till att inte tappa dem
pa tarna” tillade han lite oroligt.

13Man kan dvertyga sig om att uttrycket inom varje parentes &r minst 1 /2; det
sista talet i varje sadan summa &r nidmligen pa formen 27 for nagot naturligt tal
m, och summan inom parentesen bestar av 2! termer som alla #ir storre eller lika
med det sista. Eftersom det finns hur manga sadana parenteser som helst sa kan
man fa hela summan att bli stérre dn vilket givet tal som helst, bara man tar med
tillrackligt manga termer.
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“Ska du inte f6lja med in och titta pa” sa nissen ivrigt medan tomtefar
borjade torka upp férgen.

“Men kom nu da” sa han och sag sa bevekande ut att hans far kiinde
sig tvingad att gora honom till viljes, muttrande 6ver att det bérjade
férekomma mer och mer underliga pahitt. Niar han och nissen kom in i
koket med tegelstenarna, hade tomtemor ritat féljande mer detaljerade
skiss

FIGUR 8

och holl pa att forklara for dottern med ett resonemang om tyngd-
punkter och annat.

“For att sammanfatta” hon vinde sig nu till nissen och tomtefar

“sa om stenarna dr helt homogena sa ska det teoretiskt vara mdojligt
att lagga de sa hir som i figurerna hér; for att det ska vara latt att se sa
har jag anvant en ldngdenhet sadan att en tegelsten dr tva lingdenheter
lang; alltsa om man bara har en sten sa kan man lata upp till halva
sticka ut 6ver bordskanten utan att den trillar; i verkligheten maste man
forstas ha en liten marginal” sa hon och provade med en av stenarna
medan tomtefar forskriackt slet at sig golvmattan och knuffade in den
under bordskanten.

“Akta nu sa du inte tappar den bara”

sa han oroligt

“men visst det dar tror vi vil pa; nissen sa att du tédnkte ha hela
stenen utanfor bordskivan.”

“Vénta bara” sa tomtemor.

“Om man tar anvander fyra tegelstenar som i figuren hir sa ska det
vara mojligt att fa den Oversta att ligga helt utanfér bordet utan att
det rasar; om det inte gar dr marginalerna fér sma och da forsoker vi
med fem stycken...”

“Om vi har tillgang til tillrdckligt manga stenar kan vi fa den dversta
att ligga hur langt ut som helst, fér den hir oindliga summan blir hur
stor som helst om man bara ...” borjade tonarsdottern forklara for
tomtefar,

“Fast man maste bestdmma fran borjan hur langt ut den Gversta ska
vara, for man maste ju borja bygga underifran” tillade nissen férnums-
tigt, **

MEsr att unvika att tappa tegelstenar pa tarna eller pa parketten kan man med
fordel anvinda nagon slags littare byggklossar; har man tillgang till en ordinért
utrustad barnkammare brukar man kunna hitta nagra ratblock i tréd eller annat
nagorlunda homogent material, men &ven t ex Duplo-klossar gar bra; dominobrickor
kan duga i nédfall om man dr nagorlunda stadig pa handen.
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Och medan tomtemor star och forscker balansera tegelstenarna fran
bordskivan med barnen som intresserade askadare, och tomtefar oroligt
hémtar mattor att ligga under for att skydda parketten, sa ldmnar vi
tomtefamiljen djupt inne i skogen.

Mats Andersson 2003



