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Sammanfattning

Denna rapport behandlar transportekvationer, for framatriktad partikelstralning, som
anvénds for dosberdkning i stralningsbehandling av cancer. Vi borjar med att hérle-
da den linjara transportekvationen och féljer sedan en asymptotisk utveckling for att
ersitta integraloperatorn pa hogersidan av transportekvationen med en differentialope-
rator, kallad Fokker-Planckoperatorn, i riktningsvariabeln. Denna procedur ger oss en
konvektions-diffusionsekvation som kallas Fokker-Plancks ekvation.

En projektion av Fokker-Planckoperatorn pa enhetssfiren till tangentplanet i punk-
ten (0,0,1) ger oss Fermis ekvation. Fermis ekvation dr en férenklad version av Fokker-
Plancks ekvation framtagen for stralningspartiklar som endast avviker lite fran stral-
ningsriktningen.

Slutligen anvdnder vi en Galerkin finita element-metod for numeriska 16sningar av
Fermis ekvation.

Abstract

This paper concerns preliminary studies of, forward directed, radiation particle trans-
port equations applied in dose computation in cancer therapy. To this approach we start
with derivation of the linear transport equation and follow an asymptotic expansion pro-
cedure to replace the integral operator on the right hand side of the transport equation
by a Fokker-Planck, diffusion, differential operator in the directional variable. This
procedure yields a convection-diffusion equation called the Fokker-Planck equation.

A geometric projection of the diffusion operator on the unit sphere, to the tangent
plane to the sphere at the point (0,0, 1), yields the Fermi equation. The Fermi equation
is a simplified version of the Fokker-Planck equation, derived for the forward peaked
radiation particles used in cancer therapy.

Finally, we use a Galerkin finite element method for numerical solution of the Fermi
equation.
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1 Inledning

Inom cancerbehandling anvinds stralning for att bekdmpa elakartade tumorer. Bade friska
celler och cancerceller skadas i nagon man av stralningen, men friska celler aterhdmtar sig
béttre &n sjuka. Malet med en behandling &r att orsaka maximal skada pa tumdren och
samtidigt skona omgivande frisk vivnad sd mycket som mdojligt. For att kunna uppna detta
ar det ibland nédvéndigt att bestralningen sker fran flera hall pa ett sétt sa att stralarna mots
i tumo6ren. Behandlingen delas ocksa upp pa flera tillfdllen, sa att den omgivande vivnaden
far tid att aterhdmta sig [1].

Da partiklar stralas genom en vivnad kolliderar de med partiklar i denna och kan da sldppa
ifran sig energi samt byta riktning. For att det ska vara mgéjligt att utforma behandlingssche-
man maste man kunna utféra snabba och korrekta berdkningar av hur stralningen sprider sig
genom kroppen. Berdkningarna utfors utifran matematiska modeller vilka bygger pa ldmpliga
férenklingar av problematiken. Genom detta astadkommer man en balans mellan berdknings-
effektivitet och precision.

De matematiska modellerna utgar oftast fran transportekvationen som beskriver flédet av
partiklar i ndgot medium. I detta projekt hérleds forst transportekvationen, sedan en férenk-
ling som kallas Fokker-Plancks ekvation varefter ytterligare férenklingar leder till tva olika
ekvationer: Fermis ekvation och broad beam-ekvationen. Dérefter infors lampliga randvill-
kor, tillsammans med vilka ekvationerna utgor tva modeller: pencil beam-modellen och broad
beam-modellen. Skillnaden mellan dessa har att géra med hur man antar att stralningen som
skickas in ar férdelad. I pencil beam-modellen antar man att stralningskillan &r punktformig
och i broad beam-modellen att stralningskillan &r ett plan. I Figur 1 visas hierarkin mellan
de olika ekvationerna i hirledningen.
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Figur 1: Schematisk bild av de ekvationer vi hirleder. Pilarna representerar foérenklingar fran mer
komplicerade till enklare ekvationer.

Som en sista del i arbetet implementeras dven de tvad modellerna. Implementeringen innebér
numerisk 16sning av de partiella differentialekvationer (PDE) som modellerna bygger pa med
hjéalp av programvaran MATLAB och PDE-verktyget Puffin. De metoder som da anvinds ar
Standard Galerkin- och bakat-Euler-metoden.

Det huvudsakliga syftet med detta arbete &r att sammanstélla de viktigaste matamatiska
byggstenarna som anvénds i samband med pencil beam- och broad beam-modellerna. For
att visa hur en 16sning kan se ut, implementeras d&ven modellerna.

Da detta dr ett arbete inom tillimpad matematik, ligger fokus pa de matematiska aspekterna
av problemet ifraga. Beskrivning av fysikaliska konstanter och liknande bortses ifran och
omradet antas endast bestralas fran ett hall.



Timplementeringen anvinds inte exakt de hirledda ekvationerna, utan de forenklas ytterligare
for att kunna 16sas i farre dimensioner.

Under projektets gang har forstas hela gruppen varit engagerad i savil instudering, hér-
ledning, implementering som rapportskrivande. Grinserna #r alltsad nagot flytande, men de
individuella bidragen &r i huvudsak enligt foljande:

Kristina Nordlund Huvudforfattare till avsnitten 2.2 och 3.2.2, medforfattare till avsnit-
tet 3.2.1. Ansvarig for administration av rapport-dokumentet och for figurerna, och
medansvarig for den teoretiska framstéllningen.

Viktor Skokié Huvudforfattare till kapitel 2 utom 2.2.1 och till 3.2.1, medforfattare till
avsnittet 3.2.2. Ansvarig for den teoretiska framstéllningen.

Elin Solberg Huvudforfattare till avsnitten 3.1 och 3.2.1, medférfattare till avsnitten 2.1.1
och 2.1.2. Ansvarig for implementering.

For utforligare information om enskildas prestationer under arbetet har vi har fort en loggbok.



2 Harledning av ekvationerna

2.1 Teori

Innan vi borjar med den egentliga hirledningen av ekvationerna vill vi ndrmare férklara vissa
viktiga begrepp som vi kommer att anvinda oss av.

Bland annat vill vi kunna uttrycka funktioner i nagot ortogonalt, fullstindigt system. En
mingd av funktioner {¢,}>2, &r ett fullstindigt ortogonalt system i ett funktionsrum F
med skaldrprodukt <., ->p om alla funktioner f € F' kan skrivas som en serieutveckling i
funktionerna ¢, dvs. f = ZZOZO n@n, dar a, fas som den normerade skaldrprodukten av f
och ¢, dvs. Iy
< J,Pn >F

SR W
Ett exempel pa hur funktioner kan skrivas pa detta vis dr Fourierserier. Vi kommer att
anvinda oss av tva olika ortogonala system; Legendrepolynom och klotytfunktioner. I de
kommande tva avsnitten definierar vi dessa och hérleder nagra av deras viktigaste egenskaper.

2.1.1 Legendrepolynom

Legendrepolynomen, {P,(x)}, utgor ett ortogonalt system till funktionsrummet

1

11 ={f:(-1.1) = R: / F(@)[? dz < oo},

—1

dér skaldrprodukten definieras genom

1
< [i9>r2-10)= / fg da!
-1

Varje funktion i L?(—1,1) kan alltsi skrivas som en utveckling i Legendrepolynomen. Fér
varje n bildar de n+1 forsta Legendrepolynomen, {P;(z)}? ,, dessutom en ortogonal bas till
vektorrummet

P"(=1,1) = {p(x); p(x) polynom i (—1,1), grad(p(z)) < n}>.

Legendrepolynomen definieras genom

N
ol dan

P, (x) (x? —1)".

Fem viktiga egenskaper hos Legendrepolynomen, som vi kommer att anvénda i hirledningen
av Fokker-Plancks ekvation, ar

P,(1)=1 (2)
%pnu) —n(n+1) 3)
(2n)!
P = n. 4
k
Pe(§) = ) anYu ()Y (), (5)
1=k
déar --- i (4) star for termer av grad mindre &n n, och
! 2
< Pfr“Pm >L2(_171):: ‘/_1 Pn(fl')Pm(x) def = ménm, (6)

IDe kan formuleras mer generellt for ett funktionsrum L2(a,b), a,b € R.
2Hér, och i fortsittningen, menar vi med grad(p) graden av polynomet p.



1 om n=m
0 om n#m

dar 6, = {
Vidare uppfyller P, (z) Legendres ekvation

d d

(1= 22)=— —

& (a-angr) +ar=o )
for A=n(n+1).
Egenskaperna (2)-(6) star att finna i till exempel [2], och vi anvénder dem hér utan hérledning.

Egenskapen (7) &r avgorande for den kommande framstéllningen, och vi dgnar resterande del
av detta avsnitt at att visa att Legendrepolynomen har denna egenskap.

Betrakta till att borja med funktionen

o) i= g (1= 5 Pu)) =  p - L (5 7u@).

Enligt (4) &r grad(P,(x)) = n vilket innebér att

d?
grad< = (x)) n

ot (2 (1)) . ®

Alltsa &r g(x) ett polynom av grad n. De tva ledande termerna i detta polynom kommer fran

polynomet,
d ( ,d
— —P, .
dz <I dz (a:))
Enligt (4) géller nu att

() - (2

Utifran detta konstaterar vi att

och

3
L
+
N
I
o
=S
=
S
+
=
8]
3
+

g(x) +n(n+1)Py(x)

ar ett polynom av grad hogst n — 1. Enligt ovan &dr dock {P;(z)}7_, en bas till P*(—1,1) och
alltsa finns ¢;, i =0... ,n — 1 sddana att g(x) +n(n + 1)P,(z) = Z?;Ol ¢iPi(x).
For att visa att Legendrepolynomen 16ser (7) ricker det alltsd att visa att ¢; = 0 for ¢ =

0,... ,n — 1. Koefficienterna ¢; berdknas som vanligt ndr man har en ortogonal bas i ett
vektorrum genom

< g(z)+n(n+1)P,(z), Pi(z) >
| Pi(2)]?
_< g(x), Pi(z) > +n(n+1) < P,(x), P;(z) > )
|7 ()| '

C; =

Eftersom ¢ <mn — 1 sa ar < P,(z), P;(x) >= 0, tack vare Legendrepolynomens ortogonalitet
(6). Det ger att taljarens andra term &r noll for alla 4. For att visa att dven taljarens forsta
term dr noll borjar vi med att partialintegrera tva ganger och bada gangerna notera att



1—22=0fér x =—1,1, vilket ger

< g(2), P(x) > = /11 % ((1 _ xQ);;Pn(x)) Pi(2)dz

| - [0 () (re) i
__ [pn(z)ax?) <d‘ia(x))]l_l+/ll Pu(x )di <(1x2)diﬂ(x)> do

= < P,(2), d‘i ((1—x2)dip(x)> >

- (£20) i)

Precis som ovan, i (8), har vi att den hogra termen i denna skaldrprodukt &r ett polynom av
grad 4 och alltsd kan skrivas som en linjirkombination av P, (x)m o- Vi har da, tack vare
linjariteten hos skaldrprodukt, ortogonaliteten hos Legendrepolynom samt det faktum att
1 <n—1,att

< Py(x), % ((1 — xQ)dde (ac)) > = < Py(x), Z A P () >
m=0

= am < Pu(z), Pp(x) > =0.
m=0

Vi har nu visat att bada termerna i téljaren i (9) dr noll f6r alla i. Med andra ord ar samtliga
¢; = 0 och vi har ddrmed visat att P,(z) loser (7) for A = n(n + 1).

2.1.2 Klotytfunktioner

Klotytfunktioner (eng. spherical harmonics) ar nira besliktade med Legendrepolynom men
ger en ortogonal bas till funktionsrummet L?(S5?) 2 istéllet for till L2(—1,1). Klotytfunktio-
nerna dyker upp naturligt da Laplaces egenvirdesekvation?

Au = —)du, (10)

med egenvirden A\ = n(n + 1), studeras pa enhetssféren.

Klotytfunktionerna, Y;,,,, definieras i termer av Legendrepolynomen, P, , som
Yo () := P (€)ei™?, diir @ € S2, n€Noch m € Z
Pr(€) = (1= )2 gle m > 0
P (&) = Pr(8).

Har dr € = cos(f), 6 ar polvinkeln och ¢ dr azimuthvinkeln. Vi illustrerar detta i Figur 2.

3L2(S?) #r ett funktionsrum, definierat pd samma sitt som L?(—1,1) men med S2, d.v.s. enhetssfiren i
R3, som definitionsméngd istéllet for (—1,1).
82 + 22 + 4 62

4Laplaceoperatorn #r A = V2 = 97
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Figur 2: Illustration av sfiriska vinklar. 6 dr vinkeln mot z-axeln, och kallas polvinkeln, medan ¢
ar vinkeln mellan projektionen pa xy-planet och z-axeln, och kallas azimuthvinkeln

Eftersom vi vill betrakta Laplaces egenviardesekvation pa en sfar skriver vi om Laplaceope-
ratorn i sfariska koordinater, och far, pa en sfiar med radie r, operatorn

1 1 0 /(. ou 1 9%u
2 (sm(e)aa ( n(é )aa> TS )a¢2) (11)
Under variabelbytet £ = cos(#) géller for en godtycklig deriverbar funktion f(§) att
1 0 0
Genom att anvinda (12) tva ganger far vi nu
1 9 (. 0 a (. . 9
Sn (@) 90 (mn(@)aeu(f)) = ~ % (51n(9)(— 51n(9))a§u(§)>
0 0
= € ((1 — cos?(0)) (%u(f)>
0 9 O
- w(a-e o). (13)

Laplaceoperatorn (11) &r alltsd under detta variabelbyte ekvivalent med operatorn
%2 {8%(1 — 52)8% + (ﬁ) ddﬂ} Da r = 1 kallas denna for Fokker-Planckoperatorn och be-
tecknas Lpp.

Laplaces egenvirdesekvation (10) blir p& enhetssfiren
Lrppu=—JMu
54
[%0-% + () & +A|u=0 (14)

Vi ska visa att klotytfunktionerna, Y;,,,,(Q2), uppfyller differentialekvationen (14) for
A =n(n+1). For detta utnyttjar vi klotytfunktionernas ortogonalitet

4 1
Yo, Y; = [ Y (Q)Y7(R) d = — ) 6kbot, (15
VoV mpsni= [ Von(@Va@) a2 = (570) (22 )b (19

dir * betyder komplexkonjugat och ay,, = &mD! [3]-

(n+[m]!

For att visa att klotytfunktionerna uppfyller (14) anvinder vi oss av variabelseparation; vi
soker en 16sning till (14) pa formen u(§, ¢) = F(§)G(¢). Om vi sétter in denna ansats i (14)
och gor nagra omskrivningar erhélles, da F(£) # 0, G(¢) # 0, ekvationen

-/ 2269
e (%( - F (5>+AF<5>) ke i) (16)



Da vi foljer det vanliga tillvigagangssittet vid anvindning av variabelseparation, se till ex-
empel [2], innebér detta att det finns en konstant, p, sidan att

1-&(0 29 _
& (- @ +AF©) = (17)
och 52
Za)
a@ " (18)

Vi kan nu 16sa de ordinéra differentialekvationerna (17) och (18) var fér sig och produkten
av deras l6sningar blir da en 16sning till (14).

Losningar till (18) ges av G(¢) = ae'™® + Be~*¢ diir k? = p [2]. Eftersom bakgrunden till
(14), och dérmed till (18), &r ett egenviirdesproblem pa sfiren, intresserar vi oss hiir enbart
for 16sningar med period 27, varfér k € Z. Speciellt ser vi att {e?*®}2° _ &r 18sningar till
(18).

For att finna l6sningar till (17) atervénder vi till Legendres ekvation (7), nu uttryckt i € istéllet
for i x. Lat k vara ett positivt heltal och 1at w(€) vara en 16sning till (7). Produktregeln for

derivator siger att
j=k+1

(fg)*0 = "

=0
och later vi i detta uttryck f(£) =1 — &2 och g(&) = d%w(f) far vi

B+ Gy, (k1)
A1 Y ’

d (k+1)
<(1 - 52)“’> = (1= &) —2(k + Déw® ) — k(k + ™.

Vi tar hjélp av denna identitet for att derivera (7) k ganger, och far differentialekvationen
(1 = H)w*+D —2(k + 1)éw™ Y — k(k 4+ 1)w® 4+ xw® =0, (19)
som forstas dr uppfylld f6r varje funktion w som uppfyller (7) och ar k + 2 ganger deriverbar.

Vi infoér nu funktionen

S(€) = (1 =) *u®

som en losningskandidat till (17). Med denna definition av S far vi genom elementira, men
aningen langa, berdkningar likheten

L(a-e%500)

= (1= €)M2((1 - )uw®HD) = 2k + 1w+ 4 Kugs — k(k+ 1)w® ). (20)

Innehallet i hogerledets stora parentes dr snarlikt vénsterledet i (19) och genom att ligga till
och dra ifran Aw(®) erhaller vi

(g - KO
& (0-e550) = 25 s,

Vi ser att om w 16ser (7) s& 1oser S(€) (17). I forra avsnittet visade vi att Legendrepolynomet
P, (&) loser (7) for A = n(n + 1), s& vi kan, for varje n =0, 1,2, ..., vilja w = P,. Vi far da

dk
— _ e2\(k/2) _. pk
S(6) = (1= )72 T2 Pa(O) = PEE)
dir PF(¢) 16ser (17) med A = n(n + 1).

Vi har nu hittat 16sningarna P¥(¢) respektive {e?*¢}2° _ till ekvationerna (17) och (18), och
produkten P¥(£)et*? 16ser diirmed (14) fér k € Z, n = 0,1,2,.... Men detta &r precis defini-
tionen av klotytfunktioner, och vi har darmed visat att klotytfunktionerna, som definierade
ovan, 16ser Laplaces egenvirdesekvation pa enhetssfiaren (14).



2.2 Hairledning

Nu nér vi har de verktyg vi behover kan vi borja med att hérleda alla ekvationer for att
dérefter implementera och 16sa dem.

Vi kommer forst att hirleda transportekvationen, som sedan leder till Fokker-Plancks ekva-
tion. Dessa dr utgangspunkter for pencil beam- och broad beam-modellen.

I bade pencil beam- och broad beam-modellen skickas stralningen in parallellt med z-axeln;
den kommer dock att se lite olika ut i de tva fallen. Stralningen bestar av partiklar som da och
da under sin bana &r involverade i kollisioner. Vid en kollision &ndras en partikels energi och
riktning. Om all energi avges séger vi att partikeln absorberats, och vi intresserar oss ej for
den direfter. Vi approximerar det bestrilade omradet med en lada i R® sidan att(z,y,2) €
[—xo, o] X [=Y0, o] % [0, L]. Nedan foljer de variabler och funktioner vi kommer att anvinda.

x = (x,y,2) € R &r partikelns position

E’' € R &r partikelns energi innan kollision

E € R éar partikelns energi efter kollision

Q' € S? ir partikelns riktning innan kollision - alla riktningar antas ha lingd 1
Q = (u,m,7) € S? ér partikelns riktning efter kollision

v = vQ &r partikelns hastighet, dir v &r partikelns fart: v = |v|

N(x,Q,E,t) ar densiteten av partiklar vid tiden ¢ med avseende pa sévil vinkel och energi
som position

osa(E', E,Q ) kallas spridningskiirna (eng. scattering kernel). Den &r ett matt pa sanno-
likheten per langdenhet att en partikel, med energi E’ och riktning €', kolliderar och
far ny energi F och ny riktning Q.

os(x, E') kallas spridningstvirsnitt (eng. scattering cross section). Det &r sannolikheten per
langdenhet for en partikel med energin E’ att kollidera utan att absorberas. Sprid-
ningstvirsnittet fas genom att integrera osa med avseende pa E och riktningsforind-
ringen.

oa(x, E') kallas absorptionstvirsnitt (eng. absorption cross section). Det dr sannolikheten
per langdenhet att en partikel ska kollidera och absorberas.

oot (X, B') = 05(x, F') + 04(x, E') kallas totalt tviirsnitt (eng. total cross section). Det &r
den totala sannolikheten per lingdenhet for partikelkollision.

2.2.1 Transportekvationen

Vi kommer hér att hirleda transportekvationen for stralning med neutroner. Eftersom vi
bortser fran kollisioner mellan laddade partiklar i stralningen, och endast tar hinsyn till
kollisioner mellan bestralningspartiklar och bakgrundspartiklar s& kan vi anvinda oss av en
linjar transportekvation som beskriver transport av neutroner.

Vi antar att en neutron &r en punktformig partikel med positionsvektor x = (z,y, z), hastig-
het v =vQ och energi E, och Q = (i, n,7) dr enhetsvektorn i rorelseriktningen.

Vi later dven N(x,Q, E,t)dVdQdE vara antalet neutroner vid tiden ¢ i volymen dV runt x
med energi dE runt E och i riktningar d€2 runt €. Vi vill ta reda pa vad som hénder denna
méingd neutroner nir man foljer dem under ett litet tidsintervall av lingden At.

Sannolikheten att en neutron kolliderar med nagot i tidsintervallet At &r
Otot (X, E)’UAt

ty farten multiplicerat med tiden, vAt, &r strickan neutronen fardas och o;,; ar sannolikhet
per langdenhet. Om detta h&nder sa kan neutronen antingen byta riktning och energi eller



absorberas helt, det vill sidga fa energi noll. I bada fallen kommer neutronen inte langre att
finnas med i méngden av neutroner vi betraktade eftersom de hade en viss riktning €2 och en
viss energi E. Dérfor kommer sannolikheten att en neutron stannar kvar i méngden att vara

1 — 010t (%, E)v AL,
sa nir tiden At har gatt kommer antalet neutroner som &r kvar i mingden att vara
(1 — oot (x, E)vAt) N(x,Q, E, t)dVdQdE. (21)
Dessa neutroner kommer att anlénda till positionen x + QuAt vid tiden ¢ + At.

Sannolikheten for kollision om man har energin E’ pé& position x fis genom att integrera
osa(E', E, Q' Q) 6ver alla mojliga riktningsforandringar och dver alla mojliga slutenergier
(ej negativa ty sannolikheten att fa en negativ energi ar noll). Alltsa far vi

US(X,E/)Z/ / osn(E',E, Q' Q) dQ dE. (22)
0 Js2

Da vi antar att mediet stralningen fardas i ar isotropiskt beror sannolikheten att fa en ny
riktning pa vinkeln mellan den gamla och den nya riktningen - ej pa det rigida koordinatsyste-
met. Vi betraktar ddrmed vinkeln 6 mellan Q' och Q och infér variabeln £ = cos(6) = - Q.
Integrerat 6ver hela varvet, 2, blir spridningstvérsnittet

1 [e%s)
a8 =2 [ 1 /0 0ua(F,E,€) dF dé. (23)

Detta samband kommer senare att anvindas da vi gar fran transportekvationen till Fokker-
Plancks ekvation.

For att fa fram hur manga neutroner som tillkommer i mingden vi har som resultat av en
kollision integrerar vi antalet neutroner multiplicerat med strickan v’ At, samt sannolikheten
att fa ratt energi och riktning, Gver alla mojliga energier och riktningar som neutronerna kan
ha fran borjan.

o0
( / / osa(E B, Q' N(x,Q,E t) dS dE’) AV AQAEAt. (24)
0 S2

Det kan dven tillkomma neutroner fran andra kéllor men eftersom vi antar att det inte hander
har vi inte med nagon term for det i ekvationen.

Sa nu har vi att densiteten av neutroner pa positionen x + QuAt vid tiden ¢ + At dr
N(x+ QuAt,Q Bt + At) = N(x,Q, E, t)(1 — 040t (x, E)vAt) +

+< / / oo (B, B, Qv N(x,Q, E,t) dQ dE') AV AQAEAt. (25)
0 S2

Nu lagger vi till och drar bort N(x,Q, E, t+ At), och far efter lite omarrangering av termerna
att

lim
At—0

[N(x + QUALQ, Et+ At) — N(x,Q,E, t + At) + N(x,Q, E, t + At) — N(x, 9, E, t)
At

— (%, E)oN(x, Q, B, 1) + / / oon(E B, QN (x, @, E' 1) d dE'.  (26)
0 S2

Eftersom N(x,Q,E t+ At)— N(x,Q,E,t ON(x,Q, E,t
lim (Xa Lyt + )7 (Xa s 9 ) _ (Xa s 4y ) (27)
At—0 At ot




och

. N(x+ QAL Q E,t+ At) — N(x,Q, E, t + At)
lim
At—0 At

—0Q-V,N(x,Q,E,t) (28

sd far vi att

ON(x,Q,E,t
M +0Q - V.N(x,Q,E,t) + 010t (x, E)uN(x,Q, E,t)

ot
:/ / osn(E',E, Q' Q) N(x, Q' E' t) dQ dE'. (29)
0 S2

Om vi later ¥(x,Q, E,t) = vN(x,9, E,t) vara flodet far vi slutligen transportekvationen

199(x,9, B, 1)

” Y + Q- Vo (x,Q,E t) + 010t (x, E)(x,€2, E, 1)

/ / osa(E E,Q, Q)(x,Q, E,t) d dE'. (30)
0 S2

2.2.2 Fokker-Plancks ekvation

Forenkling av transportekvationen

Det vi vill f4 fram genom att lsa transportekvationen ar o (x, E,€2,t), som beskriver flo-
det av partiklar med energi E och riktning €2 i position x. Att utféra detta analytiskt &r
i allminhet inte md6jligt utan man &r hinvisad till approximativa, numeriska metoder. Men
transportekvationen utgdr en si kallad integral-differential ekvation® vilken #r svar att 16sa
med numeriska metoder. Det krévs darfor att ekvationen forenklas avsevért, for att bli mojlig
att ta sig an med t.ex. en Galerkinmetod. Nedan kommer vi att genomféra sddana férenk-
lingar och foljer dirvid Pomraning [4]. Vi kommer att utveckla detaljer och resonemang som
inte beskrivs utforligt i [4].

Flodet beror av bade x, F, £ och t men vi kommer inte att skriva ut beroendet av x eftersom
det inte paverkar berdkningarna. Vidare kommer vi enbart att intressera oss for stationira
16sningar, det vill siga l6sningar som &r konstanta Over tid, varfor vi kan avstd fran att
skriva ut tidsberoendet och konstaterar de termer som innehéaller en tidsderivata da blir noll.
Utgangspunkten dr alltsa transportekvationen som under dessa forutsiattningar lyder

Q ° vxw(Ev Q) + O—tot(E)w(Ev Q) = /ow/92 USA(Ela E7€)w(E/7 Q,) dQ/ dEl (31)

H&r har vi utnyttjat samma variabelsubstitution som i (23), £ = Q' - Q.

Som en forsta forberedelse for vara forenklingar kommer vi att utveckla osa (E', E,€) i Le-
gendreploynom Py (€) vilket &r ett naturligt val av basfunktioner da £ varierar mellan -1 och
1. Denna utveckling genomfors alltsa i variabeln & varfor koefficienterna kommer att bero av
bade F och E’. Vi far

UsA(ElyE,f) _ Z <2k+ 1

k=0

) osk(E', E)Py(€). (32)

Vi betraktar hiir hela uttrycket (22£1) o). (E’, E) som a,, i standardformen for koefficienterna
i ett fullstdndigt ortogonalt system, se (1). Anledningen till att vi gér s kommer att framga

5Den innehéller savil integraler som derivator av 16sningsfunktionen
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lingre fram. Vi har nu for koefficienterna (24t1) o, (E, E)

S E’? E’ 7P 2(—
<2k—|— 1> c(EE) — < osa( 5)2 % (§) >r2(-1.1)
™ 2k+1
2k +1
= 9 < O'SA(EI,E,g),Pk(g) >L2(*1,1)
2k+1 [* ,
- & / oon (B B,€)Py(€) d (33)
1
(34)

Flodet, ¢ (E’, ), utvecklar vi istallet i klotytfunktioner. Denna utveckling genomfor vi i €0,
som ju varierar &ver S2, och koefficienterna i denna utveckling kommer alltsi att bero av E'.

Vi far .
v = Z 2 <2n+ 1) @ Ynin () Yo (). (35)

n=0m=—n

2n+1

Hir betraktar vi, precis som ovan, hela uttrycket (22) @y tonm (E’) som a,, i standardfor-
men for koefficienterna i en serieutveckling, se (1), dar anm 8r som 1 (15). Koefficienterna ges
med andra ord av

<2n+1> ’Q/J < w(E/7QI)7Ynm(QI) >L2(Sz)
UpmWPnm = In
Am (2n+1l)anm

_ (2n+ 1) Can/ Q/J(E,,Q/)YHHL(Q/)dQ,
47 S2

Nu studerar vi den innersta integralen i hogerledet av transportekvationen (31) och kallar
den for 1.

I:/ oon(E' B OW(E, Q) ds
SQ

Om vi i detta uttryck introducerar utvecklingarna av osa och v, det vill séga (32) respektive
(35), och flyttar de faktorer som inte beror av €’ ut ur integralen far I formen

Izi i Zn: (2“1) <2"4:1> sk (B B (E') /S (€)Y () 4. (30)

k=0 n=0

Vi utgar under detta steg ifran att det &r tillatet att byta plats pa summation och integration.
Motsvarande antagande gors genomgaende under denna hirledning.

Detta uttryck for I vill vi nu férenkla och fokuserar pa integralen i slutet som vi betecknar
med J.

J= [ Pu(&)Ym(Y) d¥.
52

For att angripa J anvénder vi oss nu av (5) som siger att

Py(&) = D anYu(@)Ya (@) (37)
l=—k

dar £ = Q- Q' precis som ovan.
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Satter vi in detta uttryck for Py (£) i J och utnyttjar ortogonaliteten hos klotytfunktionerna
(15) kan vi utfora foljande berdkningar:

/ (Zakzm Y,:zm’)) V(€0 dY

J

l=—k

Z gt Y (2 / Youm ()Y (2') dQ¥
I—k
_ o andT ) 38

Hér &r 4, definierad som i avsnittet om Legendrepolynom.

Vi utnyttjar nu detta uttryck fér J i (36). Definitionen av d,; medfor d& att endast de termer
didr n = k kommer att ha betydelse, resten kommer att férsvinna. Vi far med andra ord att

=3 3 ()t B Yo @) ().

Sétter vi sa in denna form for I i (31) och flyttar alla faktorer som &r oberoende av E’ ut ur
integralen far vi ekvationen

Q -V, )(E, Q) + 010t (E)(E, Q)

= Z Z <2n + 1> A Yy (£2) /Ooogsn(E/,E)z/}nm(E') dE'. (39)

n=0m=-—n

Vi har alltsa lyckats avldgsna en av integralerna i transportekvationen till férman for en
dubbelsumma. Om vi nu slutligen infér uttrycket for o, det vill sdga (33), i denna ekvation
och delar upp oy i en absorptionsterm o, och en spridningsterm o far vi

Q- vz'l/}(Evﬂ) + (UG(E) + Js(E)W(EaQ)

=3 3 (2 b)) [ PaosB B deaE 0

n=0m=—n

Denna form av transportekvationen kommer att vara utgangspunkten nédr vi nu gar vidare
for att hérleda Fokker-Plancks ekvation.

Asymptotisk utveckling

Vi antar att langdenheten &r vald sa att storleken av systemet partiklarna ror sig i r av
ordning O(1)¢. Eftersom partiklarna firdas endast en mycket kort striicka mellan varje kol-
lision &r da os(E) > 1; det kommer att dga rum ett stort antal kollisioner per enhetsldngd.
Vi behover arbeta med nagot av ordning O(1) och infér darfor

Gs(E) = Acs(E) (41)
dér 65(E) = O(1) och 0 < A < 1 &r av samma storleksordning som fria medelviigen (eng.
mean free path), det vill siga den genomsnittliga stricka en partikel fardas mellan tva kolli-
sioner.

Vi vill utféra en liknande skalning for osa, spridningskirnan, och gor darfor variabelbytet

E —

x = , 0<exl (42)

3
1—
y:7§§,0<6<<1. (43)

6 Att f(x) dr O(g(x)) betyder att ’gcgg ir begrinsad da = — 0.
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Vi definierar nu 65A som
&SA(E/79€7?J) :AUSA(Elanf)' (44)

D& &r 65 av ordningen O(1) och derivatorna med avseende pé z och y antas vara O(1) da
€,0 — 0 [4]. Betraktad ur var ursprungliga skalning dr da 6,4 mindre koncentrerad kring
£ =1o0ch E' = E &n osa och kraftigt dimpad. Omvéint kommer var ursprungliga osa i var
nya skalning att framst& som mycket koncentrerad kring x = 0 och y = 0. Vi infor 44 i (40)
och erhaller

- Vo059 + (0n(8) + 5 ) 0(E.2)

:%i z": (2n;1>aannm(Q)

n=0m=—n

> / ! S / E'—FE 1 *é !
/0 ¢nm(E ) /;1Pn(§)USA (E, c 75) dg dE". (45)

Det vi nu soker dr den asymptotiska grinsen av (45) da e, 6 och A gar mot noll. Vi kommer
forst att koncentrera oss pa dubbelintegralen i detta uttryck, vilket &r naturligt da det ar
dédr € och ¢ férekommer. 27 multiplicerat med denna dubbelintegral kommer vi att beteckna

med K ) . ¢
2 [ R , B — 1— , ,
K= K/0 /_1Pn(§)JSA (E, . ’5) UVpm (E') d€ dE'.

Vi byter nu variabler i K fran E’ och £ till z och y enligt (42) och (43) och far

_ 27ed

K
A

00 2/6
/ / Pu(1— 84)6sa(E + 22, 2, y)bm(E + cx) dy da.
—E/eJO

Detta uttryck kommer vi nu att Taylorutveckla runt e = § = 0. Vi behaller dérvid linjara
termer i  och kvadratiska termer i €, resten kommer vi att bortse ifran. Denna utveckling
ger oss foljande uttryck for K

TE. 8] 1 /
K =258 [ [¥°[P.(1) - yP;(1) + O(5)]

[t gl + ZE fr 4+ O()] 6a (B, 2,9)0(B)] dy do. (46)

Den undre grénsen i integralen i z-led utgor ett problem fér kommande steg och vi skulle
vilja ersidtta den med med —oo. Ett sadant byte introducerar naturligtvis ett fel, men sa lange
detta fel &r hogst O(e?) dr detta acceptabelt da vi redan valt att forsumma termer av sadan
storleksordning. Hur stort felet blir beror pa hur snabbt ¢ klingar av kring sitt maximum i
x = 0. Exponentiellt avtagande funktioner uppfor sig asymptotiskt som e~ 1*l for vilken det
géller att

—0o0

/ ) e~ 17l dy = [—ew]fE/E = —e Pz,

— 00

Felet avtar alltsa exponentiellt i € och utgoér dédrmed inget problem. Vi kommer dérfér att
anta att 4 avtar exponentiellt i x.

Vi kommer vidare att bortse fran korstermer mellan ¢ och § d& dessa inte brukar tas i
beaktande nir man studerar Fokker-Planck ekvationen. Anvinder vi nu (2) och (3), delar
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upp uttrycket samt grupperar termerna utifran deras koefficient kan vi skriva om (46) som

_ 2med
A

n(n+ Dmed? [ (29
e O [ s B ) () dy d
S

2me%5 9
A OE

7r535 0? 2/9
N /m/ 225, (B, 2, 9)Vnm(E) dy d. (47)

K

o r2/5
m/ [14+O(6% + &6+ €)|6.a(E, 2, y)onm(E) dy dx
—ool0

oo r2/6
/ / 20sa(E, 2, 9)nm(F) dy dx
oo J0O

Vi utfér nu dnnu ett variabelbyte, néra beslédktat med (42) och (43) men nagot varierat,
_E-F
¢

_1-¢

Om vi applicerar detta variabelbyte pa K, noterar att jacobianen blir $ och dndrar integ-
rationsordningen” i bada variablerna far vi istillet

2 [e%s) 1 E_ E/ 1
:Kﬂ- /_m/_l[l + 0(52 —|—€5+53)]6’5A(E, . ’Tg)wnm(E) dy¢ dE'
[e’e) 1 . ’ _
- W [m[l(l —§)osn(E, g %)wnm(E) d¢ dE'

271' 8 E E/ 1_5 )

0 ) E-B 1- ,
+%8E2 /J (E—E' (B, —— 5 5)1/Jnm(E) d¢ dF'. (48)

Vi kan i dessa integraler utan vidare ersidtta grinsen —oo med 0 da negativa energier inte
forkommer och integralerna over negativa E’ foljaktligen &r noll. Om vi nu gar tillbaka fran
Gsa till var ursprungliga osa och utnyttjar (23) pa den forsta termen i K far vi

K = 04(E)¢nm(E) — n(n+ 1)T(E)nm(E) + 5 [S(E)tnm(E)]

+ 52 [R(E) b (B)] + O (£t (49)
dér vi har definierat:
©) = [ [ (- go.a(e. 508 = 0() (50)
S(E) = 27 /Ooo /ll(E ~ B)o.a(B, B dedE' = O(%) (51)
rEy o [ [ 11<E B Pou(B g’ = 0(5) (52)

For att kunna uttala oss om storleksordningen hos dessa integraler har vi antagit att in-
tegrandernas storleksordningar bevaras under integrationen.

7Alltsa byter plats p& den 6vre och undre integrationsgrinsen och dirmed fir ut ett minustecken. D4 vi
utfor tva sddana byten tillkommer bara en faktor 1.
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R(FE) &r uppenbarligen av mindre ordning &n 6vriga termer och vi kommer darfor att bortse
fran denna. Utnyttjar vi nu (49) och anvénder detta uttryck for K i (45) far vi nedanstéaende
ekvation, utifran vilken vi kan inleda vara slutliga forenklingar. Vi har

Q- Voo (E,Q) + [0a(E) + 0s(E)[Y(E, Q)

Yy (Z252) Yo (@) (02BN ()
n=0m=—n

(4 T (E ) (E) + 8[S<E>wnm<E>1) e ( (53)

02 +ed+e
oF '

A

Forsta delen av summan i hogerledet kan nu strykas mot o4 (F)y(F, €2) i vinsterledet enligt
(35). Att utfora nésta delsummation &r inte lika trivialt da dar forekommer en faktor —n(n+
1). Denna kan dock avligsnas genom att utnyttja att klotytfunktionerna uppfyller (14) med
A =n(n+1), det vill sdga sambandet —n(n+1)Y,,,,, = LppY,m. Direfter utfors summationen
precis som i forsta delsumman med hénvisning till (35). Den tredje delsumman utfors analogt
med den forsta. Dessa forenklingar utmynnar da i

Q- Vaﬂﬁ(E, Q) + Ua(E)w(E’ Q)

(54)

oE

~ (B Lo, + SisEE ) +0 (P,

For att forenkla denna ekvation ytterligare antar vi att vi har energioberoende vilket tillater
oss att stryka den term som deriveras med avseende pa E. Vi antar dven att partiklarna inte
kan absorberas, det vill sdga att o, = 0.

Vi gor dessutom en uppskattning av T(E) genom att uppskatta osa med de tva forsta
termerna i dess Legendreutveckling och dérefter utféra integrationen Sver €. Vi utfor med
andra ord berdkningarna

o) 1
15) =« [ [ (-geaEr .

Q

[ [ a-0(fownio+ g ri©) s

1 (o) 1
Z / / Os0 + 30’815 - 0'506 - 3051£2d§dE/
0 —1

1 /°° T 3 1 1 g
4 o 050 2031 050 2081 2050 Os1 2050 Os1

= / wdE’ — T(E). (55)
0

Sammantaget leder dessa forenklingar, om vi bortser fran feltermerna i (54), fram till Fokker-
Plancks ekvation

@00 - 28) [ L0+ () o] v (56)

Vi har hiir skrivit ut Lrpp med 7 som variabel istéllet for med £ som i avsnitt 2.1.1, f6r att
ansluta oss till vara beteckningar i detta avsnitt. £ betecknade tidigare polvinkeln i polédra
koordinater, vilket med var notation € = (u,n,) ir precis detsamma som -.

I och med (56) har vi lyckats dstadkomma en forenkling av (31) dar alla integraler dr avldgs-
nade och det endast forekommer derivator. Vi borjar ddrmed ndrma oss en form som dr mojlig
att 10sa med en Galerkin-metod. I nista avsnitt kommer vi att genomfora de forenklingar
som aterstar innan vi slutligen kan tilldimpa en sadan.
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2.2.3 Fermis ekvation

Enligt beteckningen, Lgp, pa Fokker-Planckoperatorn som vi infort tidigare kan (56) skrivas
som
Q-Vop(Q2) = T(E)Lrpy(2).

Som vi sett tidigare, se avsnitt 2.1.1, & Lgp helt enkelt Laplaceoperatorn pa en sfar med
radie 1, vilket vi nu ska anvianda for att férenkla ekvationen.

For att gora geometrin enklare och undvika en frihetsgrad approximerar vi den halva av
enhetssfiren dir v > 0 med planet v = 1, se Figur 3. Vi utfor, som foreslaget av Ivarez et al.
i [8], en radiell projektion , P : S — (u,7,1), av enhetssfirshalvan pa tangentplanet genom
punkten (0,0,1).

Figur 3: Projektion av halvsfiren pa planet v = 1. For att det ska bli entydigt projiceras endast
hégra halvan av enhetssfaren.

For att se att detta inte &r en alltfor stor inskrdnkning bildar vi nu mingden

My = {(1,1,7) € §% cos(0) = 7}

som &r en cirkel pa enhetssfaren. Den cirkeln projicerar vi nu pa planet v = 1 och far P[My].
P[My] bildar da en cirkel pa planet v = 1 som ligger pa en sfir med centrum i origo och
radie (1 + tan® 9)1/2. Laplaceoperatorn pa denna nya sfir kommer da att skilja sig fran
Laplaceoperatorn pa den ursprungliga sfaren med en faktor T% = e (11), vilket ju

gar mot 1 da 6 gar mot 0.

1
1+tan20 S

Om vi nu later 2 variera i projektionsplanet (u,n,1) istéllet for i enhetssfiaren och ersitter
Lrp med Laplaceoperatorn pa det planet erhaller vi

U R U Py %Y
Mafw"f'??afy‘i‘E—T(E) <aﬂ2+87]2> (57)

Denna ekvation kallas Fermis ekvation och den &r en god approximation, enligt det tidigare
resonemanget, av (56) d& spridningsvinkeln, 6, ar liten.

2.2.4 Broad beam-ekvationen

I broad beam-modellen antas det att stralningskéllan &r homogen Gver hela xy-planet och att
stralningen &ar parallell med z-axeln,vilket illustreras i Figur 4.
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Figur 4: Stralningsriktning i broad beam-modellen. Pilarna i figuren visar var och med vilken rikt-
ning stralningen skickas in.

Detta medfor av symmetriskil att 16sningen blir oberoende av x,y och ¢ vilket innebér att vi
kan, genom att helt enkelt ta bort derivatorna med avseende pa x, y och ¢ da de blir noll,
reducera (56) till

() 0 0

VO —1(E) | -0 -5 | v 58)

Detta ar den ekvation man loser for att fa fram flodet 1 broad beam modellen.
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3 Implementering av modellerna

3.1 Introduktion till Standard Galerkin-metoden

Vi ger en kort introduktion till finita element-metoden, och sdrskilt Standard Galerkin-
metoden, som vi anvinder vid implementeringen av vara modeller. Vi utgar fran framstéll-
ningen i [7] av Eriksson et al, och hénvisar den intresserade ldsaren till denna bok for en
djupare genomgang av finita element-metoden.

Finita element-metoden anvinds for att 16sa partiella differentialekvationer numeriskt, genom
att approximera den exakta losningen med en funktion i ett funktionsrum, forséksrummet
(eng. trial space) V,, med dndligt antal dimensioner. Den exakta 16sningen antas ligga i ett
odndligdimensionellt funktionsrum V', och V}, viljs som ett delrum till V.

Forsta steget ar att skriva differentialekvationen pa sa kallad svag form, dven kallad vari-
ationsformulering (eng. variational formulation). Detta gors i Standard Galerkin-metoden
genom att hela ekvationen skaldrmultipliceras, i en lampligt vald skaldrprodukt, med en
testfunktion v € V. Det gar att visa att variationsformuleringen &r ekvivalent med den
ursprungliga differentialekvationen. Vi konkretiserar proceduren med ett exempel: for diffe-
rentialekvationen

u'(z) = du(z) = f(z), = € (—1,1), (59)

dar f(x) &r en kind funktion, definierar vi skaldrprodukten < g, h >= fil g(x)h(z) dz, och
ekvationen pa svag form blir

-1

/ (v (x) — Au(z))v(z)dz = /_1 f(@)v(z)dx, Yv eV
=

<v,o>—-A<u,v> =< fv>, YweV. (60)

Nista steg, diskretiseringen, ar att valja ett lampligt, dndligdimensionellt forséksrum Vj,
som vi soker en approximativ 16sning i, och ett dndligdimensionellt testrum (eng. test space),
dven det ett delrum till V', som testfunktionerna v ska tillhéra. Vi later hir testrummet vara
samma rum som férséksrummet, och hanterar alltsa endast tva funktionsrum, V och V. Ett
vanligt val av férsksrum, som dven vi anviinder, &r rummet av styckvis linjira funktioner
(pa en lamplig triangulering, 7y, av definitionsméngden). Finita element-formuleringen av
problemet lyder nu: hitta en funktion U € V}, som uppfyller variationsformuleringen f6r alla
v € V. I exemplet far vi: hitta U € V},, sa att

<U,v>-A<Uv>=<fv> YveV,. (61)

Eftersom rummet V}, dr dndligdimensionellt, med dimension M sig, kan vi hitta en bas for
det. For valet V}, = {styckvis linjéira funktioner i V} utgdrs en limplig bas av {¢;(x)},,
dér for varje @ ¢; r styckvis linjér, och har funktionsvirdet 0 i alla noder utom noden x;, dér
funktionsvérdet dr 1. En férdel med denna bas &r att den &r nistan ortogonal, vilket under-
lattar berdkningarna. Figur 5 illustrerar basfunktionerna ¢1, ¢o och ¢3, i det endimensionella
fallet.

0.8

0.6

0.4

02

Figur 5: Basfunktioner till rummet av styckvis linjara funktioner i en dimension.
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Eftersom U € V,, kan vi nu skriva U som en linjdrkombination av basfunktionerna pa formen
M

U=> &), (62)
j=1

dér koefficienterna §; dr okdnda. Vi sétter in (62) i (61) och utnyttjar skaldrproduktens
linjéritet for att flytta ut summor och koefficienter ur skaldrprodukterna, vilket ger

M
Y G(<dhv>—A<v>) =< fv> YWweT, (63)

j=1

Att kréava att U uppfyller (63) for varje v iV}, dr detsamma som att kréva att (63) dr uppfylld
med v = ¢;, for varje i = 1,..., M, eftersom varje v i V}, kan skrivas som en linjirkombination
av basfunktionerna ¢;. De odndligt manga ekvationerna (63) kan dérfor ekvivalent skrivas
som de M ekvationerna

M

Jj=1

Da funktionerna ¢; och f alla dr kiinda kan skaldrprodukterna i (64) berdknas, och vi far for
varje ¢ en linjér ekvation i de okéinda koefficienterna &;. Tillsammans utgér de M ekvationerna
ett linjéirt ekvationssystem A& = b, dar A = (a;5), £ = (&;) och b = (;), med

Qi =< qsg'ad)i > - A< (;5],(;51 >, Za] = 1a"'aM
by =< f,p; >, i=1,..., M.

Vi har alltsa lyckats 6verfora det ursprungligen kontinuerliga problemet att 16sa en differen-
tialekvation till ett visentligen diskret problem; att 16sa ett linjért ekvationssystem. Detta
ekvationssystem kan l6sas med l&mplig programvara, till exempel MATLAB, och genom att
sitta in den funna 16sningen £ i (62) far vi s var sokta approximation U av u.

Denna metod kan formuleras mer generellt for en allmén partiell differentialekvation. Lat A
vara en linjir operator och studera den partiella differentialekvation

Au(x) =f(x), x€, ulx)eV (65)

dér 2 dr en delmingd till R™ och V ar ett funktionsrum. Utifran en triangulering, 75, av 2
bildar man sa ett dndligdimensionellt delrum V}, till V' i vilket man séker en approximativ
16sning, U(x), till (65). Associerar man till V' en skaldrprodukt < -,- >q kan man nu stélla
upp den till (65) horande variationsformuleringen

<Au,v>=<f,v>, Vvel. (66)

Nu begransar vi 16sningsrummet till V}, och ansitter som ovan den approximativa l6sningen
pa formen

M
U= Z§j¢j (z), (67)

dér {¢;(x) jj\il utgor en bas i V3. Sitter man in denna ansats i (66) kommer man helt analogt
med exemplet ovan, att erhalla ett linjart ekvationssystem i £. Losningen till detta kommer
sedan att ge U, genom att &n en gang utnyttja (67).
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3.2 Implementering

Vi betraktar det omrade man vill bestrala som ett konvext omrade inuti en lada men vi
approximerar det bestralade omradet med en lada i R? sadan att

(I,y,Z) € [71’0;1'0} X [7y03y0] X [OaL]7

det vill siga inga avancerade geometrier. Bestralning mot tumdr kan givetvis ske fran alla
mojliga riktningar, men man kan alltid betrakta stralningen som ortogonal mot ladans sidor
genom att komposantuppdela stralningens riktningsvektor. Darfor antar vi att all instralning
sker ortogonalt mot sidorna pa vara omraden.

3.2.1 Implementering av pencil beam-modellen (Fermis ekvation)
I pencil beam-modellen dr det Fermis ekvation (57) som ger 16sningen. Stralningskillan antas

vara punktformig och skicka ut stralning fran origo lings med z-axeln. Detta illustreras i Figur
6.

/41

k4

Figur 6: Stralningsriktning i pencil beam-modellen. Pilen visar var och med vilken riktning stral-
ningen skickas in.

Vid implementering forenklas Fermis ekvation (57) ytterligare och 16sningen studeras endast
pa planet x = 0. Aven Q begriinsas och tillats bara variera pa linjestycket p =0, —1 <7 <
1, v = 1. Begrénsningen av 71 beror pa att approximationen av Fokker-Plancks ekvation till
Fermis ekvation &r bést for sma vinklar. Losningen soks alltsa i en genomskirning av den
ursprungliga geometrin och y tillats variera mellan -1 och 1 eftersom stralningen huvudsak-

ligen haller sig inom dessa grinser. Detta nya omrade kallar vi O :=[-1,1] x [0, L] x [-1,1].
Ekvationen som da aterstar att 16sa ar
oYy oY oY
—+—=—=T(E)— 68
WG+ o =T (68)

dér T(E) satts till 0.002, vilket &r det virde som anvénds i [5].

Denna ekvation maste nu kompletteras med ett antal randvillkor som motiveras av den
fysikaliska situation vi vill modellera. Till att bdrja med innebédr det att vi ligger till ett
randvillkor som beskriver den ténkta stralningen in i omradet genom ytan —1 <y <1, z =
0, =1 <n <1, ytaliPFigur 7. Denna stralning beskrivs av en kontinuerlig funktion f(n,y),
utformad for att approximera ett Dirac-6® i origo. Funktionen som anvinds #ir

m2 1 2 2
— o z((mm) +(ym)”)
f(ny) 5 ¢ :

Hér kan m varieras for att uppnéa énskad spetsighet pa funktionen; ju storre m desto spetsigare
funktion. Har séitts m till 100.

Utover det behover randvillkoren garantera att stralningen in genom denna yta dr den enda
instralning som #ger rum. Enligt de restriktioner som upprittats ar stralningsriktningen €

8En funktion §(t) vars viirde #r noll dverallt utom i ¢ = 0 déir funktionsvirdet dr ofindligt pa ett sadant
sitt att integralen av 6(¢) 6ver R blir ett.
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pa formen Q = (0,7,1). Genom att studera skaldrprodukten mellan denna vektor och den
fran vart geometriska omrade utatriktade normalen, n, kan vi avgéra om € &r riktad in i
omradet; Q7n < 0 innebér inatriktad € och Q7n > 0 innebér utatriktad. Pa de delar av
vart omrade dir © dr indtriktad sdtter vi ¢ () = 0.

Vi vill dessutom isolera var 16sning vid den maximala tillatna vinkeln for att undvika lackage
ut ur vart omrade. Av denna anledning séitter vi 6%1/1(77) = 0 f6r n = +1. Sammanfattningsvis
upprittas alltsa foljande randvillkor

¢(ya 077’) = f(ya 7]) for (ya 7]) € [7y0’y0] X [717 1] ) yta 1i Figur (7) (a)
%w(y,z,il) =0 for (y, 2) € [~yo,¥0] x [0, L] , ytor 3 och 4 i Figur (7) (b)
Y(y,z,m) =0paly , ytor 6 och 71 figur (7) (c)

dir T'g == {(y,2,7) € 00;Q2Tn < 0} och = (0,n,1). Tillsammans med dessa randvillkor
utgor Fermis ekvation (57) pencil beam-modellen.

47

Figur 7: Omradet vi l6ser Fermis ekvation pa uppdelat i de ytor som har olika randvillkor.

Stralningsriktningen, z, behandlas som en tidsvariabel, som Asadzadeh, Larsen i [5]. Proble-
met betraktas da som en ekvation i tva rumsvariabler - y, som verkligen dr en rumsvariabel,
och 7, som egentligen representerar en vinkel - och en tidsvariabel. Eftersom z ses som en
tidsvariabel sa ses nu randvillkor (a) som ett begynnelsevillkor.

Ekvationen (68) l6ses med finita element-metoden Standard Galerkin, se avsnitt 3.1, i rumsled
och bakat-Euler (eng. Backward Fuler) i tidsled (det vill sdga z-led).

Bakat-Euler innebér att intervallet [0, L] delas in i ett dndligt antal delintervall med &nd-
punkterna 0 = zp < 21 < ... < zy = L, och att man utfér approximationen

OV (n) - Yn) — Yin—1)
0z kn, ’

(69)

dir ¥ (n) = ¥|:=-, och k, = 2, — 2,1, det vill séga langden av tidsintervallet. Steglingden
véljs som k,, = 0.01. Approximationen (69) anvéinds sedan for att stega framat fran 16sningen
i ett tidssteg till 16sningen i nésta tidssteg.

For att kunna anvinda Standard Galerkin i rumsled skrivs forst ekvation (68) pa svag form,
genom att multiplicera hela ekvationen med en testfunktion v € V., som &r det odndligdi-
mensionella rum den riktiga 16sningen ligger i, dér

11
V=Au: / / (u? + [|Vul|*)dndy < oo, u(y,z,£1) = 0,u =0 pa 'y},
—1J-1
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och sedan integrera over hela omradet [—1,1] x [—1,1]

/_11 /_11 (mbyv +dv)dndy = T(E) /_11 /_11 Yy vdndy.

Partialintegrering, med avseende pa 7, av den inre integralen i hogerledet ger

1 1 1
[ vin=[wipl" = [ vl == [ viptn
—1 -1 -1

dér den sista likheten géller tack vare randvillkor (b).

Vi sitter nu in approximationen (69), multiplicerar hela ekvationen med k,, och far, efter
omflyttning av nagra termer, ekvationen pa svag form

11 11
/ / (kn (¥ + )0 + knT(E)(,,0y)dndy = / / Yn—1yvdndy Yv € V.
—1J-1 —-1J-1

Genom att sitta 1) = f(y,n), ddr f kommer fran begynnelsevillkoret, blir hogerledet ovan
kéind data for n = 1, och vi kan 16sa problemet fér den okiinda funktionen (), som sedan
blir till data i hogerledet da vi 16ser problemet for nésta tidssteg, och sa vidare.

En likformig triangulering 7;, av omradet [—1, 1] x [—1, 1],som illustreras i Figur 8, infors.

0at

06}
04t
02t

021

04}

06}

08¢}

Figur 8: Likformig triangulering av omradet [—1,1] x [—1,1].

Ett diskret, dndligdimensionellt funktionsrum inférs nu som testrum och forsksrum
Vi, = {u : u € V,u styckvis linjér pa 7}.

Standard Galerkin-metoden innebér att man, for varje n, approximerar 1, med en funktion

Y(ny € Vi som uppfyller

yo 1l . . . yo Ll
/ / (knnyy¥ + V)0 + knT(E)Y(,,0,)dndy = / / Y(n—1yvdndy Yv € V. (70)
—%o /-1 —yo v —1

For att fa fram de matriser och vektorer som bildas vid integration av (70) for n =1,..., N
anvinds Puffin, ett program som kan anvindas tillsammans med MATLAB. Da erhalls ett
linjért ekvationssystem som 16ses i MATLAB. Detta ger l16sningarna 1[1(,0, dir n beskriver
hur manga steg in i omradet stralningen har kommit.
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0.5

Figur 9: Losning av pencil beam-modellen efter 100 tidssteg, alltsd da z=1, med likformig triangu-
lering.

Med trianguleringen i Figur 8 erhalls 16sningen i Figur 9 fér z = 1. Det betyder att efter
en tidsenhet kommer stralningen att ha den fordelning som ses i figuren fran att vid tid 0
ha varit starkt koncentrerad i origo. Vid studie av figuren ser man att mycket oscillationer
har uppstatt; detta kan delvis avhjilpas genom forfining av trianguleringen. Denna forfining
utfoérs endast néra origo for att spara berdkningskraft.

Nu inférs dérfor en ny triangulering 75, av omradet [—1, 1] x [—1, 1] som &r tétare i mitten,
se Figur 10, eftersom stralningen &r koncentrerad dér.

o0&t
0B} \>,é
04
02t

-02f

04}

06} ]

08+

Figur 10: Den triangulering som anvénts, med f6érfining nira origo.

Med trianguleringen i Figur 10 erhalls 16sningen i Figur 11 f6r z = 1 och 16sningen i Figur 12
for z = 2. Mycket av oscillationerna har nu forsvunnit tack vare den titare trianguleringen.

23



Figurerna visar dven att stralningen breder ut sig langs diagonalen mellan y och 7.

100,

Figur 11: Losning av pencil beam-modellen efter 100 tidssteg, alltsa da z=1, med forfinad triangu-
lering.

100 -

g0

g0 -

5 40

Figur 12: Losning av pencil beam-modellen efter 200 tidssteg, alltsa da z=2, med forfinad triangu-
lering.
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3.2.2 Implementering av broad beam-modellen

Vi vill 16sa ekvationen (58) som lyder

oue) 92
B =T(B) | 5= | vl

Hér &r v = cos(0) representant for stralningsriktningen och z &r rumsvariabeln ldngs med
vilken stralningen skickas in.

Vi later v variera mellan -1 och 1 eftersom det motsvarar att den poldra vinkeln 6 varierar
mellan 0 och 7 och i enlighet med var tidigare beskrivning av omradet ligger z mellan 0 och
L. Precis som i implementeringen av pencil beam-modellen sa later vi T(E) = 0.002 och
stegar framat i z-led med stegldngden k,, = 0.01.

Randvillkoret som beskriver stralningen in i omradet blir i detta fall en funktion g(v) som
approximerar ett Dirac-§ i punkten v = 1 eftersom det motsvarar § = 0, det vill siga en
stralningsriktning som &r parallell med z-axeln. Den funktion vi anvéinder &r helt enkelt en
halv kon.

For att isolera 16sningen vid det storsta tillatna « sitter vi a%w(z, 1) = 0 och eftersom vi
férutom att isolera losningen vi det minsta tillatna -~ inte vill ha nagon stralning som féirdas
rakt bakat sitter vi ¢(z,—1) =0

Vart stralningsomrade kan nu ses som odndligt brett eftersom 16sningen inte l&ngre beror pa
x eller y sa nagra randvillkor for att se till att det inte kommer in stralning i omradet fran
nagon annan sida behovs inte.

Sammanfattningsvis har vi alltsa foljande randvillkor

¥(0,7) =g(y) for (v) € [-L, 1] (a)
ar(z,1) = 0 for z € [0, L] (b)
P(z,—1) =0 for 2z € [0, L] (c)

Da ekvationen i broad beam modellen endast &r i tva dimensioner kan vi inte anvinda Puf-
fin f6r att fa fram matriserna som i pencil beam-modellen. Dérfor skriver vi ett program i
MATLAB for att 16sa ekvationen med Standard Galerkin-metoden i variabeln v och med
bakat-Euler i z. Vi delar upp intervallet [0, L] i ett &ndligt antal delintervall med &ndpunk-
terna 0 = zg < 21 < ... < zy = L och anvinder samma approximation av derivatan med
avseende pa z som i (69). Da har vi nu ¥,y = ¥[.=, .

Ekvationen maste forst skrivas pa svag form och dérfor later vi V' beteckna det odndligdi-
mensionella rum 16sningen ligger i,

V= {u : /_11(u2 + (u;)Q) dry < oo, %u(z, 1) =0, u(z,—1) = 0} ,

och later v € V. Efter multiplikation av hela ekvationen med v och integrering 6ver [—1, 1]
med avseende pa «y far vi

1 1 1
/1 WZ)(n)U d7 + kn/ (1 - 72)¢En)’yvfy d’}/ = /1 ’yw(n—l)v d’Ya (71)
- -1

vilket &r ekvationen pa svag form.

Vi infor en triangulering 7, av intervallet [—1,1] som &r lite tétare vid « nédra 1 eftersom
stralningen dr koncentrerad dér.
Det behovs dven ett test- och férsdksrum och vi véljer

Vi, = {u: u € V,u styckvis linjér pa 7 }.
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Nu approximerar vi, for varje n, 1(,) med en funktion ’(/AJ(n) € V;, som uppfyller (71). Dessa
ﬁ(n) ar vara losningar for olika n.
52

10
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-1 -0.5 0 0.5 1

Figur 13: Losning av broad beam-modellen f6r z=1 da ~ gar fran -1 till 1.

I figur 13 presenteras 16sningen efter 100 tidssteg, alltsd da z = 100 % k,, = 1. Som framgar
upptriader mycket kraftiga oscillationer och sjélva 16sningen gar inte att urskilja eftersom den
ar mycket mindre. Detta beror pa att Standard Galerkin inte dr en bra metod foér att 16sa
ekvationer av den hir typen.

Broad beam-ekvationen (58) tillhor en klass av ekvationer som kallas stationira konvektions-
dominerade konvektion-diffusion-ekvationer. Konvektionsriktningen beskrivs i detta fall av
faltet 5 = (0,7). I allmédnhet ndr man tar sig an denna typ av ekvationer, formulerar man
randvillkor for inflédesranden, det vill siga den del av randen dar § pekar in i 16snings-
omradet. Randvillkoret (a) uttalar sig emellertid om omradet z = 0, v € [—1,1], och for
v < 0 &r utgdr detta en utflodesrand; 3 pekar ut ur omradet. Vara randvillkor ar alltsa inga
standardrandvillkor for denna typ av ekvation.

Att 16sa konvektionsdominerade konvektion-diffusion-ekvationer med villkor pa utflédesran-
den &r ett ytterst svart problem och Standard Galerkin-metoden &r hir mycket instabil.
Detta forklarar forekomsten av de kraftiga oscillationerna i var 16sning. Denna problematik
ar nira besldktad med den som uppstar da man vill 16sa virmeekvationen baklinges, vilket
ar ett notoriskt svart problem.

Den sa kallade Streamline Diffusion-metoden skulle i detta sammanhang eventuellt vara
mer stabil &n Standard Galerkin-metoden. Att genomféra en implementering utifrdn denna
metod hamnar dessvirre utanfor denna framstéllning och vi hdnvisar till [6] f6r en detaljerad
presentation.

Vi forenklar istédllet problemet. Som vi sett uppstar problemen kring v = 0 varfér vi testar
att lata « variera mellan 0 och 1 istéllet for mellan -1 och 1. Detta motsvarar att den poléra
vinkeln 6 ligger mellan 0 och 5. Eftersom vinklar stérre én 5 motsvarar stralning som férdas
bakat och vi vet att storsta delen av stralningen inte avviker si mycket vid varje krock,
da vara ekvationer dr konvektionsdominerade, dr det inte orimligt att resultaten vid detta

tillvigagangssidtt hamnar i nirheten av de riktiga.

Randvillkor (a) och (b) blir samma som ovan, randvillkor (c) blir istéllet ¥(z,0) = 0 for =z €
[0, L.
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Figur 14: Losning av broad beam-modellen fo6r z=1 da ~ gar fran 0 till 1.

Figur 15: Losning av broad beam-modellen f6r z=2 da ~ gar fran 0 till 1.

I figurerna 14 och 15 visas 16sningen for z = 1 och z = 2, dér z &r antalet langdenheter som
stralningen natt in i omradet. Viktigt att komma ihag nir man studerar dessa grafer &r att
vi har « pa horisontella axeln. Ett stort virde pa var 16sning for ett givet v motsvarar alltsa
att en stor del av stralningen har riktningen ~.
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4 Diskussion

I denna rapport hérleds en transportekvation, och utifran den Fokker-Plancks och Fermis
ekvation samt broad beam-ekvationen. De tva sista ekvationerna kompletterades med rand-
villkor vilket utmynnade i pencil beam- respektive broad beam-modellen, som bada beskriver
stralningsspridning i ett isotropiskt medium. Modellerna implementerades i MATLAB med
en Standard Galerkin-metod.

Istéllet for den anvéinda transportekvationen skulle en icke-linjar transportekvation kunna
anvidndas som utgangspunkt for hirledningen. Detta skulle mojligen ge ett mer tillfredsstél-
lande resultat.

I hérledningen av Fokker-Plancks ekvation antogs flédet i vara energioberoende. En modell
med energiberoende dr sannolikt mer realistisk, men i gengild betydligt svarare att imple-
mentera. [ harledningen av ekvationerna gjordes ytterligare ett antal forenklande antaganden,
vilka samtliga férekommer i referenslitteraturen.

Vid implementering av pencil beam-modellen erhalls en 16sning som klingar av och breder
ut sig da avstandet i z-led fran stralningskillan okar, vilket stimmer vil Gverens med sa-
val intuitionen som tidigare visade resultat. For att reducera de av metoden introducerade
felen krivdes en lokal forfining av trianguleringen kring origo; med den grovre (likformiga)
trianguleringen oscillerade 16sningen.

Vid implementering av broad beam-modellen med Standard Galerkin-metoden uppstod 16s-
ningar med betydande oscillationer, som inte finns i den verkliga 16sningen, dven med forfinad
triangulering. Detta beror pa att Standard Galerkin-metoden inte &r stabil vid denna typ
av problem (konvektionsdominerade konvektion-diffusion-ekvationer). Dessa problem skulle
eventuellt kunna avhjilpas genom att anvinda Streamline Diffusion-metoden, vilket vore en
intressant vidareutveckling av projektet.

Genomgaende har stralningen antagits komma fran endast en killa. I verkligheten bestar en
stralningsbehandling oftast av bestralning fran flera hall, sa en vidareutveckling skulle kunna
vara att hitta metoder for att addera resultaten av bestralning fran flera riktningar.

Sammanfattningsvis kiinns det inspirerande att ha kommit en god bit pa viig mot en anvind-
bar modell i meningsfull tillimpning.

28



Referenser

1]
2]
[3]
4]

[5]

6]

7]

18]

E.W. Larsen, The nature of transport calculations in radiation oncology, Transport
Theory and Statistical Physics, Volume 26, Issue 7 (1997)

G. Folland, Fourier analysis and its applications, Brooks/Cole Publishing Company
(1992)

O. Brander, Partiella differentialekvationer - en kurs i fysikens matematiska metoder,
del B, Studentlitteratur (1973)

G.C. Pomraning, The Fokker-Planck operator as an asymptotic limit, Mathematical
Models and Methods in Applied Sciences Vol.2, No.1 (1992) 21-36

M. Asadzadeh och E.W. Larsen, Linear transportequations in flatland with small
angular diffusion and their finite element approximations, Mathematical and Computer
Modelling 47 (2008) 495-514

J. Xin, Comparing the streamline diffusion method and bipartition model for electron

transport [masterexamensarbete|, Chalmers university of technology, university of
Gothenburg (2008)

K. Eriksson, D. Estep, P. Hansbo och C. Johnson, Computational differential equa-
tions, Studentlitteratur (1996)

M. Ivarez, S. Bornhofen, S. Czerwinski, M. Schossleitner och N. Svendsen, A Fermi
pencil beam model of radiation therapy, ECMI modelling week, (2001) Klagenfurt,
Austria

29



