Matematik Chalmers
Tentamen i TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2006-10—28

Telefon: Elin Gotmark: 0762-721860
Hjidlpmedel: Endast utdelad tabell for Laplacetransformer. Kalkylator ej tillaten.

1. Los foljande begynnelsevirdesproblem med hjilp av Laplacetransformer:
y'(t) +2y'(t) +5y(t) =1, y(0)=1, y'(0)=-L
2. a) Bestédm den analytiska 16sningen av den ordinéra differetialekvationen
u(t) —2u(t)=1 0<t<1, u(0) = 1.
b) Berikna c¢G(2) 16sningen (obs! U = & + &1t + &t2 € P?(0,1), v € [1,t] € PL(0,1)).

3. a) Beridkna den trigonometriska Fourierserieutvecklingen till f6ljande 27-periodiska funktion

_ |0, 1<z <0
f(m)_{l, O<z<m.

b) Berikna summan
i :
—1)2°
~ (2n-1)

4. Ber#ikna den styckvis linjéra finitelementlésningen till randvirdesproblemet

L —3u=-1, 0<z<]1,
u0) =0, (1) =-1,

pa en partition Ty : £o =0, 1 = 1/2, 22 = 1, (h = 1/2), av intervallet [0, 1].

5. Los virmeledningsekvationen

Ugpy = Ug — 1, o<z, t>0
ug(0,8) = u(1,t) =0, t>0
u(z,0) =0, 0<z<l

6. a) Bevisa (MP) for Poissonekvationen: dvs att 16sningen till
—u'(z) = f(z), 0<z<1l, u)=4d'(1)=0,

minimerar energifunktionalen

1 1
Fv) = 5/0 (v')2dm—/0 fodz, Yo eV ={v:|j||+ | < oo, v(0) =0}

b) Bevisa att variationsformuleringen (VF) for ekvationen &r ekvivalent med (MP).

7. Lat f(x) vara en 27-periodisk, integrerbar funktion. Visa att om

- inc 3 x 1 " —inz
flz) = n;w Cre sd dr Cn = e (z)e dzx.
MA
o 1
sinasinb = E[cos(a —b) — cos(a + b))
1
sinacosb = E[sin(a —b) +sin(a + b)]

1
cosacosh = E[cos(a —b) + cos(a + b)]



2

Table of Laplace Transforms

tf(t) —F'(s)
t"f(t) (—1)"F™ (s)
e f(t) F(s+a)
f@=T@x-1T) e TsF(s)
f'(@) sF(s) — f(0)
(@) s°F(s) — sf(0) — f'(0)
5™t () = 3 0 )
k=1
¢ F(s)
; f(r)dr .
1
6(t) 5
tn 1
n! gntl
efat 1
s+a
cosh at 32 i o
sinh at 32 i P
cos bt ﬁ
. b
sin bt m
t . S
% sin bt m
1

1
T (sin bt — bt cos bt)

(2 + 07)2




TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2006-10-28. Lésningar.

1. Laplacetransformering av ekvationen ger
Y (5) — sy(0) — 4'(0) + 2[sY () —~ y(O)] + 5¥ () = -
Inséttning av begynnelsedata: y(0) = 1, y'(0) = —1 leder till
(8 + 25 +5)V(s) —s4+1—2= % e [(s+1)2 + 4]V (s) =s+1—|—%,

och didrmed
s+1

1
YO =Gy ra e 4

Inverstransformen f6r I kan skrivas direkt (se tabellen) som

T+ 11.

+1
LI =Lt I 2t :=y1 ().
[] [(8+1)2+4 € Cos yl()
For IT anvinder vi partialbraksuppdelning enligt féljande:
1 A Bs+C

~ s(s2+2s+5) ;+32+23+5'
Hir ger [HP] A = 1/5. Genom identifiering av koefficienter far vi

s A+B=0 = B=-1/5
s 2A+C=0 = C=-2/5.
Alltsa
ot D L ost2=(+1+1) 11 1 s+1 1 2
5 s 5 s2+25+5 5 s 5 (s+1)2+4 10 (s+1)2+4’
med
LTI =71 [m] = é - %e_t cos 2t — %e‘t sin 2¢ := ya(¢).

Slutligen &r 16sningen

1 1 1 1
y(t) = y1(t) + ya(t) = et cos2t + = ge_t cos 2t — Ee_t sin 2t = 10 [2 + e t(8 cos 2t — sin 2t)|.

2. a) Lat A(t) = fot a(s)ds = {a(s) = =2} = fot —2dt = —2t. D4 é&r alltsd integrerande faktorn
I.F. = e72! och exakta 16sningen (samma som fundamentalldsningen) &r

¢
u(t) = u(0)e AW +/ e~ (AO=AE) £(5) ds
0

t ¢
={f(s)=1}= e2t +/ e (—2t+2s) go — 2t +/ e2t—25 4o

0 0
1

t 1 1
— 2t _ 5 I:e2t72sj|0 — 2t _ 5(1 _ ety = 5(36% —1).

b) Variationsformuleringen for detta problem &r

(1) /1 (U —20())oit) dt = /lv(t) dt, VvePY0,1), dvsfor v=10ch v="t.
0 0

1



Med U(0) = 0 far vi att & =1, U(t) = 1+ &t + &t2 och U(t) = &1t + 26t Inséttning i (1) ger

1 1
v=1 = /0[§1t+2§2t—2(1+§1t+§2t2)]dm:/0 dt
1 1-2 2t — 2t3)] d —/ldt+2/1dt—34=>
| a0 -20+ee-2na = [ -

(-2 a+@ -2 e=3=apB=3=06=9.

v=t = /01[§1t+2§2t—2(1+§1t+§2t2)]tdt=/01tdt<=>
1
Ll

(/Ol(t—QtQ)dt)£1+ (/01(2t2—2t3)dt)§2 —3/2 >

1 1 1
.51(1—2t)t+§2(2t—2t2)t]dt:/ tdt+2/ tdt:3/ tdt =3/2 <=
0 0 0

1, 24! 25 1, _
[2t 3t]o£1+[3t 2t]0£2_3/2 {&2 =9}
1 2 3 2 1 3 3

G=38=3-G-9 =3 3= 0=a=0

Alltsd &r ¢G(2) losningen U(t) = 1 + 9¢2.
3. a) Lat g(z) = f(z) — 1/2. Da &r

(z) = -1/2, —T<zx<0
IEI= 172, 0<z<m,

en udda funktion. Nedan beriknar vi forst Fourierserieutvecklingen av g(x): Eftersom g #r udda
ar a,, = 0 for alla n och

2 (" 2 (M1 . 1 —cos(nz)|™ 1
— — 1 [ _ e Shtadd _ = _1 nt1 1
bn(9) 7T/0 g(z) sin(nz) dz 7T/o 2s1n(m:)da: —— . mr(( ) +)
_1 [ 5 n=2k-1 k=1,2,...
_71— 0, n:2k’ k:1’2’
Darfor far vi
1 2 = sin(2n — 1)z
f(x)_§—g($)~;n;12n7_1,

b) Denna kunde vi fi genom en direkt Fourierserieutvecklig av f(z). Vi kan se hirav att f6r f(z)
ar
1 [ =2+ n=2k—1 k=1,2,...
_ _ o _ = 2k—1° ) 4y
ag =1, ap,=0 for n>1 ochbn—ﬁ{o’ n = 2k, k=12,...

Vi anvidnder Parsevals formel:

™

12 = 2 2 _l 2
38+ 32 (1ol + ) -2 [ P

-7

Genom inséttning av a,, n=0,1,...,b,, n=1,... f6r f(x) i Parsevals formel far vi att

1 4 & 1 17 > 1 w2
RTINS A T p— - =T
2+7r2n2::1(2n—1)2 7r/0 v ;(271—1)2 8

2



4. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H} = {v : ||v|| + ||v|| < o0, v(0) = 0} och
integrera over I = [0, 1],

1/t 1 1 1 1
—/ u'v' dz — —[u'(z)v(z)]s +/ uw'vdr — 3/ wods = —/ vdz, Vv € Hy.
4 Jo 4 0 0 0

Gemon att sitta in randdata far vi variationsformuleringen: Finn u € H} sé att

1 /1 1 1 1 1
(VF) —/ u'v'd:v+/ u'vdx—?:/ uvdwz—/ vdx — ~v(1), Vv € H}.

4 Jo 0 0 0 4

Motsvarande finitelementmetoden &r:

Finn U € V}, = {v : v #r kontinuerlig styckvis linjir pa 7, v(0) = 0} sé att
1 1 1 1 1

(FEM) —/ U'UIdIL'-l-/ U'vdx—?)/ Uvd;c:—/ vdr — =v(1), Vv € V.

4 Jo 0 0 0 4

Vi har att U(z) = {1p1(z) + &ap2(x) dar

[ 2a, 0<z<1/2 N [, 0<z<1/2
P =19 0 12<w<1 och  @2(2) = 9; 1, 12<2<1

ar de hela resp. halva basfunktioner pa paritionen Ty, & = U(x1) och & = U(xs). Vi siitter in

¢1(2) ©a(2)

T ) X
zo =0 x1 =1/2 To =1

U(z) = &p1(x) + &ap2(x), v = p1(x) och v = pa(x) i (FEM) och far 2 x 2 linjir ekvationssystem
for & och & som ME = b med

L e fy ehet Jodior  foeher \ _af foerer  Jy e
M= 1, 1 52 + 1, 1 3 1 1
4\ Jo oy Jo ¥h Jo eiez fy he2 Joerez [y w202
- (8). o v-(B2) 4 (2) - ()-(30)- (32)
Vi riknar de numeriska virdena for styvhet-, konvektion-, resp. massmatris for ¢; och 5 och far
11 2 -1 " 0 1/2 _3p 2/3 1/6 &\ _ [ -1/2
4 h\ -1 1 -1/2 1/2 1/6  1/3 & )=\ -1/2 )’

vilket slutligen ger, med h = 1/2, att

(—g/z —1/f)(2)=(j>:§2=2, £ = 6/5.

6 12, 0<
U@ = 3010 +20:0) = { B 5 155
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5. Ekvationen ér inhomogen. Vi gor f6ljande ansats: u(z,t) = S(z) + v(z,t). Da far vi att

Vzz = Ut,

S"(x) = -1, 1—2? —
{50 st=0, = S@="5" oa e e Bt

Satt v(z,t) = X(x)T'(t) # 0. Da &r XT” = TT' = A. Man ser med hjilp av randdata att endast
A < 0 ger icke-triviala 16sningar. Hirav far vi foljande 1osningar for ode for X och T
{ X:’ =X — { An=—(n+ %)271'21:: —a?
X'(0)=X(1)=0 Xn(z) = cos(n + 3)Tx = cOS ap .
Observera att hir startar indexen med n = 0. Detta innebér inte att A, far vara 0 (se ovan!)

T!(t) = —a2T,(t) => Ty(t) = A,e .

n=20,1,2,...,

Superposition ger att

oo
t) = Z Ane_ait COS iy, T,
n=0
dir A, ges av begynnelsevillkoret:

> |
0) = ZAncosana: =5

Dvs A, #ér Fourierkoefficienter av funktionen 251 med avseende pa basen {cos a,, 2} o 6ver (0,1).

1 1 2_1 1
Anz—/ x—cosana:dmz/ (z? — 1) cosapz dz
0

1/2 2
1y, ., o2
= — [(m -1 sinanw] —— | zsina,zdr
an 0 an o
2 o2t 2 1 2
=— [:U cos anx] - —2/ cosapzTdr = —— [sinanx] =—— (="
an ay Jo o, 0 ap,

Darfor far vi att

%t cos ap .

i

Slutligen

1 — z2 1y.12 1
§ : e l(nt+3)7]"t -
u(z,t) [ n+ W]3 2 cos (n + 2)7r:c.

6. a) Visa att (BVP)<= (VF): Se Theorem 1 pa sidan 7 i A Finite Element Crash Course:
“http:/ /www.math.chalmers.se/ mohammad/teaching/0607/TMA682/fem.ps”

Hinvisa till b):

b) Se Theorem 2 pa sidan 8 i A Finite Element Crash Course:

7. Se “Derivation of the Euler Formulas” pa sidan 30 och 31 i Féreldsningar i Fourieranalys:
“http:/ /www.math.chalmers.se/ mohammad/teaching/0607/TMA682/Lectures/lecnotel.ps”

MA



