Matematik Chalmers
Tentamen i TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2007-08—29

Telefon: Anna Nystrom: 0762-721860
Hjidlpmedel: Endast utdelad tabell for Laplacetransformer. Kalkylator ej tillaten.

1. Bestdm den linjéra interpolanten av

F@) = (o) — cost(w— &

7T2 2)7 _7T<'Z-S7T7

dir intervallet [—m, 7] delas in i 4 lika delintervall.

2. Sok med Laplacetransformation en funktion y(t) som satisfierar ekvationen
y"(t) — 2y(t) = 8costsinht, y(0) = y'(0) = 0.

3. Bevisa en a priori feluppskattning for ¢G(1)-finitelementlésning av randvirdesproblemet
—u"(x) + bu'(z) + u(z) = f(z), ze€l:=][0,1]; w(0) = u(1) =0, b>0,

i energinormen: ||v|[p med ||v||% = [|v|[7, ;) + [[V'|[7,(;)- For vilka b vérden &r felet optimalt?

4. a) Anvind variabelseparationsmetoden och 16s ekvationen

Ug — CCUgy = 0, 0<z<l1, t>0
u(0,t) = u(1,t) =0, t>0
u(z,0) =sin(rz) + 3 sin(3rz), 0<z <1

5. Funktionen f(z) &r definierad enligt

_ | sing, O<z<7/2
flo) = { 0, x>7/2.

Utveckla f(x) i cosinusserie med perioden 2m. Ange speciellt de 6 forsta termerna i serien som &r

#0.

6. Visa, att om funktionen f &r 2w-periodisk och styckvis kontinuerlig pa [—, 7] med de komplexa
Fourierkoefficienterna C,, sa giller Bessels olikhet

(o) 1 T
> (el <o [ ir@ras

n=—oo

7. Betrakta virmeledningsekvationen

U — Uz =0, 0<x<l, t>0
U(O,t) = uz(lat) =0, u($70) = ’LLO(.CL')

Visa féljande stabilitetsuppskattningar:

d _
Lol +2 | =0, 1T [lu( )] < e™"luol|

1

sinasinb = §[cos(a —b) — cos(a + b)]
1

sinacosb = §[sin(a —b) +sin(a + b)]

1
cosacosb = E[cos(a —b) + cos(a + b)]



2

Table of Laplace Transforms

tf(t) —F'(s)
t"f(t) (—1)"F™ (s)
e f(t) F(s+a)
f@=-T@t-1T) e TsF(s)
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5™t (s = 3 0 )
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¢ F(s)
; f(r)dr .
1
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n! gntl
efat 1
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TMAG682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2007-08-29. Lésningar.

1. Vihar att: f(-m) =4, f(—x/2)=5/4, f0)=1, f[f(x/2)=-3/4, f(x)=0,
och elementidr kalkyl ger den linjdra interpolnaten som:

4-N@+m)/@r),  —r<a<-I,
_ ) 5/4—(z+ %)/ (2m), -5 <z <0,
@) =3 170/ (2m), 0<z<t,
3(z —m)/(2m), T<z<n7

2. Observera att : y(0—) = y'(0—) = 0, och hogerledet #r 8costsinht = 4(ef cost — et cost).
Laplacetransformering av ekvationen ger

S2Y(s)—2Y(s)=4[ s—1 s+l ]

(s—1)2+1 (s+1)2+1
dvs

(s=D[(s+1)2+1]—(s+D[(s =1)2+1] _y
[(s—1)2+1][(s+1)%2+1] [(s—1)2+1][(s+1)2+1]
Vi anvider partialbraksuppdelning

(s —2)Y(s) =4

Y(s) = As+ B Cs+D .
§2—25+2 82425+2
och dirmed, genom identifiering av koefficienter, far ekvationssystemet:
A +C =0 (I); koefficienten av ~ s®
24 +B -2C 4D =0 (IT);  koefficienten av s>
2A +2B +2C -2D =0 (ITI); koefficienten av s!
2B +2D =8  (IV); koefficienten av s°.

(IIT) —2(I) = B = D, virfor fran (IV) far vi att B =D = 2. Vidare (I) = C = —A, sa

{A +C =0 (I

44 44 =0 () —A="LC=L

Alltsa
—s+2 s+ 2
Y(s) =
O =G TG il
_ s—1 N 1 N s+1 N 1
(s—12+1 (s=1)24+1 (s+1)2+1 (s+1)2+1
Darmed

y(t) = (—cost +sint)e’ + (cost +sint)e * = 2(sint cosht + costsinht), ¢ > 0.

3. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H} = {v : |[v||[g < o0, v(0) = v(1) = 0},
patialintegrera &ver I och anvind randdata for att far variationsformulering: Finn v € H}(I) sa
att

(1) /I(u'v' +bu'v + uwv) = /va, Vv € Hy(I).

En Finitelement Metod med ¢G(1) kan formuleras som: Finn U € V)? 4 att
(2) /(U'v'+bU'v+Uv):/fv, Yo € VX ¢ HY(I),
. I I

V= {v : v styckvis linjir och kontinuerlig i en partition av I, v(0) = v(1) = 0}.
1



Lat e = u — U, da (1)-(2) ger att
(3) /(e'v' +be'v+ev) =0, VveVR, (Galerkin Ortogonalitet).
I

Observera att e(0) =e(l) =0 =

(4) [ee=5 [ =50 =0

A priori feluppskattning: Vi anvénder (3) och (4) och skriver
lellzr = lle' %) + llellZ o = /I(e'e' +ee)={(4)}= /I(e'e' +be'e + ee)
= / (e'(u— U) +be'(u—U)+e(u— U)) ={v=mpu—-Ui (3)}
I

= /I (e'(u — mpu) + be'(u — mhu) + e(u — whu)) < {enligt C-S} <
< |l(w = )| lle'l] + bllw — waull[l€'[| + llu — mpull[le]]
< A{lltw = mau)'ll + (1 + b)llu — whull el m
< Ci{[lhu"|| + (1 + B)[|h*u" [ Hlell a2
Alltsd har en a priori feluppskattningen viz;
llellzzy < Cifllhu"]] + (1 + b)[|W*u" |}

Felet dr minimalt om b =0

4. a) Lat u(z,t) = X (z)T(t) # 0. PDEn kan nu skrivas som T"(t)X (z) = T (t) X" (x), vilket ger

') _ X"(z) _
5) 2T - X@)
eller

T'(t) —XT(t) =0

X"(z)—AX(z) =0
Med Dirichlet randdata har vi att A < 0 och karakteristiska ekvationen for X #r r2 = X, med
rotterna r = £iv/—A. Alltsa vi kan skriva

(6) T(t) = Ae“ ™,  X(z) = CcosV/—Az + DsinvV—\z.
Dérmed alla funktioner
u(z,t) = e M[C cos vV=Az + DsinvV—\ ],
med C och D konstanter ( A < 0 godtycklig) satisfierar differentialekvationen. Randvillkoren ger
u(0,t) =Ce =0=C=0, u(l,t)=De Msinv/—X=0.
Med D # 0 (annars far vi endast den triviala 16sningen) har vi att siny/—X = 0, vilket ger

V=X=mnm n=1,2,..., och vi har egenviirden och egenfunktionerna
(7 A= -n?r?  X,(z) =sinnnrz, n=12,....
vs att vi har en “lésningsprofil” som

(8) up(z,t) = D,e~(nmo)*t sin(nmz).

Med superposition kan vi skriva l6sningen som

9) u(z,t) = i D¢ (nme)’t sin(nmx).
n=1
For att bestdmma D,, anvéinder vi begynnelsevillkoret
1
10 u(x,0) = sin(7z) + = sin(37x).
2
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For enkelhetsskull skriver vi
(11) u(z,0) = f(z),

och anvinder (9) for att fa

(12) f(z) = Z D, sin(nnx).
n=1

Identifiering av hogerleden i (10) och (11) (enligt (12)) ger

1
(13) D, sin(nz) + Do sin(2nz) + D3 sin(3nz) + ... = sin(nz) + 2 sin(3mx).
Med identifiering av koefficienter i (13) far vi att
Dy=1, Dy=0, D3=1/2, Dy=Ds=...=0,
och slutligen, enligt (9), dr 16sningen

1
u(z,t) = e=(m)%t sin(mwz) + 56_(3“)% sin(3nz).

5. For utveckling av f(z) i cosinusserie definierar vi f(z) dven for ¢ < 0 sa att f(z) blir en jimn
funktion. Vi har da

1 o0
flz) ~ 500 + Zak cos kz,
k=1

diir, for k # 1,

/2 /2
Tag = 2/ sinz cos(kx) dr = / (sin(k + 1)z —sin(k — 1)m) dz
0 0

B [cos(k — 1z cos(k+ 1):(:]7r/2 _cos(k—1)m/2 cos(k+1)m/2 1 n 1
B E—1 E+1 Jo k-1 E+1 k-1 k+1
D4 ar
1 12
Tn = o Tl -1 421’
och
cosnt—1 cos(n+1)7—1 (=1)"—-1 (=11 -1
Ta2n+1 = - = - )
2n 2n + 2 2n 2n + 2
vilket betyder att
G e S ) e R |
Taam+1 = 4m dm+2  2m+1
och
B (_1)2m+1 -1 (_1)2m+2 -1 B 1

Tmts = 1 2 am+4  2m+l
Vidare &r

7I'/2 7I'/2 2 ﬂ./z 1

7Ta1=2/ sinwcoswd:vz/ sin2mdm=[—cos a:] =—4+-=1.

o o 2 lo 272

Alltsa ar

oo o0
2 cos2nzx

1 1 1
flx) ~ - + ;T;]Zm-i-l (cos(4m+1)x—cos(4m—|—3):v) - ;n:1 21

1 1 2 1 2 1
= — 4+ —cosx — — cos2x — —cos3x — —— cosdxr + — cosdx — ...
T w 3 T 157 3

6 och 7 Se Foreldsningsanteckningar.



