Areor och volymer, vinklar och vrar

Andreas Axelsson

Vi repeterar hir de olika produkter av vektorer i planet och i rummet som man t ex kan
anvanda for att beriikna vinklar, areor och volymer.

1. DET TVADIMENSIONELLA PLANET

I planet, med z-axel pekandes &t hoger och y-axel pekandes uppét, betraktar vi tva

vektorer
v = ml} och Vg = 2l
Y1 Y2

Enligt Pytagoras sats beriiknas lingden |v;| av vektorn v; med formeln

'Ull =\ 'Lf ¥+ y%!

och liknande for |vs|. (Observera att |vi| betecknar lingden av wvektorn vy, medan |z
betecknar absolutbeloppet av talet/skaldren 1, dvs eventuellt minustecken borttaget.) Hur
vektorerna ar riktade i forhallande till varandra bekrivs av vinkeln ¢ mellan vektorerna.
Tillatna virden pa ¢ ar 0 < ¢ < . For att fullstandigt beskriva hur vektorerna &r riktade
relativt varandra méste vi ange om vy ligger moturs eller medurs sett fran v;.

L,) mai tr§

Ficur 1. Vinkel mellan plana vektorer.

Skaldrprodukten vy - vg dr som namnet anger en skalir, dvs ett tal (inte en vektor).
Kart barn har ménga namn: inre produkt ar en synonym for skaldrprodukt, och denna
skrivs ibland som (v, va), (v, va) eller (vi|vg). Skaldrprodukten v; - vy kan beréiknas pé tvé
ekvivalenta sdtt. Uttryckt i koordinater har vi

V1 + V2 = X122 + Y1y2.
Uttryckt i langderna |vs|, [ve| och vinkeln ¢ har vi
Uy -Ug = I'l}ﬂ I'U'g[ COs Qﬁ

Kombinerar vi dessa tva formler far vi foljande formel fér att berékna vinkeln ¢ utfran

vektorernas koordinater.
T1ZT2 + Y1y2

Vet +yivasg + v
Eftersom 0 < arccost < 7/2 d& 1 > ¢t > 0, arccos0 = /2, och n/2 < arccost < 7 da
0>t>—1, far vi att

¢ = arccos

¢ dr spetsig dé vy - vg > 0,
¢ ar rat di vy -vg = 0,
¢ ar trubbig d& v - vg < 0.

D& ¢ = w/2 sdgs v; och vy vara ortogonala.



Den andra produkten mellan plana vektorer dr determinanten det(vy,v2), vilken ocksi
kan beraknas pa tva ekvivalenta sitt. Uttryckt i koordinater har vi

o = iy — e
= T1yYy2 — Y122-

Y2

Uttryckt i langderna |vi|, |v2| och vinkeln ¢ har vi & andra sidan

det(vy, v9) = +|vy| [v2]sin ¢.

det(vy,v2) =

Tecknet hér dr + om vy ligger moturs frén vy (positiv orientering) och annars —. Figuren

heye =
lo,) s ¢

—y | deAlv,v2)
T —
-]

FIGUR 2. Area av parallellogram och triangel.

illustrerar det faktum att
| det(v1,vq)| = |v1| |va] sin ¢ = arean av parallellogrammet med kantvektorer vy, vg.

Fran detta foljer att triangeln med kantvektorer vy och vy har area |det(wv1,ve)|/2. For

determinanten giller att L

qﬁk{loturs dé det(vi,va) > 0,
¢ =0 eller w d& det(vy,v9) =0,
¢ dr medurs d& det(vy, v2) < 0.

D& ¢ = 0 séiger vi att v| och vy ér lika riktade, medan vy och vy sédgs vara motsatt riktade
d& ¢ = . I bada fallen sigs v; och vy vara parallella.

Exempel 1.1. Lat v; = E}

] och v9 = [:é] Skaldrprodukten blir vy - v9 = -3 —-2= -5

FiGur 3.

si vinkeln &r trubbig, vilket 6verrensstimmer med figuren. Vinkeln berdknas till

- _
= arccos ————= = arccos — = 3w /4 = 135°.
TN A v
Determinanten blir det(vy,vs) = —6 + 1 = —5. Alltsa ligger vy medurs sett fran v; och

parallellogrammet med kantvektorer vy, vy har area 5. Detta verkar st&dmma med figuren.



En formel som vl illustrerar hur skaldrprodukten och determinanten for plana vektorer
forhaller sig till varandra, dr Lagranges formel som sdger att

2 2 :
('01 . ’Ug) -+ (det('ul,vg)) = |'U1!2|T)2|2.
Detta samband &r uppenbart utifrdn lingd/vinkel formlerna for skaldr- och determinant-
produkterna, f6r
2 o2
(Iorlfezl cos 6)? + (& [orlfuel sin @) = foa?feaf?

foljer av trigonometriska ettan. A andra sidan kan vi dven verifiera Lagranges formel med
hjsly av keordinatformlerna fér skaldr- och determinantprodukterna. Vi riknar ut:

(122 +y1y2)” + (#192 — p122)°
2.2, .2 2 . 2.2, .22 .
= x723 + y1ys + 2xizeyiye + T1Y; T YiTy — 20iYain Ty
= wia) + yivs + alvs +yieh = (o] +9i)(ad +93).
Du ska inte kiinna dig illa till mods om du inte kommer ih&g Lagranges formel, for denna

undervisas tyvirr vanligtvis inte i grundlaggande analys och linjér algebrakurser. Findast
ett enkelt foljdresultat, Cauchy-Schwarz olikhet, brukar tas upp. Denna siger att

[v1 - wa| < fuil|val.

(Absolutbelopp i VL, langder i HL!Y) Eftersom {det(vi,v2))* = 0 i Langranges formel
dr detta klart. Dessutom ser vi att likhet giller i Cauchy—Schwarz om och endast om
det(vy, ve) = 0, det vill siga om vy och vy &r parallella.

Exempel 1.2. Fortsittning p4 Exempel 1.1. Vi kontrollerar Langranges formel:
(’U]_ . 'Ug)2 + (det(vi, ’Ug))‘z(*gﬁ)g -4 (—5)2 w= B == \/—ﬁj\/g = |’U1|2"U2|2.

Notera att vektorerna #r halvvigs mellan att vara parallella (motsatt riktade) och ortogo-
nala. Dérfor dr de bada termerna i Lagranges formel lika stora.

Vi avslutar denna diskussion om plana vektorer med att notera f6ljande skillnader mel-
lan skaldrprodukten och determinanten. Fér parallella vektorer ar vy - vg| maximalt stor
medan det(vy,ve) = 0. A andra sidan giller for ortogonala vektorer att v; - vg = 0 medan
| det{v1,v2)| &r maximalt stor. Ju mer parallella vektorerna #r, desto storre dr skaldrpro-
dukten i forhallande till determinanten, eller omviint, ju mer ortogonala vektorerna &r,
desto stérre ar determinanten i forhallande till skaldrprodukten. En annan skillnad &r att
skalirprodukten #r symmetrisk vg - v1 = vy - vg, medan determinanten dr antisymmetrisk
det(vg,’ul) = —det(v, vg).

2. DET TREDIMENSIONELLA RUMMET

I rummet, med z-axel pekandes mot oss, y-axel pekandes &t hoger och z-axeln pekandes
uppét, betraktar vi tre vektorer

1 i) T3
Vi = 11}, Vo = | Y2 och U3 = Y3
Z1 22 Z3

Genom att anvinda plana Pytagoras sats pd var och en av de tva ritvinkliga trianglarna
i figuren, far vi den tredimensionella Pytagoras sats

2
ol = (e o)+ 2 = et o+

for berikning av lingden av vektorn vy, och liknande for de tvAd andra tredimensionella
vektorerna v9 och vz, Precis som for plana vektorer anger vi hur tvA vektorer v; och vg




Figur 4. Pytagoras i rummet.

dr riktade i forhallande till varandra med vinkeln ¢, ddr 0 < ¢ < m, mellan vektorerna.
Formlerna for skalarprodukt och vinkel i rummet ser ut si hér:

vl * U2 = T1T9 + Y1Yy2 + z122,
v1 -2 = [v1] [v2] cos &,
T1Ty + Y1ye + 2122
Vel tyi+2dVel+y3+2
For determinanten &r skillnaderna, jamfort med plana vektorer, storre. Den 2/2 determi-
nant som anvandes i planet for areaberdkning motsvaras i rummet av en slags rektangulér

determinant (tre rader med koordinater, men fortfarande tvd kolumner) som bendmns
vektorprodukt, eller synonymt kryssprodukt. Uttryckt i koordinater berdknas den

¢ = arccos

Y1 Y2
21 2
M| T ,IL,] ,252 Y122 — 21Y2
M Xve= (1| X |Y2 = 2 2 = —($122 = ZliEg)
21 Z2 T, o L1Y2 —Y1x2
L | 2| ]

Som namnet vektorprodukt anger, s& dr v; x vy en vektor (och inte en skalér/ett tal), och
till exempel xz-koordinaten i denna vektor berdknas som determinanten av matrisen med
vektorernas koordinater som kolumner, med z-koordinaterna borttagna. P4 samma sitt
beriiknas y och z-koordinaterna, med den skillnaden att y-koordinaten skall negeras.

Denna vektor v; X vy dr rummets motsvarighet till planets det(vy,vs), for ser vi tvé
plana vektorer vq och vy som tredimensionella vektorer

0
iy HD] 0
v1= |y1]|,v2 = |y2|,med z-koordinat 0,sé foljer att v; x vg =
T] T9
0 0
Y1 Y2
Precis som for determinanten i planet, giller for v; x vy att
|v1 X va| = |v1||ve| sin ¢ = arcan av parallellogrammet med kantvektorer vy, vs.

Notera att |v; x vg| hir betecknar lingden av vektorn v; x vy (och inte som i planet,
dér | det(vy, v2)| var talet det(vy,vq) utan eventuellt minustecken). Att lingden av vektorn
¥ X vg Ar en area kan [orefalla markligt, och det med all rdtta. Detta &r i sjdlva verket
en brist i linjdra algebran som ldrs ut i den grundldggande matematiken. For att fa den
fullstdndiga bilden ska man ersitta vektorprodukten med den sa kallade yttre produkten,
som anvinds i den hogre matematiken.

I rummet dr begreppen med- och moturs inte lingre meningsfulla utan nédrmare férkla-
ring, eftersom detta beror pa fran vilken riktning i rummet som vi betraktar vektorerna.



Vektorn v X v9 kommer vara riktad langd den linje i rummet som ér vinkelrat mot bade vy
och vy. Lingden ges av areaformeln |v; x va| = |v1||va|sin ¢, och riktningen ér sddan att,
sett frn spetsen pd vy X vg, ska ve ligga moturs fran v;. (Man sdger d& att vy, va, v1 X vg
utgor ett hagersystem av vektorer.)

U X area = IU!XUI[

FiGuRr 5. Vektorprodukten.

—

0
Exempel 2.1. Lat vy = [1| och vy = |0|. Skaldrprodukten dr v1 vy =0+04+1 =1,
1

—

FIGUR 6. \5 402

sé vinkeln mellan vektorerna ér spetsig. Vinkeln berdknas till

1
¢ — arccos = arccos ; = m/3 = 60°.

1
V22
Vektorprodukten ar

il
vy Xvg= | 1|,
-1
s& parallellogrammet med kantvektorer v; och vy har arean vy X vg| = /12 + 12 + (—1)2 =
V3. Notera i figuren att vy ligger moturs fran vy, sett fran vy x vs.

I det tredimensionella rummet har vi forutom vinklar, langder och areor, aven intresse
av att berdkna volymer. For att berdkna volymen av parallellepipeden med kantvektorer
v1, v2 och v3 anvinder vi 3/3 determinanten

T To T3
det(vi,va,v3) = |y1 Y2 Y3| = T1y223 + Tayszz1 + 23y122 — (219223 + 22Y3T1 + 23Y1%2).
21 22 23

Som ndmnt géller att

| det(v1, v2,v3)| = volymen av parallellepipeden med kantvektorer vy, vq, v3.



(Absolutbelopp i VL!) Tecknet pa det(v;, va, v3) dr + om vy, ve, v3 bildar ett hégersystem,
annars —.
Formel for berdkning av 3/3-determinanter brukar memoreras som Sarrus regel:

< )
+ & #F
Notera att denna/analog formel endast &r giltig for 3/3-determinanter. Vi har sett att 2/2-
determinanter har 2 = 2! termer och 3/3-determinanter har 6 = 3! termer. Determinanten
av en 4/4-matris berdknas med 24 = 4] termer, och &r en mer komplicerad historia &n
Sarrus.

Aven rikneschemat for vektorprodukten av tvé tredimensionella vektorer kan memoreras
med Sarrus regel. Betecknas basvektorerna ldangs z, v, z-koordinataxlarna med &, §, 2, har
vi att

T T Ty
viXve= | Y1 y2| = By1ze + 1yef + zadzn — (Zy1ze + 21928 + 2221).
Z z1 2

Kontrollera att denna formel stdmmer dverrens med tidigare formel!
For ett ritblock (parallellepiped med alla vinklar rdta) kommer vi ihdg att volymen ar
lika med arean av basytan génger ldngden av hdjden. Detta generaliseras till formeln
det(vy, vz, v3) = (v1 X v2) - v3

for godtyckliga parallellepipeder. Hér ser vi |v; X vg| som arean av basytan (parallellogram-
met med kantvektorer v; och vy). Kontrollera att

Y122 — 21Y2 I3
(v1 X v2) - vz = |—(z122 — 2z122) | - | Y3
T1Y2 — Y122 23

ger formeln for determinanten ovan.

Exempel 2.2. Fortsédttning pad Exempel 2.1. Med v; och 79 som i det exemplet, och
il

v3 = |1| far vi
1

det(vl,vg,vg) :0+1+1—(0+U+1) =1,

1 1
(vpxw) wg=|1]-[1|=14+1-1=1.
-1 1

Volymen av parallellepipeden med dessa kantvektorer dr saledes 1, och vy, vg, v3 utgor ett
hogersystem. Pytagoras ger kantvektorernas lingder |vi| = v/2, |va] = V2 och |us| = /3.
Volymen av ett riatblock med dessa sidlingder hade dérfor varit V223 = 23 =~
2 - 1.73 = 3.46, vilket dr betydligt storre dn 1. Detta pa grund av att parallellepipeden
ar avsevirt “skevt”, som ses i figuren. (Kuben i figuren &r bara dér som stod for det tredi-
mensionella askadliggorandet. Hur ser parallellepipeden ut?)

Aven i rummet géller en Lagranges formel, som hér sdger att

2
(v1-v2)” + |v1 X val* = [va|*|va?.



FIGUR 7.

Som i planet dr denna en direkt foljd av trigonemtriska ettan. Man kan aven visa den
utifrdn koordinatuttrycken for skaldr- och vektorprodukten:

(w12 + y1y2 + 2122)° + ((ym — 2192)% + (z122 — Z122)* + (w192 — y1$2)2)

= (2 + o + ) (@) + 45 + 23).
Det ldmnas som &vning att verifiera detta.

Analogt med situationen for plana vektorer, géller i rummet att |v; -vg| &r maximalt stor
och v; x vy = 0 for parallella vektorer. Omvint ar vy - v9 = 0 och |v; X vg| maximalt stor
for ortogonala vektorer. Dessutom &r skaldrprodukten symmetrisk, vq - v1 = v1 - v2, medan
vektorprodukten dr antisymmetrisk, va X v; = —v; X vs.



