Konsten att uppskatta absolutbelopp

Andreas Rosén

1. PA TALAXELN

Vi ska hiir friska upp minnet lite angéiende absolutbelopp och hur sédana anvinds {or
att gora uppskattningar. Kom ihig att absolutbeloppet |z| av ett reellt tal € R {dvs

—oo < ¢ < 00) dr
o] 1= {SB, x>0,
-z, o < (.

Alltsd har vi till exempel |4| = 4 men | ~ 3| = —(—3) = 3. Notera att minustecknet i —z
inte nédvindigtvis innebér att —z Ar negativt, utan detta minustecken betyder “byte av
tecken”. I fallet ovan ér ju redan x = —3 negativt, vilket far till foljd att byte av tecken,
—x = —(—3) = 3, leder till ett positivt tal.
Viktigt att forstd om abolutbeloppet &r féljande tolkning:
Abolutbeloppet {z| &r lika med eustdndet mellan 0 och x pa talaxeln.
Fér att se detta, anviinder vi standardmetoden vid rikning med aboslutbelopp: falluppdel-
ning.
(1) Om z > 0 ligger 2 till héger om 0, och avstandet ifrdga blir z — 0 = & = |a].
(2) Om z < 0 ligger  till viinster om 0, och avstandet ifréga blir 0 — 2z = —z = [z].
Fallet £ = 0 behdver vi vil inte diskutera...
LAt oss nu se hur vi rdknar med absolutbelopp. For produkter och kvoter &r det enkelt:
oyl = kel Iyl || =
yl ol
LAt oss évertyga oss om detta genom ett antal exempel:

VL =|(-2)3|=|-6/=6, HL=|-2]-13]=2-3=6=VL,
VL= |{(—=7){(—4)| = |28| = 28, HL=|~T7-|—4/=7-4=28=VL.
Vi ser att dessa riakneregler uppenbarligen #r sanna eftersom det inte har nfgon betydelse
om vi tar bort eventuella minustecken fore eller efter vi berdiknar en produkt eller kvot.
~ Svarare blir det med summor och differenser. Vi har INTE att |z + y| = |z + [y] i
allmanhet. Till exempel &r
|7+ (—3)| = |4] =4 medan |[7|+|—3j="7+3=10.
Om vi vill ha en formel som inte forutsétter att vi kiinner till tecknen p& 2 och y, har vi
foljande.
Sats 1.1. Triangelolikheten giller:
lz 4y < |z + |yl
Aven den omuinda triangelolikheten giller:
|z +y| = fz] ~ 1y.

Bewvis. For att visa att detta &r sant s kan vi anta att |z| > |y|. Varfor? Jo, 1 triangelo-
likheten kan vi annars bara byta roll pd 2 och y, och den omvénda triangelolikheten &r
uppenbart sann da |y| > |z| eftersom HL <0 da.

S& antag att |z| > |y|, det vill siga att y ligger nérmare 0 &n x gbr. Om vi utglr ifrén =
och ligger till g, s& kommer talet 2 + y antingen ligga pa avstdndet |z] + |y| eller |z| — |y
fran 0 (eftersom vi gr striickan |y] &t hoger eller vinster). Rita talaxeln och kontrolleral
(Tva fall: © > 0 och < 0.)




S4a, vi har till och med visat att
|z +yl = ||+ |y| eler |z]—|yl,  om |z ]y
Speciellt foljer triangelolikheterna
|| - [y < Jo +yl < |z + [yl
O

Triangelolikheterna galler for alla z och y. Speciellt kan vi i formlerna erséitta y med —y,
och far da, eftersom |—y| = |y| f6ljande alternativa form pa triangelolikheterna:

2] = [yl < lo — ol < |2 + [yl-

I den omviinda triangelolikheten kan vi ocksa ersitta z med y och y med z, och far da
|z +yl = |yl — |zl

Diverse varianter av triangelolikheterna finns alltsd, men vi ska fokusera pa olikheterna i
satsen:

|z — Iyl < &+ yl < || + |y].
Det siitt som dessa olikheter vanligtvis anviands for uppskattningar &r foljande. Antag att
y ar “litet” i forhallande till z. Till exempel 14t = = 10 och antag att y dr ett litet “fel: det
enda vi kiinner till om y ir att |y| < 0.2. Hur stort ar d& z+y? Jo, enligt triangelolikheterna

géller
9.8=10-02<|10+y| <10+02=10.2

Exempel 1.2. Antag att z och y ér tva tal didr vi vet att |z| < 0.3 och ly|] < 0.7. Vad kan
d4 sdgas om beloppet av

i+,
5+y
Jo, enligt ovan &r
‘4-}-3} ={4+m|54+l$|5£._3‘:__1l
5+y| I5+yl ~ 5[y T 43

Notera att vi forst anvinde riakneregeln for kvoter, sedan triangelolikheterna for summeor.
1 téljaren ville vi ha ndgot storre, darfér anvinde vi triangelolikheten, medan i némna-
ren ville vi ha nagot mindre (for att f& hela kvoten storre), dédrfor anvinde vi omvénda
triangelolikheten.

2. ] PLANET OCH I RUMMET

Triangelolikheterna ovan for tal z, y pa talaxeln lamnar tva frdgor &ppna:

Varifrin kommmer namnet “triangelolikhet” 7
Kan vi inte vara mer precis i uppskattningen av |z - y|? Trots allt hade vi
ju alltid likhet antingen i triangelolikheten eller den omvéinda triangelolik-
heten, da jz| > |y|.
For att forklara detta, ska vi nu istéillet betrakta fallet d& = och y ér (tva- eller tredimen-
sionella) vektorer istéllet for tal. For sddana betyder |x] “ldngd” istéllet for absolutbelopp.
Tanker vi oss vektorn z fistad i origo, far vi analogt med situationen for talaxeln:

Lingden |z| ir lika med avstdndet mellan origo och « i planet / rummet
D4 avsténd / langder berdknas med Pytagoras sats, har vi foljande formler.

|z = Va2, z € R,

el = /2 + 23, v = (21,22) € R,
jel= /et a3 +a},  w=(e1,223) € B




Triangelolikheterna
|z = |yl < |z +yl <[] + [y]
giller for vektorer o och y, sivil som for tal. L&t oss betrakta fallet d& @ = (z1,22) och
y = (y1,y2) &r plana vektorer. For att forst& ursprunget till terminologin “triangelolikheten”
noterar vi att
T, ¥y THY
ar kantvektorer i en triangel som i figuren.

FIiGUR 1.

Vi ténker oss nu vektorn & som fix och féstad i origo 0 = (0, 0). For att visa triangelolik-
heterna kan vi som tidigare anta att |y| < |z|. Variera nu riktningen (men ej langden |y|)
pé vektorn y runt cirkeln med centrum i spetsen pa = och med radie |y|. De olika mojliga
summorna T -+ y kan ha olika langd. Som storst ses |z + y| vara da y ér lika riktad med z,
medan |z + y| blir som minst d& y dr motsatt riktad @. Dessutom ser vi (till skillnad frén
pa talaxeln!) att alla védrden pa |z + y| ddremellan &r méjliga. Vi har visat:

|z +yl € [le| - Iyl || = [yl],  da[y| <],

och alla virden i detta intervall dr majliga.

Vi avrundar med att svara pa de tva stillda frigorna. Namnet “triangelolikheten” harror
fran triangeln ovan som illustrerar den geometriska betydelsen av triangelolikheten i planet
och rummet. Triangelolikheterna for |z +y| kan som vi sett skarpas till likhet med |z| 4 |y],
|z| — |y| eller |y| — |=| p4 talxeln. I planet och rummet &r dock uppskattningen

121 = lyl| < o+ 1 < lal + 1y

den basta majliga. (I vansterledet har finns bade langder av vektorer och absolutbelopp av
tal, eller hur?)






