Konsten att 16sa icke-linjara ekvationssystem

Andreas Axelsson

Vi beskriver hir de grundldggande teknikerna for att l6sa icke-linjara ekvationssystem.
Detta &r en nodvéndig kunskap for att kunna 16sa diverse problem i flervariabelanalysen,
da sddana ofta reduceras till ett ekvationssystem. Linjéra ekvationsystem tillhor forkun-
skaperna fran linjéar algebran. Metoden for att 16sa icke-linjdra ekvationssystem &r i princip
densamma (successiv elimination). Dock blir de konkreta ridkningarna ofta mer komplice-
rade.

1/1 SYSTEM (DVS VANLIGA EKVATIONER)

En linjar ekvation ar en ekvation av slaget 3x + 8 = 0. Tom grundskolebarn hittar latt
l6sningen x = —8/3, sa 1at oss rask ga vidare till den enklaste icke-linjara ekvationen.

Exempel 1.1. Betrakta andragradsekvationen 2x2 4 6z + 4 = 0. Nagot #ldre grundskole-
barn loser &ven denna:

2?2 +3x+2=0
(x+3/2)>-9/4+2=0
(z+3/2)2 =1/4=(1/2)*

x+3/2=+1/2
x=(-3+1)/2
och finner de tva losningarna x = —2 och x = —1. Vad gjorde vi? Forst snyggade vi till

ckvationen genom att dela med koefficienten 2 framfor 22. Sedan kvadratkompletterades,
dvs andra kvadreringsregeln (z + a)? = 2% + 2ax + a? anviindes baklinges. (Kontroll: (z +
3/2)2—9/4 = 224+32+9/4—9/4 = 22 +3z.) Givetvis avslutar vi med att KONTROLLERA
svaret: t ex © = —2 ger att 222 + 62 +4 =8 —12+4=0. Och z = —1 ger ...

Mer avancerade icke-linjara ekvationer gar inte alltid att snyggt 16sa exakt med penna
och papper. Ibland kan foljande trick vara anvandbart.

Exempel 1.2. Betrakta den icke-linjdra ekvationen ze® — x — 2 + 2¢¥ = 0. Efter lite
stirrande pa ekvationen ser man nagot speciellt: den kan skrivas

(e*—1)(x+2)=0.
Eftersom VL &ar 0 om och endast om en av faktorerna &ar 0, kan vi falluppdela.
e Fall 1: ¢* —1 =0, dvs = In(1) = 0.
e Fall 2: . +2 =0, dvs z = —2.
Ekvationen har saledes de tva l6sningarna z = 0 och z = —2.
Lat oss komma ihag detta ANVANDBARA TRICK for icke-linjara ekvationer. Néarhelst
en ekvation f(x) = 0 kan skrivas fi(z)fa(z) = 0, dar faktorerna fy, fo &r enklare uttryck

an f sjalv, bor detta goras. (Notera att detta bara dr anviandbart da HL &r 0.) Detta darfor
att 1osningarna till f(x) = 0 da utgors av losningarna till fi(xz) = 0 samt lésningarna till

2/2 SYSTEM

2/2 system loses genom eliminering av en av variablerna och reducering till 1/1 system.
Vi repeterar det linjédra fallet (dvs d& ekvationerna &r pa formen “summa av variabler
ganger konstanter— konstant”):



Exempel 2.3. Betrakta ekvationssystemet
3r —2y =171,
2z 4+ 3y = 9.
Valj en variabel och en ekvation, t ex i andra ekvationen. Los ut denna: x = (9 — 3y)/2.
Satt in i den andra ekvationen for att eliminera a:
39-3y)/2—-2y="T.

Strategin: vi l6ser nu detta 1/1 system, erhaller losningar y, vilka i sin tur ger motsvarande
x = (9 — 3y)/2. Riakningarna:

21—-9y -4y =14
13 =13y
y=1
x=(9-3y)/2=6/2=3.

Losningen ar alltsa (z,y) = (3,1). Vi KONTROLLERAR: 3z — 2y = 9 — 2 = 7 och
20 +3y=6+3=9.

Lat oss nu genomfora samma typ av reducering for icke-linjéra system. Forst ett enkelt
system:

Exempel 2.4. Betrakta ekvationssystemet

ry =1,
y—x =2.
Vilj en variabel att 16sa ut ur en ekvation. Det rekommenderas att vilja den som gar

lattast att 16sa ut, t ex y i den andra ekvationen i detta exempel. Vi far y = x 4 2, som vi
anvander for att eliminera y i den forsta ekvationen:

z(z+2)=1.

Detta #ar en andragradsekvation, s& 16sningen till detta 1/1 system finnes med hjélp av
kvadratkomplettering:

x2+2x:1
(z+1)-1=1
r4+1=14v2

r=—1+V2.

Den sokta losningen till 2/2 systemet fas genom att anvinda y = x + 2 for att hitta
motsvarande y-virde for vart och ett av z-16sningarna. Vi far de tva 16sningarna (z,y) =
(=1 —=+/2,1—+/2) och (z,y) = (-1 + 2,1+ 2).

Beroende pa hur man gar tillvaga for att 16sa systemet, kan man ibland raka ut for “falska
16sningar”, dvs att vissa av de erhéllna punkterna inte l6ser det ursprungliga icke-linjéra
systemet. Darfor ar det dubbelt viktigt att KONTROLLERA svaret. Dels for att upptécka
raknefel, och dels for att upptécka (och kasta bort) falska l6sningar. I vart exempel: zy =
(-1 —+2)(1 —v/2) = 2 — 1 (konjugatregeln!) och y — 2 = (1 — v/2) — (=1 — v/2) = 2, s&

vi har tva dkta 16sningar.



Ett typiskt exempel pa en ekvation dar falska losningar kan uppkomma dr /222 — 4 = z.
Losningsgang:

212 — 4 = 22

z? =4
T ==x2.
Hir #r endast = 2 en dkta 16sning, for kontroll av & = —2 ger att V222 —4 = /4 =

+2 # —2 = x. (OBS: y/a betecknar alltid den POSITIVA ROTEN till 22 = a.) Problemet
hiir ligger i att v/222 — 4 = 2 medfor 222 — 4 = 2, men inte omviint. (Ekvationerna r inte
ekvivalenta.)

Nu ett lite svarare icke-linjart 2/2 system:

Exempel 2.5. Betrakta ekvationssystemet

x4 222y — xy — 2% = 0,
zy +y3 = 923,
Varken z eller y ar enkel att 16sa ut ur andra ekvationen; for detta behovs tredjegradsekva-
tioner av formen 3 + at 4+ b = 0 16sas. Samma giller z i forsta ekvationen. y & andra sidan
kan 16sas ut ur forsta ekvationen genom att 16sa en andragradsekvation, men rékningarna
blir svara med komplicerade kvadratrotter. Lat oss istéllet anvinda FAKTORISERINGS-
TRICKET, for stirrar man pa forsta ekvationen sa ser man att den kan skrivas
(2% —y)(z +2y) = 0.
Vi delar upp i tva fall:
e Fall 1: y = 2. Vi anviinder denna ekvation for att eliminera y i den andra ekvatio-
nen, och far 23 + 26 = 923, eller ekvivalent att
3(—8 4 2%) = 0.

Ytterligare uppdelning i delfall: Fall 1.1: = 0, vilket ger y = 22 = 0. Fall 1.2:

—8 4 23 = 0, vilket ger # = 2. (Notera att tredjegradsekvationen x> = a alltid har

exakt en reell 16sning, till skillnad fran andragradsekvationen 22 = a.) Motsvarande

y-varde blir y = 22 = 4.

e Fall 2: x = —2y. Vi anvinder denna ekvation for att eliminera x i den andra
ekvationen, och far —2y2 + y3 = —72y3, eller ekvivlant att
y?(—2+ 73y) = 0.
Ytterligare uppdelning i delfall: Fall 2.1: y = 0, vilket ger x = —2y = 0. Fall 2.2:
—2 + 73y = 0, vilket ger y = 2/73. Motsvarande z-virde blir z = —2y = —4/73.

Sammanfattningvis har vi funnit de tre lésningarna (x,y) = (0,0), (z,y) = (2,4) och
(x,y) = (—4/73,2/73). Vi avslutar med att kontrollera att dessa tre faktiskt ar losningar
till det ursprungliga ekvationssystemet!

3/3 SYSTEM

3/3 system loses genom att eliminera en av variablerna och reducera 3/3 systemet till
ett 2/2 system, som sedan i sin tur l6ses enligt ovan genom reducering till 1/1 system, dvs
en ekvation i en variabel.

Exempel 3.6. Betrakta ekvationssystemet

Yz — 2z 4+ =2,
rz—3z+y=4,
ry —4dx —y+ 3z = —4.



T ex variabeln z ar latt att 16sa ut ur forsta ekvationen: x = 2 — yz + 2z. Anvind denna
ekvation for att eliminera z i de tva andra ekvationerna:

(2—yz+22)z—3z4+y =4,

2—yz+22)(y—4) —y+3z=—4.
For att 16sa detta 2/2 genom reducering till 1/1 system &r det enklast att 16sa ut y ur forsta
eller z ur andra ekvationen. (De tva andra valen av variabler och ekvationer kraver 16sning
av andragradsekvationer, vilket vi gérna vill undvika innan vi kommer till 1/1 systemet.)
Léasaren rekommenderas att genomfora denna rékning. Vi ska hér 16sa systemet p& annat
sitt for att aterigen illustrera nyttan av FAKTORISERINGSTRICKET. Genom att stanna

upp lite i rdkningarna och stirra lite pa ekvationerna ser man att de tva ekvationerna
tursamt summeras till

(2—yz+2z)(y—4+2)=0.
Falluppdelning foljer.

e Fall 1: 2—yz+22z = 0. Los ut y: y = 24+2/2. Eliminering av y i t ex forsta ekvationen
i2/2 systemet ger —3z + 2 4+ 2/z = 4. Denna maskerade andragradsekvation l6ser
vi:

—322-2242=0
22 422/3-2/3=0
(z—1/3)>=2/3+1/9="17/9
2= (1+V7)/3.

Detta ger sedan y = 2 +2/2 =2+ 6/(1 /7)) = 2 — (1 F/7) = 1 + /7 genom
forlangning med konjugat, och = 2 — yz + 2z = 0.

e Fall 2: z = 4 — y. Eliminering av z i t ex forsta ekvationen i 2/2 systemet ger
(2—4y+1y2+8—2y) (4—y)—124+3y+y = 4, dvs (10—6y+y?)(4—y)—16+4y = 0. Har
ser det svart ut och vi fruktar en tredjegradsekvation. Men stannar vi upp lite och
stirrar pa ekvationen s ser vi den gemensamma faktorn 4 — gy, och vi faktoriserar
ekvationen till

(6—6y+y*)(4—y)=0.
Ytterligare uppdelning i fall: Fall 2.1: y = 4. Detta ger 2z = 4 —y = 0 och z =
2 — yz + 2z = 2. Fall 2.2: 42 — 6y + 6. Hir kvadratkompletterar vi:
(y—3) =-6+9=3
y =343

Dettager 2 =4—y=1FV3ochos =2—-yz+2:=2+22—-y) =2+ (1F

V3)(-1FV3)=2+(3-1) =4.
Sammanfattningsvis har vi hittat de fem l6sningarna (x,y,z) = (0,1 + V7, (1 + v/7)/3),
(z,y,2) = (0,1 — \/77(1 - \/?)/3)7 (z,y,2) = (2,4,0), (2,y,2) = (4,3 + \/5’1 - \/g)
och (z,9,2) = (4,3 — v/3,1 + +/3). Efter dessa omfattande rikningar ir det synnerligen
motiverat och latt gjort att kontrollera rakningarna. I sjilva verket gjorde jag ett slarvfel
ndr jag skrev ned detta som gav x = 0, inte x = 4 for de tva sista l6sningarna. Lat oss
kontrollera att (4,3 + /3,1 — v/3) verkligen #r en 16sning:

yr—2z+r=(y—2z+ar=(1+vV3)(1-V3)+4=1-3+4=2,
zz—32+y=(x—-3)z+y=11-V3)+(3+V3) =4,
zy—4dr—y+3z=(x—1)y—4z+32=303+V3) —16+3(1 —V3) = —4.



Nar det galler 16sning av ekvationssystem kan man ga tillviga pa olika sétt, och de olika
satten kan leda till olika svara rékningar. Vi illustrerar detta med en alternativ l6sning av
3/3 systemet ovan.

Exempel 3.7. I exemplet ovan noterade vi under l6sningen att summan av de tva sista
ekvationerna blir enkel: zz + xy — 4z = 0, som faktoriseras till

z(z+y—4)=0.
Vi kan lata denna ekvation ersdtta den sista ekvationen i 3/3 systemet. (JAmfor med
radoperationer vid 16sning av linjira ekvationssystem.) Vi far direkt 2 fall att undersoka.

o Fall 1: x = 0. De tva forsta ekvationerna blir

Yz — 22 =2,
—3z4+y=4.
e Fall 2: y = 4 — 2. De tva forsta ekvationerna blir

(2—2)z4+x =2,
rz—3z+4—z=4.

Vart och ett av dessa 2/2 system 16ses nu. Ridkningarna lamnas som 6vning. Kontrollera
16sningarna med tidigare rékning!

En viktig studieteknik, om inte tom den viktigaste, ar att efter genomférd rakning re-
flektera 6ver arbetet och ténka igenom vad som gjordes for att dra lardom av det. (Annars
blir det gjorda réknearbetet synnerligen meningslost!) Sa 1at oss sammanfatta metoden for
att 10sa ekvationssytem. D& monstret tydligast syns for 3/3 system (eller storre), lat oss
betrakta ett allmént icke-linjart 3/3 system

fl(l'vyaz) = 07
f2(33;y,2') =0,
f3($’,y,2) =0.

Vi léser ut en variabel ur en ekvation (vilj den som &r lattast), t ex skriv sista ekvationen
som z = fo(z,y). Insatt i forsta och andra ekvationen erhéller vi ett 2/2 system

{gl(x,y) =0,

gz(fE,y) = Oa

dér g1(x,y) = fi(x,y, fo(z,y)) och go(x,y) = fo(x,y, fo(z,y)). Vi upprepar nu samma
forfarande for detta 2/2 system. Skriv t ex andra ekvationen som y = go(x), och eliminera

med denna y ur forsta ekvationen. Vi far ekvationen
h(z) =0,

dér h(z) = g1(x,go(x)) = 0. Denna l6ses och vi far rétter z1,x2...,xn. For varje rot x;
beréknar vi sedan y; = go(x;) och till sist z; = fo(z;, y;). Detta ger lésningarna (x5, y;, z;),
j=1,...,N,till 3/3 systemet.

Det som gor det svarare med icke-linjara system dn med linjara sddana, ar att dels kan
ekvationen h(x) = 0 vara svar att losa, och dels kan det vara svart att l6sa ut variablerna
z = fo(z,y) och y = go(z). Vi har i exemplen ovan illustrerat nyttan av FAKTORISE-
RINGSTRICKET for att forenkla rakningarna for icke-linjara system. Ytterligare ett trick
som kan forenkla sag vi prov pa i sista exemplet, ndmligen att gora radoperationer: till
en rad kan en multipel av en annan rad adderas. Principen &r densamma som for linjira
ekvationssystem.
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