Losning till problemet juni 1998

Definiera funktionen f genom f(t) = /1 — (t — 1)2for0 <t < 2och f(t+2) = f(t) for allareella ¢t. D&
ar £(0) = f(2), f periodisk med period 2 och jamn. Ty om ¢ = 2i + r, dér 5 ar ett heltal och 0 < r < 253
ar—t =2(—i—1)+ (2 —r)och f(—t) = f(2—7r) = f(r) = f(t). Dessutom géller

f@) +- 4+ f(tk) > fltr +--- + 1)

for alla heltal £ > 2. Detta foljer induktivt s& snart man visat olikheten for £ = 2. Da f ar periodisk med
period 2 récker det att visa att f(r) + f(s) > f(r + s) for r och s i intervallet [0,2]. Anta ndmligen att
x = 2i+7ochy = 24 + s, ddr 4 och 5 ar heltal och att de reella talen 7 och s ligger i intervallet [0, 2]. D2 ar

f@)+ 1) —fle+y) =f2i+r)+ (2 +s)—FRE+I) +r+s)=f(r)+ f(s) = f(r+s).

Q- . . t 2
Antag forst att » + s < 2. Pd intervallet (0, 2] &r funktionen % =4/ 7 1 avtagande. Detta ger

Fr) > f(r+s) och f(s)Z%f(T—l—s).

r+s

Addition av dessa olikheter ger f(r) + f(s) > f(r + s).
Om r och s ligger i intervallet [0,2] och 2 < r + s < 4 kan vi tillimpa den redan visade olikheten pa de tva
talen2 —roch2 —s (0 <4 —r — s < 2). Detta ger

fr)+f(s)=f2-r)+fR2—-s) 2 fd—r—s5)=f(-r—s)=f(r+s).
Nuér, for 0 < z; <, f(cosz; + 1) = y/1 — cos? z; = | sinz;| = sinz; och

isina:j = if(cosacj- +1)>f (i(cosmj + 1)) =f(1)=1

J=1



